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der  Mathematik  und  Physik  an  der  höheren  Burgersehale  r.a 


$•  14. 

Hat  man  zu  integriren 

/Bx  p  dx 
V A+Bx+Cx*+Dx*+Ex*   J  ' 

so  sind  wieder  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

1.   Die  Gleichung 

<p(x)=0 

hat  Tier  imaginäre  Wurzeln.   In  diesem  Falle  setze  man 

<p  (x) = (a  +  2bx  +  car»)  (a'  -f  2b  'x  +  c'x*) , 

worin  a,  b,  c,  a',  b',  c'  reelle  Grossen  sind.  Damit  <p(x)  positiv 
sei,  da  V  <p(x)  als  reell  vorausgesetzt  werden  muss,  müssen 
die  Grössen  a+2bx+cx%,  a'+2b'x+c'x*  von  demselben  Vorzei- 
chen sein.   Lost  man  die  Gleichungen 

a  +  2&r  +  <:*4=0,  a'  -f  26'x  +  c'ar2=0 ; 
Theil  XIII  l 
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so  dürfen  sie  bloss  imaginäre  Werthe  für  x  geben,  d.  h.  es  muss 

6»-ac<0,  6'*— oV<,0; 

oder,  da  6a  und  6'2  positiv  sind,  es  müssen  a,  c  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  eben  so  o',  c',  und  zugleich  muss 

ac>62,  «V>6'* 

sein.    Zugleich  ist 

a  +  2ox  -f  c:ra  =  ~  » 

also  müssen  a  +  2&r -f- es*  und  a,  folglich  auch  c,  dasselbe  Vor- 
zeichen haben,  und  eben  so  die  Grössen  a'  -f  Wx  -|-  c'x2,  aVc'. 
Da  aber  a  +  i&r  +  cx2  und  a!  +  26'x  +  c'x1  dasselbe  Vorzeichen 
(positiv  oder  negativ)  haben,  so  haben  folglich  auch  «,  c,  a',  c 
dasselbe  Vorzeichen;  zugleich  darf  x  immer  nur  so  gewählt  wer- 
den, dass  die  Grössen  a+2oa:+cxa,  a,+26'jr+c'.ra  immer  inner- 
halb derGränzen  der  Integration  dasselbe  Vorzeichen  haben,  wie 
ay  c,  a',  c'.  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  diese  letztern 
Grossen  immer  als  positiv  betrachten  kann,  da  ja 

(-a+2bx-cx*)  (— o' +Wx-c>x*) = (a-2bx+cx*)  (a'-Wx+&x*) , 

und  wir  wollen  also  dies  annehmen  und  die  Gränzen  der  Integra- 
tion darnach  bestimmen.    Setzen  wir  nun: 

q-f  1bx  +  cx*  4/"  _£f2Ä£+£5^_ 

z  -  a'  +  26'*  +  c'** '   S~  *  V  a'+io's+c'**  ' 

so  findet  sich 

c  —  c'z* 

worin : 

Z  =  (6  -6'*«)«-<fl-«'*a)(c-*',t>  • 

Demnach 

/,  +  er-  (o'+c'.r)x*=:±  V~Z  • 

Da  aber 

(a'  +  26'ar  +  c'**)z* = a  +  2&r + c*« 
so  ergiebt  sich: 
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b+cx—(b'+c'x)z*^{a'+Wx+c'x*)z£=±  Sfl 


j  02 


d.  h. 


Nun  ist 


r_c.x 


und  da  Z  von  der  Form  der  in  §.  13.  betrachteten  Ausdrücke  ist, 
so  kann  unsere  Aufgabe  als  gelöst  angesehen  werden. 

II.  Die  Gleichung  p(*)=0  habe  zwei  reelle  und  zwei  ima- 
ginäre Wurzeln.  Die  beiden  reellen  Wurzeln  seien  ungleich,  n 
und  und  zwar  sei  n>«' ;  der  reelle  Faktor  des  zweiten  Gra- 
de» sei  a  -f-  26j:  -f-  cx%,  worin  also  <ie  >  62  sein  muss.  Zngleich 
sieht  man»  dass  a  +  2for+ ara,  «,  c  dasselbe  Vorzeichen  haben 
müssen,  das  man,  wie  oben,  immer  als  positiv  voraussetzen  kann. 
Hierbei  hat  man  wieder  folgende  Fälle  zu  unterscheiden: 

II.  1.  Die  Integrationsgraden  seien  so  gewählt,  dass  x immer 
zwischen  »'  und  n  sei ,  zugleich  sei 


Null  Rir  x=n'.    Alsdann  muss 

<p  (x)  =  (x  -  n')  (n  -x)  (a  +  2bx  +  cx*) 

sein,  damit  <p(x)  positiv  sei.   Setzt  man 

2  x — n 

II — x 

so  bildet  sich  das  vorliegende  Integral  in  ein  andere«  von  der 
Form  in  $.  13.  uro. 

II.  2.  Es  sei  *<«',  das  Integral  aber  wieder  NuU  för  x=tt'. 
In  diesem  Falle  muss 
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sein.  Setzt  mao  hier 


so  erhält  man  wieder  eine  Form  des  §.  13. 

II.  3.  Endlich  sei  x>n,  und  das  Integral  sei  Null  fär  x  =  n. 
Alsdann  ist 


V  (x)  =  (x-n')  (x-n)  (a  +  2bx  +  cor«) , 

und  man  setze 


„      X — H 

2*=  i 

X  —  /I 


um  die  verlangte  Umbildung  zu  erhalten. 

III.  Die  Gleichung  q>(x)=0  habe  vier  reelle  Wurzeln  a,  6, 
c,  d,  welche  so  beschaffen  seien,  dass  r/>c>6>a.  Nun  ist 
entweder 


<p  (x)  =  (x—a)  (x—b)  (x-  c)  (x—d) , 

oder 

<p  (x)  =  -  (x-a)  (x-b)  (x-c)  (x~~d) . 


Im  ersten  Falle  ist  q>(x)  nur  positiv,  wenn  x  zwischen  b  und  c 
oder  ausserhalb  der  Gränzen  von  a  und  d  liegt;  im  zweiten  dage- 
gen nur,  wenn  x  zwischen  a  und  b,  oder  c  und  liegt. 

III.  I.  Sei 

<p  (x) =  +  (jr— a)  (j:—  6)  (.r— c)  (x—d) , 

und  zwar 

<r)  die  Integrationsgränzen  so  gewählt,  dass  x  zwischen  b  und 
c  liege,  wahrend  das  Integral  Null  sei  ftir  x=b.  In  die- 
sem Falle  setze  man 


x — b  a — 6 

■       .  ■ 

c — x  a  — c 


ß)  x  ausserhalb  der  Gränzen  a  und  dt  und  das  Integral  sei 
Null  für  x  =  d.    Alsdann  setze  man 

g    x—d  c  —  a 
~  x—a '  d—c 

III.  2.  Es  sei 

(p(x)z=~  (x—d)  (x—b)  (.t>— c)  (x—d) . 


a)  x  zwischen  a  und  6,  das  Integral  Null  für  x=a.  Man 
setze 
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x — a  d — a 
b—x  d — 6 


ß)   x  zwischen  c  und  d,  das  Integral  Null  Air  x  =  c.  Man 
setze 


_    x — c    c — a 


d — x  d — a ' 


§•  15. 


ie  in  §.  10.  kann  man  leicht  eine  Reihe  neuer  Formeln  ab- 
leiten, die  nach  Art  des  §.  13.  angewandt  werden  können. 

Setzt  man  nämlich 

(/ Xt»)a= 

worin  f(t)  eine  Modularfunktion  von  v  ist,  so  ergiebt  sich: 

Ist  also  z.  B. 

I.  /"(©)= sn(p),  d.  h.  (sn so  ist: 

c==2t/    snp.cnu.dnt?  V"ar(l-o?)(l-wi*j?) ' 

II.  /"(p)  =  cnv,  d.  h.  (cn  so  ist: 

dx 


4/' 


III.  f(r)=tnt>,  d.  b.  (tn©)»=a:,  so  ist: 

_i_  /»*  dx  

*~~2J    Vx(l+x)(l  +  m'*x)' 

IV.  /,(c)=ctn»,  d.  b.  (ctnp)*=cr,  so  ist: 

1  Bx 


Xrx(l  +  x)(m'*+x)' 
V.  /*(r)=dnt>,  <*•      (dntO*=jr,  so  ist: 


1   P\  Bx  

VI.  /"(r)=tang.  ^amc),  d.  h.  (tang.^amü)^-*,  so  ist: 


cx 


V     V*ä^)(m*-ar) ' 

VIII.  f(t)-cn(M—  v),  d.  h.  (cn(Af-t>))2=*,  so  ist: 
1  /»*  8*  


U.  s.  w. 


§.  J6. 

♦ 

Schreiten  wir  weiter  zu  Integralformeln ,  welche  Modular- 
funktionen  einschiiessen.   Die  einfachsten  sind  folgende: 

Man  hat  (§.  3.) 


d.  am  v  . 

=dn  r, 


also  auch 


 ^  =  dn  (a+r) , 


folglich 


Da 


^*  dn(a+ F)Sr=ani(n+ r)  — am«, 
/    dn  («— r)  cto  =  am  o  —  am(a  —  r) . 

amr=arc(8in=snr)=arc(cosÄcnr)  u.  s. 
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so  kann  man  in  diesen  Formeln  die  zweiten  Glieder  auch  noch 
anders  ausdrucken ,  wozu  übrigens  die  Formeln  in  §.  5.  auch  dienen. 

Setzt  man  hier  M — a  statt  at  so  ergiebt  sich  (§.  6.): 


m'j* '  jjj-^j  =  am  ( jff-a)  -  am  ( Jlf-(« + v) ) 

,  .       cn«\  .      cn  (a  -f  v) \  /0. 

,  Pv      %t>  ,         cn(a  — 1>)\  cnfl\ 

#  j — ^  v  =  arc(sin=  r— r— — v  I  — arc  (sin= -j  1» 

J    dn  (o-r)         v         dn  (a— t?)/         v        du  a/ 


oder  auch: 


,  /*'     dt>  chm\  ctn(«+r)\ 


m 

o 


/9e  „        ctn(a— r)\        ..  ctp(a)\ 

Setzt  man  in  (1)  statt  des  Mndulus  m  den  Modulus  mt  ($.  12.) 
und  zugleich  im«  ,  mv  statt  o  und  r ,  so  findet  sich : 

/"  ~  .  sn(a  +  p)\         „  sna\  ,_v 

cn(a+r)ar=arc  (tang=m  j— ^      arc  (tang= m  ^- J.  (3) 

Vertauscht  man  in  (3)  die  Moduln  m  und  m',  setzt  m,  rt  statt 
a,  v,  so  findet  sich  (§.  11.): 

(4) 

,  P'     dv         lr     „        m'fan(«  +  t>)\  «t'isnaVl 

» 

l/  /dn(a+E)-H"'8n(a+i>)  dna~m'sng\ 
-log.y  V,dn(a+p)-m'sn(a+c)  '  dna+ro'snaA 

Bekanntlich  ist 

■ 

a«  -_~dn%~* 


Setzt  man  also  <=msn(üf— (a+r)),  so  erhält  man: 

A/i-fmsn(iy-«^)_  /2  a*  

^+»ogy  l-msD^-fl-p)  l-m'sn^-o-ü)1 

/—  mm'«sn  (a+vjto        p    „,aM,  , 
dn*(«+p)dn(^/-a-r)*         -*•»<« +  r>*. 
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also 

■ 

(3) 

/',,..      .    4,  /dno  +  mcno  dn(o  +  r)  —  mcn(o +  e)\ 
8n(a+r)a,=Iogy  ^-jj^-—.. 

il 

Da  t  nicht  =1  sein  darf,  so  darf  auch  hier  nicht  a=0  sein. 

Vertauscht  man  in  fö)  die  Moduln  m  und  m',  setzt  ai,  t>t 
statt  a,  v,  so  ergiebt  sich  (§.  11.): 

Macht  man  hier  v  negativ  und  setzt  M — a  statt  a,  so  erhält 

man  6.): 

P9  \*\     i    4//^+^»«  1 — dn(n  +  r)\ 

Vertauscht  man  hier  m  mit  m' ,  ai,  vi  gegen  o,  »,  so  er 
folgt  (§.  11); 

/°     8p      ^_      W  /cna-f-dna  cn(a-f-r) — dn(a-fr)\  ^ 
sn(a  +  c)"~,ogV  Vcna^dn^  '  c!T(ä+r) +dn(a+v)J  '  (  ' 
t> 

Aus  den  gegebenen  Formeln  leiten  sich  eine  Menge  anderer  durch 
Zusammensetzung  ab.  Beispielsweise  mag  eine  einzige  gebildet 
werden. 

Da 

an (a-f  r) -f  sn(a — »)_  snacnrdnt? 

2  1 — m2sn2«su*D ' 

so  folgt  aus  (5) : 

/»snacnednrSp    .     *  /  /dna-f  mcna\ 
l— m2sna2snc*       ®\  \dno  —  menö/ 

1  /dn  (a+p)  -f  men  (a+r)  dn(a~p) — m  cnf a— g)\ 

""2    g  V  \dn(a+r)  -mcn(a+r)  "  dn(a-r) +  wcn(a+r)/  * 


tn 


§.  17. 

■ 

Ehe  wir  weiter  gehen,  müssen  wir  der  Legendreschen  Be- 
zeichnungsweise kurz  gedenken.  Legendrc  bezeichnet  nämlich 
die  Grösse 
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*J  a    V  1— raJsin*g> 
so  das«,  nach  unserer  Bezeichnungsweise ,  da 

ar8 ,8Ü=X)=  f  _  **_   =  f* 

o  ^  o 

=arg.(sn=sin9>), 
F(9) = arg .  (sn = sing>) . 

Das  Legendre  sehe  F(q>)  ist  also  das  in  6.  8.  zu  <p  verlangte  », 
und  da  Legendre  theilweise  Tafeln  für  Fup)  berechnet  hat,  so 
ist  also  das  dort  Verlangte  in  gewisser  Beziehung  schon  ge- 


Es  ist  nicht  schwer,  die  oben  erhaltenen  Resultate  in  die 
Legendre'scbe  Bezeichnungs weise  überzutragen.  Wir  wählen  als 
Beispiel  das  Resultat  in  §.  13. 


Dort  ist 


=  arg(cn=  ^r^^=arg(cn=cos<p)=F(g>), 


a — 6z2 

■ 

Bezeichnet  man  den  Modules  mit  m ,  und  setzt  also 


'  *  =  #•<*->. 


V  1  — mVm'V 
so  ist  demnach  das  dortige 

F(t-\[^r)       o— AI» 

y=-SVT&— '  C08,)=«To7*' 

I 

Ist  also 

1)  shü=A:,  so  ist  v  —  arg  (sn = k) = F(<p,m)  ,e\z\<p—k 

2)  cuv  — k,  „   „  r=arg (cu=zk)=F(q>,m) ,cos(p=k, 

3)  tnc  =lc,  „   „  c=arg(tn=£)=  F(a>,?n),tangg>:=Ä:, 

4)  ctnr=A,  „   „  v =arg  (ctn=£) = F  (q>,m),  cotg  <p=k, 

5)  dnr=A,  „   .,  r = arg  (dn =k)=F (<p,m) ,  sin  9 
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Die  oben  gebrauchte  Grösse  M  ist  F(g,  m). 

Die  Formeln  des  §.  16.  können  auch  durch  cyklischc  Funk- 
tionen ausgedrückt  werden.   So  ist,  wenn  9>=am.t>,  o=am.a: 

«»  f*-L»\  —  8,n  ccos  vV"  1— masin*<p  -f  sin?  Cosa     1  — wt*sinaa 
s„(a  +  ^  j——.—  , 


■  ■ 


■ 
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$.  1«. 

■ 

Dan  Integral 

*dn*vdv  (1) 


r 


soll  durch  E(v),  oder,  wenn  man  will,  später  auch  durch  E(v,m) 
bezeichnet  werden,  so  wie  man  überhaupt,  zu  grosserer  Deut- 
lichkeit, die  Modularfuoktionen  durch 

sn(e,»i),  cn(r,m),  tn(r,wi),  cto  (yjn),  dn(v.m) 

bezeichnen  konnte.  Die  gebrauchte  Bezeichnungsweise  ist  aber 
einfacher,  und,  so  lange  die  Deutlichkeit  nicht  darunter  leidet, 
mag  tue  beibehalten  werden,  so  wie  auch  die  Bezeichnung  E(v) 
gebraucht  werden  soll.  Ist 

amt>  =  9, 

so  ist 

dn*p  =  l  —  ro*sinag>,  5p=->-=J?— — ; 

V^l-m2sin'V 

also  ist  dann 

* 

E (»)  =  ^**Vl  —  m2  sin* 9)  dtp ,  qp=arar  • 

Legendre  bezeichnet  dieses  Integral  durch  E(q>)  oder  E(<p,m), 
so  dass  das  hier  gebrauchte  E(v)  und  das  Legendresche  E(<p)  ähn- 
liche Bedeutung  haben  und  für  an>o=9>  zusammenfallen. 

Ehen  so  sei 

J^"dn'*vBv  =  E'(v). 

Hiernach  ist 

E(~t>)  =  -E(v),  £(0)=0.  (2) 

Da 

su»r  =  — » — .  cn»r=  ^  ;  (§.  2.) 

so  ist 
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J*V  m*vdv  =  ^  (»— £(r) ) 
J    ™*^  =  ^(-m'V|-£(«,)). 
Sctit  man  in  (1)  üf— r  statt  t?,  so  erhalt  man  (§.  6.) 

woraus  leicht: 

J    dn«r—  ^  '  (4) 

O 

Man  findet  leicht: 

 ^  =  ^7+«*-^sn*r, 

woraus,  wenn  man  integrirt,  und  die  vorstehenden  Formel  u  be- 
achtet: 


also 


/»  tnpdnr-f-m/2r-^/i:(r) 


Da 


tii««=-L_l, 
cn*t> 


so  erhält  man 

/*•   a  a      tnrdnr  —  E(c) 


(6) 
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§.  19. 

Setzt  man  a±v  statt  r,  so  erhält  man  leicht: 
jT" ün*(a+c)do=E(a+t>)-E(a) , 

J*°  &n\a—t))de=E(a)—E{a  — r) ; 

<» 

hieraus 

/*"[--dn2(a+p)+dn2(«— v)]dr=2E(a)-E(a— p)  —E(a+r). 
Aus  $.  5.  folgt  leicht: 


dn»(a-»)-dna^+r)^(cln(a-t?)  +  dn(a+t))(dn(a-.e)-dn(a+i?)) 

_4masnflcnfldnflsnpcngdnt> 
(1  —  m2  sn*  a  sn2  p)2 


d'(l— m*8n*«8ii**) 


=  2ctnadn<z.  ^-  ■  , 

also 

«,       v     »  o,    »  2ctnodna        rt  , 

(dn2  (a  -  p) — dn2  (a  +  r)  ™=i_m^-*j^  ~  2c*n  «  a 

2  m2sn  a  cn  a  dn  a  sn2  p 


1 — nt28n2asn2p 

also  endlich 

or/  \     rv       x     r/   ,  x  2m2snacnfldnasn2r 
2  £  («)  -  £(„-p)  -  h  («+r)= — ; l-ÄfCTr- , 

2m2snflcnfldno8n2p 
£(<i+p)  +  £(a-p)  =  2£(a)  il»fl-^V 

Ver  tau  seht  man  hier  a  und  p,  so  ergiebt  sich  (2.  des  §.  17.): 

,     „  2w2sn2acnpsnpdnp 
£(«+r;-£(«-r)=2£(r)  j—^-^j-  • 

Durch  Addition  findet  sich  nun  leicht: 

£i'(a -f-p)  =  JE(«)  +  U(r)— • wi2sna sno  sn(a-fv).  (t) 
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Setzt  man  hier  a=M-v,  so  ist: 

E{M)=E(M-*)  +  £(*)  -wt*sn(Jir-p)siir 

nvso 


=  E(M—v)  +  £(r)— «t*     --  , 


cnrsnr 


und 


E(M— r)=£(jtf)— £(t>)  +»»*-d— >  (2) 


£(ilf+r)=£(Jtf)-f£(rO-m*^^ ,  (3) 


E  (M+  o)  +  £(  üf-r)  =  2£(  JW) .  (4) 
Setzt  man  in  (4)  JIT— »  statt  r: 

£(2  Jf-c)+£(»)  =2£(J!#) , 
E  (IM +v) = £(p) + 2£  (M) ; 

woraus  leicht: 


£(2/iM  +  v)  =  £(r)  +  2»£  i  Jlf) , 
E(2nM- r) = -  £(*)  +  2«  E(M) . 


(5) 


Setzt  man  hier  M-\-  v  statt  r,  so  ergiebt  sich,  mit  Berücksich- 
tigung von  (3): 

£((2»+l)Af+0)  =  £(r)  -f  (2n  + 1) E{M)  - "^V™ " > 
E  ( (2it + 1)  M  -  r) = -  £(r)  +  (2«  + 1)  £  (.V)  +  -  • 

Dadurch  ist  die  Funktion  £(t>),  so  lange  r  reell  bleibt,  bekannt, 
wenn  sie  es  innerhalb  der  Gränzen  0  und  M  ist. 


§.  20. 

Setzt  man  in  (1)  des  §.  18.  vi  statt  r,  so  ßodet  sich: 

£(ci) 


y*"dn»(t/t)d»=^ 


d.  b. 
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o  o 

woraus,  mit  Beachtung  der  Formeln  des  §.  18.: 

E  (vi)  =  i  [  t>— £'(t>) + tn'  ü  dn'  r  ] .  (I) 

Setzt  man  hier  v=2nM't  so  erhält  man,  wenn  man  (5)  des  §.  18 
beachtet: 

E  pnM'i) = i  l2nM-2nE'(M')] , 
also,  wenn  man  in  (1)  §.  19.  u=2nM'i  setzt  und  §.  11.  beachtet: 
E(a+2nM'i)=E(a)+2ni  (M'-E'(M')) .  (2) 

Aehnliche  Formeln  lassen  sich  leicht  weiter  bilden. 

Bezeichnet  man,  wie  in  J.  12.,  den  Werth  von  E(v)  filr  den 
1 

Modulus  —  durch  E^v),  so  ist: 
wi 

E(v)—m'*v 


Ei  (mc) 


mE\ „-)  —  m  2i 

—  ^3  


(3) 


§.  21. 

Zwischen  den  Grossen  M,  M\  E(M),  E'(M*)  besteht  eine 
Gleichung,  die  nun  aufgesucht  werden  soll. 

Es  ist,  wie  sich  aus  §.  18.  und  $.  3.  ergiebt: 


E(M)= y°2Vl-m*sinVÖ9>, 


o 

7T 


E'(M')=  f*\f  l~m'*s\n*<pd<p  =  E(M',m') 

o 

nach  der  in  $.  18.  noch  erwähnten  Bezeichnung.   Ferner : 


„    f*  M,  _  A 


3qp 


VT^mVinV  J    V  1— m'*sinV 

Hieraus  folgt : 
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*  X 


"Vj     (l-m»sin«9)Vrl-m»shrV  Vl-ma8rnV 

_I  PA     M_E(M)  M 


n*v     m  ~  mm'2     m ' 

0 


also 

£(JH)=n«'»(ilf+m|^).  (1) 
Ganz  eben  so  findet  sich  durch  Differenziation  von  £(üf): 


iM'=£'(ilf')-m'^^. 

Da  aber  allgemein 

3Ä_aß  dm        8Ä  m' 
äm7-"  am  'Sm7  BM'm' 


80  ist 


cm 
m  om 


(3) 


Hieraug  folgt: 
Eben  so: 

*S + *  S = = amt  (.»*-».") + jr  £(«)  , 

« 

mitbin : 


a.[Ä'£(iir)  +  ME'{M')  ]    B .  (MM1)  _ 
^  äm- =0' 


Theil  XIII. 


18 

AT  E  (M)  +  ME'  {M')  -  MM'  =  Const . 

Um  die,  bloss  von  m  abhängende  Konstante  zu  bestimmen, 
wetzen  wir  m=0,  m'=l;  alsdann  ist: 

o  o  o  1     •  • 

E'(M')= cos<pfy=l; 


also 


•  .1 


2V    cos? +  '2     'ij    cosy—  f" 


o 

d.  h. 


.  ... 

oder  nach  Legend  rescher  Bezeichnung: 

welcher  Satz  der  Legend  re'sche  Satz  heisst. 

S-  22. 

■  ^ 

Es  bleibt,  zur  Vervollständigung  der  Theorie  von  E(v),  noch 
übrig,  zu  zeigen,  wie  E(v)  berechnet  werden  kann  füre  zwi- 
schen 0  und  ilf.  .  , 

Setzt  man 

<p=am .  ü, 

so  haben  wir  in  §.  9.  gesehen,  wie  zu  jedem  <p  das  zugehörige 
v  gefunden  werden  kaon. 

Ganz  wie  dort  findet  man  hier 
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Da,  durch  Legendre's  Berechnung  in  einiger  Beziehung 
die  Berechnung  geschehen  ist,  so  kennt  man  also  einige  Werthe 
Ton  £(v).  Die  Werthe  von  E(v)  waren  in  die  nach  §.  8.  aufzu- 
stellenden Tafeln  neben  die  von  v  zu  setzen. 


§.  23. 

Den  Werth  des  Integrals 

/•  81 
1-S 


sn2r  9p 


2sn9usnar 

c 

bezeichnen  wir  durch  J(v,a),  d.  h.  wir  setzen: 


Nun  ist: 


1   dn  a  sn2ö    cd*p  

drm  ~~  1— tri1  snaasn2r ~  dna  (1—  ?n*sn*a  sn2p)  * 


O 

ist 

j  dnao    m^c^asn2^ 

1  — wi2gn2asn2p     1  —  m2sn2a  sn'2r  ' 


also 


o 

Ans  (1)  und  (2): 

Ferner  ist,  wie  man  leicht  findet: 


(4) 


m'*sn*ü  .         dn*t>  dn*p  —  masn2ocn2p 

i^n^asn^^cn^p— tn2a  dn*a  8n*v  dn2c 
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4  /  cn(a— v)         4  /  /1-f  tnadngtnt?dmV\ 
,0&\  cn (a  +  tO^V  U-tnadnatnvdnry' 

8.  4/  cn  (g-r)  dnatnfl(dn*p-m»sngpcn«g)  . 
är  Iog  \  cn  (a  +  r)  ~~     cn*c— tn*a  dn*asn«r  dn*r 

demnach 

m'«    /*"       antrat?  /»»  dn«r3r 

icüW    ,    /dnay    .  V  l-m*sn*flsn*r 

o    1 — (  )  sn'o  a 

\cn  a/ 

1     .    4/" cn  («— p) 
dnatn«  °S  1  cn  (a+c)  ' 

und  mit  Benchtung  von  (3): 

0 

sn*v Bo  _ 


0      Vc» «/ 


cn*a    ,  t«*  .  ,      crrUx  4/  cn(a— r) 

=^^°+^Cn  a7(r'a)  +  ^Ä7n^l0S\  cn(a+r)'  W 


Ferner  ist: 


dn2t>  m^sn*»       _  j 


,    /dii«\2    a       cn2a  — dn*a  sn2c 

1— (  )  sn2c 

Vena/ 

also 


/*»       dn2t?öo   m'2    /»»  sn'pft 


,  -  =p, 

sn*p 


d.  h. 

dn*t>ör 


/*•  du*t>8p  

J    _    /dna\2  - 

1  4/  cn(e  — »)  e£lx 

=  m.CB,aJ(v,o)  +  I^-a\oS\  jj^J.  (6) 


Da 

dn2r-f  m*sn2t>=l, 

so  ist 
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P*      dn*pfo   %  P9  snan8o 

J.  1_(^y^+"v0  »-(—)"-•• 

\coa/  Vena/ 


/»•  £p 


5  

SIl2t> 


0 

Veno/ 


wi*cn*a      m2cii2adn2a  dna    ,    */~cn  (a— p)  ^ 

Eodlich  aus  (7)  und  (5): 

«        .    •    •     .   v/     v  .  snaena     4 /"cd  (a— r) 
=  cn»ö.ü  +  macn«asn»aJ(p,o)+-^-!ogY  cp(fl^.^- 

Setzt  man  in  den  Formeln  (1)  —  (8)  ai  statt  a,   so  ergiebt 
sich  (§.  IL): 

/»  sn2»3p 
i  +  m«to'W^=-/<,,'a''>'  » 

l  +  m*tn'*«SD*p=^Uv  •/(v»a/>'  <10) 

o 

pv       dn*p9p    m* 

J    1  +m*  tn'*  asn^  "v  ~        J  (t?,a° ' 

0 

/*  9p 
1 +m2tn'»asn2p  =»— wato/s>aJ(r,ai) ,  (12) 

/»     sn*t>9p  ^ 
1  -do'»asn*p 
o 

»        m2  J(v,ai)  1 
-~r^'^  +  7n'W*a+  m'*cn'a8n'cdn'aa,rc(tan6=^n  adn  otni,dnv) 

,/    l-dn'»osn^  (14) 

o 

m*  1 

=  cn7*^  J(t>,a,,)  ^Wadn'g  arc(tang==tn'adn'atnpd«p) , 
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J    J—dn'aa  sn2» 

o 


(15) 


—        m*°      i  m*dn'*a  dn'a 

*~    m'*co'*a  +   cn'*a  J(p,öi)  +  »t'*sn'«cn'a •«(ton^^'odn'atiwdmO, 

o 

o       m*tn'»a  tn'a      ,  ,  , 

~~  cn75«""  cn'*a     (o'a^~äV7i  arc(tong=tn  «dn'a tnrdnr). 

Die  hier  betrachteten  Integrale  haben  die  Form: 

«/  T+nsn*v' 

0 

* 

tvorin  T//=gn»,  ct.r   do»,  1  ist   Man  bildet  aus  ihnen  gewöhn- 
lich vier  Klassen  und  rechnet: 

1)  zur  ersten  Klasse  diejenigen,  in  denen  «  zwischen  0  und  oo 

enthalten  ist,  d.  h/die  Integrale  (9),  (10),  (11),  (12); 

2)  zur  zweiten  Klasse  diejenigen,  in  denen  n  zwischen  0  und  — m* 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (1),  (2),  (3),  (4); 

3)  zur  dritten  Klasse  diejenigen ,  in  denen  n  zwischen  —  m*  und  —  1 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (13),  (14),  (15),  (16); 

4)  zur  vierten  Klasse  diejenigen,  in  denen  n  zwischen  — 1  und  -  cx 

enthalten  ist,  d.  h.  die  Integrale  (5),  (6),  (7),  (8). 

Fuhrt  man  den  Modulusirsf/ti  statt  m  ein,   und  bezeichnet 
durch  J,(e,a)  das,  was  J(e,a)  wird,  so  ist 

d.  h. 

Jt  (mv,  ma)  =  m*J(v,a) 


oder 


■  ■  i  * 

M„a)=m>j(L,±),  ,lf„,o0==w,,(|,D  (17) 
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$.  24. 

1 

Zur  Berechnung  der  Funktionen  J(t>,a),  J(vtai)^ dienen  fol- 
gende Betrachtungen. 

/y  sn*pdo  
PS«' 

o 

oder  wenn  a?=ame: 

JSV>Q)—J    y  iZw«  sin>  (l-mWaßin*?) 
Setzt  man  nun 

tang  <p* == dn  a .  taog  <p  , 

so  ist 

a9'         dno           y'  _  /»*  dy 

8^  =  iHi'n^iiiV '  dn a "V    l-«asn»a 6111*9) ' 

Nun  ist 

Vl^eir^a-m^oVdoV)^  1 sin2  9, 


+  2 m7  - l-m2sn2asinV  +  2lV    1-ro2  *n2«smV  + 

0  O 

zugleich 

/9  sin2r+a<p8<p 
1— //i.2sna«i 


>  n2<p 


—  m2sn2a/    1  — masn2asin2<p    nPsifiaJ    81    v  v* 
0  0 


Setzt  man  also 


1  —  m2sn2 a  sin5^ ~" m*"  sn^ a ' 


so  ist  ($.  9.) 


1.3.5....(2r — 1)  -  .  . 
VHl  (y)=  yr(v)-mVB„fr«.  246_>2r-Vr(y) 
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Also 

1.3.5....(2r-3)  ^  .    ,  „ 
-  -  2.4.6.  ..(2r-^war    8n4r"*  a       <*> ; 


worin 


9>'  =  arc  (taug  =  dnataügg>). 


Sodann  ist 


(2) 

ro»Lsn«a  +  2    sn«a  +  2.4  ^H*a~  +  IM  "in^T  + 1' 
Setzt  man  ai  statt  a,  so  ergiebt  sich: 

j(v  an-  1  yVy)  w  ^(tf 


2  hfo     £4  tn'«a  ! 


tn'«a' 

während 


cn'a 


(4) 


cn'a  1  13 


. ,   _v  1.3.5...(2r— 3)   .  4<k_ 
>"f(-1)r2.4.6...(2r~2)         tn'^Wr-i  (?)  - 


,         ,  dn'a 
a>=arc(tang  =  ^g>). 
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Durch  die  Formeln  des  vor.  Paragr.  ist  J(v,a)  bestimmt  für  t> 
zwischen  den  Granzen  0  und  M  zunächst.  Für  v  über  diese 
Glänzen   hinaus,   wird  sieb  J(v,a)  durch  folgende  Formeln  be- 


Man  setze 

J^9E(v)do=T(v),  (1) 
so  ist,  da  nach  §.  18.: 


■  ■ 


r,  ,  ,  ,  r,  .  n_.  .  2m*«BoeDodnami»B 
E  («+,)  +  £(—«,)  =2£(o)  -  • 


J(p,a)_        fcn*snacnadna        *  (i> 


Demnach  ist: 


J(v+w,a)  =  2m*soacn«dna  ' 

J^'a)=  2m*snacnadna  ' 

_  2tr£(a)  +  r(a-to)  -^a-Bc) . 

2ro*snacnadna  ' 

woraus  sich  leicht  ergiebt: 

J(v  +  u>,a)*3j(t>.o)+J(u>,a) 

2m*snacnadna 

wenn  man  die  Gleichung 

T(-v)  =  T(v)  (3) 

# 

beachtet 

-.  » » 

Man  wird  aber  aus  den  Formeln  des  §.  18.  ohne  Mühe  fol- 
gende Formel  ableiten: 
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JE(r+tt>  +  a) 

=E(v+a)+E(u>  f  a)- E(a)  -  ^  log(l+m*snasnosmcsn  (p+w+a)), 
woraus,  wenn  man  integrirt: 

i  ■  ■ 

T(v  f  w  +  «) 

=  T(D+a)  +T(w+o)  —  T(a) — log  (1  +mÄsna  sne  sntcsn  (v+w-f  a» . 
Setzt  man  hier  —  a  statt  a,  so  erhält  man: 

T(v  +  w— a) 

=  T(o — a)  +  T(«v—a)  —  T(a)— log  (1— m*sno8nt>sowsn(p+w— o)); 
zieht  man  beide  Gleichungen  von  einander  ab,  so  erhält  man: 

Tft+w— «)— T(o+ti>+a)— r(p— c)  +T(t>+a)-  T(u>— a)+T(to+a) 

/1-r-w2  sn  asno  snto  sn(p  -f  w-f-6)\ 
=  ^  Vi  —  w*sn  asno&nw  sn(p+tc— a)J 

Setzt  man  dies  endlich  in  den  obigen  Werth  von  J(t>  +  w,a),  so 
erhält  man: 

J(o  +  w,o)  (4) 
1  yl  -f  ?»asnasnpsntcsn(p4-tc4-a)\ 

= J(w,a)  +2inHnocnadM  g\l  -  »*a8nasm?sntt>sn(t?+to— a)/ " 

Vermöge  dieser  Formel  kann  man  nun  auch  die  Werth«  <veti 
J(v,a)  lUt  v>M  berechnen,  indem  man  nach  und  nach  weiterge- 
ben kann.   Zugleich  ist 

J  (—»,«) = — J  (p,a) .  (5). 


§.  26. 

Von  den  so  eben  behandelten  Integralen  hängen  eine  Reihe 
anderer  ab,  die  wir  betrachten  wollen. 


Man  hat 


- 


I    l—msnasnvj     l+msnasnv-"  J  1— in28Q2asn2i> 

'  o  o  o 

=2wsna/(t?,ß), 

P9     siioöp         P9     snc9o         Q  P9      sn  p6V  

,/    1-wtsnasnc  V,  l+msnasno32  j(  l-m%n*asnV 
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Nun  ist 


sn(a-j-p) — sn(te— c)_  cnodoffsno 

2  —  l-mWasn*^5*  5,) 


Daraus  folgt  (§.  16.): 


r 


Bnvdo 
1— m2sn2«sn2r 


  1  .    >  /  /dna-f  mcna  dngdnt?— mengcncN 

—  mcoadna   g\  \dna—  wicoa  'dnadnr-f  mcnaciir/  ' 

Durch  Addition  und  Subtraktion  der  Gleichungen  (1)  erhält  man 
nun  die  Werthe  von 


sn  vdo 


_wisnasnt) 
Da 

snv  1  1  ] 

1  -t-msnasnv^msna     msna'  1-f  msnasnt?  ' 

so  ist 


/*>        Bv        _  P*  sn 

l+fnsnain"r~ü~m8nV  T+^x 


snasnr ' 


In  ganz  derselben  Weise  erhält  man  die  Werthe  von 

/'»  enodp   P*    tnvdv   dp 

dnadnr  +  7/icnacnü  '  J     tna±tnv'  J    sna  +  sntj* 

9  O  O 

/*      dv  P°  8p 

cne±cna'  ,/    dna^dni»  ' 

O  0 

/»cne  j;  cn'aa       /»»dngdn'qifccn'ft         /»»  «moSo 
l±cnW^dP'  J    dn'a±cn'adni>00'  J  1± 
o  o 


'       •  I 


■f. 


cuaen  v 

o 

dnvdv 


dn  a^cn'adnr 

u.  6.  f.,  deren  Ableitung  eine  blosse  üebung  ist. 

♦ 

i  •  27.  •?• 

Eine  nene  Reihe  von  Integralen  erwächst  aus  den  vorher- 
gehenden, wenn  man  Modularfunktionen  einfuhrt,  die  sich  auf 


28 

einen  Modulus  fi  beziehen,  der  zu  tu  in  einem  bestimmten  Ver- 
hältnisse steht.  ImFolgenden  wollen  «vir  voraussetzen,  das  Argu- 
ment u  beziehe  sich  auf  den  Modulus  f»,  während  das  Argument 
v  sich  auf  den  Modulus  m  bezieht. 

I.  Sei 

cn  a 

worin  u  sich  auf  den  Modulus  m  bezieht,  und  sei  ferner 
tnu=dnatne,  oder  tn(tt,fi)  =  dn(a>m)tn(r,w); 

so  ist 

dnadnv  cnv 
sn«=— p-     .   .     — i .  cn«: 


V  l-mWasn*t> '  VT=^*sn*asn»P 

* 

u.  s.  f. 

3m  dna 

1 — m^siAisn5»' 


V  1— wAH^asn** 


wodurch  nun  dieses  Integral  bestimmt  ist. 
II.  Sei 

,  ■ 

und  sei  zunächst 

dou=dnv  oder  dn(«,j*)=dn(v,m), 

so  findet  sich 

du    ma«2       cn«  P9  cnodv 


3»      f**  V t*-Bi\S>       J  V««-sn^ 

0 

■  • 

Um  also 

>  ■ 

cnvöv 


r 


zu  erhalten,  bestimmt  man  u  so,  dass  dn (uttm)  =  dn (tvro) . 


(2) 
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Sei 

snM=«np,  oder  sn(u,ft)  =  snr; 
so  findet  man  leicht 


/"  dnvdv 


Sei 

(lru<=dnp,  d.  h.  dn(w,|u.)=dn(r,m); 

so  ist 

/■      »n2udu  P*  sn'fcnpdp  

Da  man  das  erste  Integral  finden  kann ,  so  ist  auch  das  zweite 
bestimmt 

Sei 

snw  =  sn*\ 

so  ist  ähnlich: 

-  ■ 

/*»    sn'ufa        /*»  sn^trdnrap  

in.  Sei 

ud 

snu=sn&,  d.  h.  sn(u,m")=8n(p,m); 

so  ergiebt  sich 

/»»     dnPar  _ 
"    J    Vl-m^snV  W 


Anf  ähnliche  Art  können  weitere  Formeln  gebildet  werden. 
IV.    Es  ist  nicht  schwer,  die  allgemeine  Formel  Air  diese 


Sei  nämlich 

und  sei  ferner  i>(ti,p)  eine  Modularfunktion  von  u,  <p(v,m)  eine 
von  m,  die  wir  beide,  der  Karze  wegen,  mit  t^(ft)  und  <p(t>)  be- 
zeichnen wollen.   Setzt  man  nun 


^(tt)=9>(«0, 

so  ist 

Da  ty'(u)  ebenfalls  Modularfanktionen  enthält,  so  kann  es  durch 
Modtilarfunktionen  von  p  ausgedrückt  werden,  und  man  kann  also 
annehmen,  dass  y' (u)=zl(*>)  ist.   Daraus  ergiebt  sich  nun: 

welches  die  allgemeine  Formel  ist.   Sei  z.  B. 

f(m)—mn,  ip(u)=gnu,  <p(v)=dn(v),  also  sn«=dnr; 

so  ist 

t//(M)=cnudnM,  q>'(v)=z  —  m28TiVcnr. 

Nun  folgt  aber 

ciim=  V  1 — snan=:V^  1— dnaP  =  msnr, 
dn «=  V i-phmh^yf  l-,i»dn»p=V  fi'Hf^W* ; 

also 

/—  ma  snpcnrQp 
msnrVft'H^^sn^ 

Da  für  u=L,  wenn  X»der  zu  m"  gehörige  Modularquadraot  ist, 
snu  =  l,  also  dnr=l,  d.  h.  0  =  0  ist,  so  hat  man: 

m  snr  co  06V  /*•  cn  v  dv 


Pv  msnPcorc?  /* 
J    sn*VVa+f*2/KW<>  J 


Stellte  man  sich,  unter  denselben  Bedingungen,  die  Aufgabe, 
den  Ausdruck 


/srPudu 

zu  transformiren ,  so  erhielte  man  statt  desselben: 

/dnaP  —  m*snrcnfd/» 

F-6*dnaP '  ^npY^fi^n^ 

 cngdna/>6>  

(l-6*du*r)  f^+iÄ'^Tn^  ' 
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/L  sn2udu  /*»  cnpdn2*^   


d.  h. 


in  welcher  Formel  die  Integrale  rechter  Hand  nach  $.  23.  gefun- 
den werden  können. 


'  j.  28. 

Zum  Schlüsse  mögen  noch  einige  Reduktionsformeln  aufge- 
führt werden,  welche  die  Anwendung  der  obigen  Formeln  in  vie- 
len Fällen  erleichtern. 

» 

Es  bezeichne  V  eine  Modularfunktion  von  p  und  man  solle 
das  Integral  J Vndo  bestimmen.  Wie  man  aus  §.  10.  ersieht,  ist 
immer 

dv  I 


worin  o,  b,  c  bestimmte,  konstante  Werthe  haben.  Also  ist 
Man  setze  nun 


so  ist 

_  (w-3)q  V«-*+ (m-2)6        +  (w— l)c  F» 


welche  Formel  eine  leichte  Reduktion  gewährt. 
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Ist  nun  n  eine  gerade  Zahl ,  so  kann  man  das  Integral^V"8r 

durch  die  Formel  (1)  auf  JIp=:v  und  Jv*to  zurückfähren,  von 
denen  das  letztere  durch  §.  18.  bestimmt  wird.  Ist  aber  n  unge- 
rade, so  wird  das  Integral ^J*Vndo  a,uiJ*Vdt>  und^Vs9f  zurück- 
gebracht Das  erstere  bestimmt  man  nach  §.  16.;  was  das  letz- 
tere anbelangt»  so  ist: 

c2snt> 

-ip-  =—  (l+m*)snp -f 2masn3  r> , 
62cnP 

-^5~  =  (— 1  -f  2m2)  cn  t?  —  2  m*  cn  8  *> , 
= (1 + m'*)  tnr  +  2m'*  tn8  v , 

c2ctnP 

=(l+m'*)ctn0-f  2ctn8r, 


c2dnP 

=  (l+m'*)dn*-2dn8f; 


also: 


2m« J*  snsra<r=(l+m5)  ^*  snfar+cnpdnp, 
%n%jcv\  hbvr=.  (2m*  —  1)  Jcnvdo  +  SQP&iiv, 

tnt>3r  4- 

2  Jlin*vdt>==--(Wmt*)ßitnvd0 


dnp 

cPä' 

dn  r 


(2) 


2  ^  dn8*ör  =  (l+m,a) ßnvdP+nPantcnv. 

Es  ist  leicht,  die  Formel  (1)  auf  spezielle  Fälle  anzuwenden. 
Ist  z.  B.  F=snf,  so  ist  (§.  10): 

a=l ,  c=m2  also  da  V  a+6  Fa+cF4=|^  =  cnpdnr: 

sn8rcnPdnr 

=  («— 3) Jln*-*t>dD— (n-2)(l+m2) Jln^Wn(n-l)m*fln»t>  dr  . 

In  $.  14.  haben  wir  gesehen,  dass,  wenn 

o?  (x)  =  A  +  Bx  +  Cx*  +  Är  3  +  &r  4 , 
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da«  Integral  •  w  • 


auf  die  Form  JIgBvzziGv  +  M,  worin  C  und  H  Konstanten  sind , 
zurückgeführt  werden  kann.    Hat  man  nun  einen  Ausdruck 


worin  X  eine  rationale  Funktion  von  x  ist,  so  setze  man  in  X 
den  Werth  von  xt  der 


bringt,  wodurch  /   _  v-  die  Form  /  JF9u  annehmen  wird,  wo- 

rio  IF  eine  rationale  Funktion  von   Modular  Funktionen  (F)  von 

v  bezeichnet    Durch  Zerlegung   wird    man    also  immer  auf 

jn: 


kommen.   Man  katin  nämlich  bemerken,  dass  die  Substitution  fifr 
welchey^=^  auf  die  Form  J^Gov  bringt,   immer  die  Form 

o-f&F    .  «+6  F* 

c+dT0dCT  ^c+dF* 

hat.    Die  erste  der  obigen  drei  Formen  haben  wir  so  eben 
trachtet   Was  die  zweite  anbelangt,  so  ist 


y-»   dv      _  P  BV 


Va  +  oFM-cF4 

Setzt  man  in  dem  Ausdruck  — (J+ßyjr-i  '  «+0  P  =  *>  diffe 
renzirt  ihn  in  Bezug  auf  A  und  bemerkt,  dass 

1  dv 

VmTF'TcT^-^öF' 

i,  %  ..  .<!    i  .1.' 

so  erhält  man 

♦ 

Theil  XIII  3 
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_c(r-3)y~fpi-  (3) 

Ganz  eben  so,  wenn  a-f-/3F2=i  gesetzt  wird,  und  unter  der- 
selben Bedeutung  lur  dos  Doppelzeitiien :  , 


i    • :  <  <  . ! '  l         i :  •  !  • 


 W 

welche  beide  Formeln  ein  Integral  auf  eine  Keine  anderer  reuu- 

ziren.    Die  obige  Behauptung ,  dass  *  %% 

'  <         •  >  *  l 

-  :!<■.'.-..   'k'  .!>     *J  \  fp{pr) 

anf  di*  Pottn   /g8v  Anrch  eine  Stitfefltutiott  1  v  1 

mr 


*=  - .  z,T/  oder  <r=  zrrrv* 


7  c+dV     er      .  cT/FF* 

gebracht  werde,  bewarf;  n#o  noch  einer  tafaen.  Rechtfertigutig. ;, ,-\ 

In  den  §§.  13.  14.  liegt  dies  nicht  so  ganz  klar  vor  Augen,  und 
doch  inuss  es  der  Fall  sein,  wenn  obige  Reduktionsformeln  sol- 
len angewendet  werden  können.  Wir  »vollen  desswegen  die  Falle 
des  $.  14.  imebumls  kirr*,»  auch  in  dieser  Beziehung,  betrachten, 
und  nachweisen ,  dass  durch  eine  derartige  Substitution  der  Zweck 
erreicht  wird.   (Die  Frömern  beziehen  sich  auf  die  des  §.  14). 

\     .   ■  .-!•./  ««rii.  <ii  '>  W-*' 

I.    Mau  setze 

f+ghinv 
X~  1  f  Atnv 

und  bestimme  f,  ff,  so,  dass 
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aas  welchen  Gleichungen  / ,  a  unzweideutig  bestimmt  werden  köii 
nen.   Ferner  bestimme  man  ä  so,  dass  dann 

und  der  Modulus  m  sei  so  bestimmt,  dass 

m   ~  a'  +  Wf+c'f*  ' 


so  findet  man  für  das  Integral: 


(p-f)ABv 


II.  Die  angezeigten  Substitutionen  tilhre*h  zu  einer  Formel  in 
*,  %relcfae  mit  ler  (0  des  $.  1$.  zusammentrifft.    Es  ist  also  dann 


fx-n 


n  —  x 

2  .  £  1—cnr^  )n'—x 
"  1-f  cn>~  in  —  x 

)x-n' 

ix  —  n 

der  Satz  folgt. 

III.  Sämmtliche  Falle  fuhren  auf  die  Formel  in  II.  $.  13., 
ins  nori  ebenfalls  der  Satz  erwiesen  ist. 

Die  Formen  , 


J  «XßV  Ja+ßy*' 


* 


auf,  welche  die  Formeln  (3)  und  (4)  fuhren,  gehören  zu  den  in 
§.  26u  und  $.  23.  betrachteten. 

Damit  sehtiessen  wir  die  Uebersicht  der  Theorie  der  ellipti- 
schen Funktionen.  >  Etwas  Vollständiges  zu  geben,  lag,  wie  Hcnon 
früher  gesagt  wurdet,  nicht  in  unserer  Absicht,  doch  glauben  wir 
die  Hauptmonieale;  die  in  der  Anwendung  auf  die  Integralrech, 
neng  wichtig  snjdj  angedeutet  zu  haben.  Es  mag  zum  Schlüsse 
nur  noch  bemerkt  werden ;  dass  die  in  §.  23.  eingeführte  Funktion 
J(v.a)  zur  dritten  Gattung  der  elliptischen  Funktionen,  nach  Le 
gepdre's  Benennung,  gehört,  und  dieser  sie  mit  J7  als  Funktion« 
zeichen  bezeichnet. 

*  .  .       >io .  ■•  •         ....         •!  il 

'•••\  •  A     .  i 

. .  t  ^      ,  •  •  ■   .  ■  *     ■  •  ...  i 

Theil  XIII.  3* 
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■5-)l1 


n. 

Bemerkungen  über  Inhalt  und  Be- 
handlung* weise  der  Differenzen-  und 
Summenrechnung  mit  Rücksicht  auf 
die  Schrift  „Theorie  der  Differenzen 
und  Summen,  ein  Lehrbuch  von  Dr. 
O.  Schlömilch,  ausserord.  Prof.  a.  d. 
Univ.  Jena,  Halle  bei  Schmidt  1848." 
241  8.  Pr.  2  fl.  24  kr. 

Von  dem 

Herrn  Hofrath  L.  Oettinger 

zu  Freibnrg  i.  B. 


Um  den  Gau«?  unserer  Bemerkungen  nicht  zu  unterbrechen, 
und  um  den  Leser  in  den  Stand  zu  setzen,  sich  selbst  ein  Ur- 
theil  über  die  Brauchbarkeit  des  vorliegenden  Lehrbaches  zu 
bilden,  soll  Inhalt  und  Umfang  desselben  nach  des  Verf.  eigener 
Angabe  hier  mitgetheilt  und,  wo  es  nflthig  schien,  in  kurzen  Zu- 
sätzen das  Nähere  der  einzelnen  Ausführungen  angedeutet  werden. 

].  Tbeil.  Differenz enrecbnung.  $.  1.  Die  Functionen  u. 
ihre  Differenzen  (Begriff  beider.)  §.'2.  Die  Differenzen  der  ein- 
fach8teu  Functionen.   $.  3.  Zusammengesetzter  Funct.  (Summen, 

Producta  und  Quotienten).  §.  4.  Diff.  höherer  Ordnungen  (A"/ir 
und  Anwendung  auf  die  besondern  Fälle:  b*,  arHvSin.r,Cos.r).§.5. 
Umkehrung  des  im  vorigen  §.  behandelten  Problems.  (Entwicklung 
von  f(,r  |  h)  nach  den  Unterschieden  von  für).  §.  6.  Digression  über 
das  Theorem  von  Taylor  (und  das  von  Maclaurin.).  §.  7.  Die  In- 
terpolationsformel (mit  Anwendungen).  §.  8.  Diff.  der  Funct.  meh- 
rerer Variabein.  (§.  3.  und  §.  8.  gehört  eigentlich  zusammen).  §.  9. 
Zusammenhang  zwischen  den  Differenzen  und  hohem  Differenzial- 
quotienten  einer  Function.  §.  10.  Zwei  Recursionsformeln  für  die  Ber* 
noulli'schen  Zahlen.  §.  ll/Summirung  einer  Reihe  von  Differenzen. 
$.  12.  Restbetrachtung.  §.  13.  Entwicklung  von  A:(«*-l).  §.  14. 

Entwicklung  von  T(x)  (der  Fakultät  l*-»l*  oder  (1,1  )*-»).  $.15.  Nähe- 
rungsformeln für  Factoriellen. 
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2.  Theil.  Summenrechnung.  $.1.  Begriff  und  Bezeiehnungs- 
vreise  der  Summenrechnung.  §.  2.  Summen  der  einfachsten  Func- 
tionen (a^l*,  ^sjl»  o*,  Sin*,  Cos*).  §.  3.  AJJgemeine  Regeln  för 

die  eodlicbe  Integration  zusammengesetzter  Funct.  (Summen,  Pro- 
ducte).  $.  4.  Endliche  Integration  der  rationalen  ganzen  algebrai- 


schen Functionen  (xm).  §.  5.  Gebrochener  rationaler  algebraischer 
Functionen.  §.  6.  Summirung  von  x*"a* ,  xmCosx>  a^Sinx  (Ite 
und  2te  Poteoz  von  x)  $.  7.  Integration  voo  Cos^ar,  Sin»*  und  ähn- 


licher Functionen.  §.  8.  Die  vielfachen  endlichen  Integrale  (S"a*' 

£"Sin*,  Z"Cos*).  §.  9.  Integration  durch  Potenzenreihen.  §.  10. 
Durch  goniometrische  Reihen.  §.  11.  Durch  halb  convergente  Rei- 
ben. §.  12.  Beispiele  zu  den  Theoremen  des  vorigen  §. 

2~  ,    ZjjTfdi)'  §•      Digression  über  die  uäherungsweise 

Berechnung  bestimmter  Integrale.  §.  14.  Einfache  Summirung  durch 
Quadraturen.  §.  15.  Beispiele  und  Erweiterung  des  vorigen  Theo- 
rems. $.  16.  R'eduction  vielfacher  Summen  auf  einfache  bestimmte 
Integrale. 

*  Theil.  Differenzengleichungen.  §.1.  Allgemeine  Be- 
griffe. §.  2.  Integration  der  Differenzengleichlingen  ersten  Grades 
erster  Ordnung.  §.  3.  Diff.  Gleich,  lten  Grades  und  beliebiger  Ordnung, 
f.  4.  und  §.  5.  Fortsetzung.  $  6.  Integration  durch  bestimmte  Inte- 

Srale.  (.7.  Beispiele  zur  vorigen  Methode.  $.8.  Integration  mit 
Ulfe  unendlicher  Reihen.*  J.  9.  Diff.  Gleich,  mit  zwei  unabhängigen 
Variabein.  §.  10.  Fortsetzung,  $.  11.  Diff.  Gleich,  mit  mehreren  unab- 
hängigen Variabein.  Literarhistorisches. 

Der  Zweck  des  Verf.  bei  Bearbeitung  dieser  Schrift  war,  ein 
€ompendium  für  akademische  Vorträge  und  zugleich  ein  Lehrbuch 
/.um  Selbstunterrichte  zu  geben  und  dadurch  mehr  zur  grössern 
Verbreitung  dieser  Wissenschaft,  als  zu  ihrer  Erweiterung  beizu- 
tragen.  Zur  Durchführung  seines  Zweckes  stand  ihm  reiches  Ma- 
terial zu  Gebot,  das  in  den  hierher  gehörigen  Werken  und  Zeit- 
schriften enthalten  ist.  An  StoffzurVerarbeitung  ist  daher  ein  Arbeiter 
weniger  arm  als  zweifelhaft  Aber  die  Art,  wie  ein  so  reichhaltiger, 
in  so  vielen  Schriften  zerstreut  liegender  und  aus  den  verschiedenen 
Zweigen  der  Mathematik  herbei  zu  holender  Stoff  in  eine  Theorie 
verarbeitet  werden  soll,  denn  nicht  nur  und  vor  allem  die  Diffe- 
renzen-Rechnung, sondern  auch  die  Differenzial -,  die  Integralrech- 
nung, die  corobinatorische  Analysis,  die  Umformung  der  Functio- 
nen in  Reihen  etc.  liefern  in  Ireigcbigem  Wetteifer  ihre  Gaben 
zur  Bereicherung  und  Erweiterung  des  hier  in  Frage  stehenden 
Zweiges  der  Mathematik. 

Das  Verdienstliche  einer  solchen  Arbeit,  worauf  der  Verf.  in 
seinem  Vorworte  Anspruch  macht,  wird  gewiss  jeder  Freund  der 
Wissenschaft  gerne  anerkennen,  und  eine  derartige  Schrift  wird 
freundlich  begrüsst  werden,  da  bis  jetzt  in  Deutschland  keine 
solche  existirt,  worin  der  Gedanke  einer  Verarbeitung  des  vor- 
handenen Materials  durchzuführen  versucht  wurde,  ob  er  gleich 
nicht  alle  dienstbare  Zweige  der  Mathematik  zu  seinem  Zwecke 
in  Anspruch  nahm,  sondern  eine  Auswahl  traf,  und  auch  nicht 
alle  vorhandenen  Vorarbeiten  (gerade  in  der  Differenzen-Rechnung) 
benutzte,  was  er  durch  Verlassensein  von  literarischen  Hülfsmit- 
teln  entschuldigt  wissen  will. 
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Die  ersten  Urundzüge  zu  einer  Differenzen-  und  Summen- 
rechne ng  sind  im  %  Baude  von  Euler g  Piffereu?ialrec^uung  zu 
finden.  Von  Lacroix  wurden  sie  später  in  seinem  Traitri  d.  calc. 
diTf*r.  et  integr.  T.  III.  Cbap.  1-lH.  weiter  ausgeführt  Sie 
führen  die  Aufschriften  L  Talen!  d  ireet  des  diflereuces  (Differenzenrech- 
nung     II.  Calcu[  inverse  des  djffereuces  (darin  behandelt  L  arm  ix 

zweierlei:  die  Differenzen  mit  negativen  Exponenten,  die  er  mit  X 
bezeichnet  und  die  Summen,  die  er  mit  S  bezeichnet,  ohue  jedoch 
einen  Unterschied  zwischen  beiden  festzustellen.  Eu I  er  bat  schon 
diese  zwei  Zeichen  gebraucht).  IM.  Integration  des  equations  aux 
differences  (Differenzen-Gleichungen).  Die  gleiche  riutheilung  hat 
der  Verf.  gewählt. 

Dass  von  ihm  nicht  alle  zu  seiner  Aufgabe  gehörigen  Betrach- 
tungen und  Untersuchungen  beigezogen  und  mitgetheilt  wurden, 
lässt  sich  begreifen.  Es  wäre  für  ein  Lehrbuch  zu  weitführend, 
denn  hierbei  kann  man  nur  sichtend'  und  auswählend  zu  Werte 
geh n.  Auch  um ss  ohnedem  jede  Untersuchung,  die.  in  eine  auf- 
zustellende Theorie  aufgenommen  werden  soll,  dieser  ungepasst 
werben ,  was  oft  wjt  ScKwiejcigkeiten ,  die  m/»t  «leJn  ¥rMs4  nicht 
im  Einklänge  stehen,  verbunden  ist.  Auch  genügen  geschichtliche 
Notizen  über  die  Orte,  wo  die  bezüglichen,  Ün ter.su eh i^ugeo  nach- 
zulesen sind.  Bei  Lösung  seiner,  Aufeab«  bat  der.  Verf;  die  Diffc- 
renzial-  und  Integralrechnung  als  dieusÜeisteude  Nebeuzweige  in 
Anspruch  genommen.  Eine  Reihe  von  Untersuchungen,  P'j 
dem  in  Frage  stehenden  Gegenstand  genau  zusammenhängen,  und 
die  in  Creile's  Journal  llter—  16ter  Band  und  33ster 
Bd.  enthalten  sind,  hat  er  nicht  benutzt,  worauf  w>  gelegentlich 
wieder  zurückkommen  werden. 

Gesteht  man  nun,  und  diess  ist  Pflicht,  ei  tum  u  Verl"  das  Recht 
zu,  einen,  Gegenstand»  de«  er  bearbeiten  will,  einzugrenzen  und 
die  Art  und  Weise,  wie  er  ihn  bearbeiten  will,  festzustellen,  so 
ist  geboten,  die  gelieferte  Arbeit  nach  dieser  .Eingrenzung  zu  be- 
wrtheileu.  Ich  kann  nun  nicht  uiubiu  sofort  zu  bemerken,  dass 
d.  N  eri,  «einen  Gegenstand  mit  Gewandtheit  und  Eleganz  hehan- 
delt,  und  kurz  und  klar  entwickelt  bat,  was  er  geben  wollte.  Der 
Ueser  wird  nicht  bereuen,  den  Darstellungen  des  Verls,  gefolgt 
zu  sein,  Weniger  übereinstimmend  ist  meine  Ansieht  mit  der 
des  Verf.  über  die  Grundlage,  worauf  er  den  in  Frage  stehenden 
Zweig  der  Mathematik  als  Wissenschaft  aufbauen  zu  müssen 
glaubte.  Da  ich  ^erne  das  Verdienst  des  Verf.  in  Beziehung  auf 
die  vorliegende  Schrift  anerkenne,  so  wird  es.  auch  wohl  nicht 
wissdeutet  werden,  wenn  ich  die  Ansicht  über  die  Art  und  Weise 
hier  ausspreche,  welche  ich  für  die  zweckmässigste  in  der  Be- 
gründung einer  Theorie  der  Differenzen-  und  Summeu- 
Reebnung,  zweier  in  inner  in  und  deswegen  notwendigem 
Zusammenhang  stehenden  Doctrinen,  halte,  und  diess  in  eini- 
gen Bemerkungen  nachzuweisen  suche.  Ich  thue  diess  in  der 
Ueberzeugung,  dass  eine  solche  Besprechung  nur  die  Sache  selbst 
fördern,  und  der  Wissenschaft  dienen  kann.  Der  künftige  Bearbei- 
ter, mag.  dann ,  wenn  er  diese  Zeilen  etwa  liest,  bemesseu,  was 
an  der  hier  vorgetragenen  Ansicht,  gegenüber  der  von  den*  Verf. 
befolgten,  sich  he  Wahrheiten  w  ira\  was  nicht 

Die  Hauptaufgabe  des  hier  besprochenen  Zweiges  der  Matho- 
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roatik'  iet  die  Darstellung  der  8um  menausdrfiek e  für  eine 
Reihe  von  Gliedern,  die  nach  einem  gemeinschaftlichen 
Gesetze  fortschreiten,  oder  Integral  -  Rechnung  für 
endliche 'Differenzen.  »m.. 

Ib  dieser  Weise  ist  die  Aufgabe  vorerst  nicht  bestimmt,  dennt 
sie  nimmt,  wie  schon  oben  bemerkt,  alle  Zweige  der  Mathematik, 
jedes  fär  ihren  Zweck  verfügbare  und  dieusamo  Mittel ,  jeden 
glücklichen  Kunstgriff  für  ihre  Lösung  in  Anspruch,  und  ist  in 
dieser  Unbestimmtheit  auch  nicht  einer  systematischen  Behand- 
lungsweise  zugänglich,  denn  sie  hängt  von  Aeusserlichkeiten  und 
Zufälligkeiten  ab.  Letzteres  wird  sie  erst  dann^  wenn  man  auf 
die  einzelnen  ihr  dienenden  Zweige  der  Mathematik  selbst  ein- 
dringt, und.  fragt,:  können  Mittel  beschafft  werden,  wodurch  für  die 
einfachen  und  zusammengesetzten  Functionen  der  Aualvsis,"  welche 
sich  in  Reiben  gnipprreu  lassen,  sich  Sumntenausdrücfce,  nach  all- 

S meinen    Gesetzen   auffinden  lassen,.    Diese  Mittel  liefert  die 
echpung  mit  endlichen  Differenzen  am  vollständigsten, 
und  zwar  in'  der  Weise,  dass  sich  för  sie  ein  in  sich  abgeschlos- 
senes System  aufstellen  und  durchführen  fflsst,  wie  sich  Im  Fol- 
genden zeigen  wjrd.    Ist  nun  auf  diesem  Wege  eine  feste  *  Basis 
gewonnen  und  sind  die  Mittel  der  Differenzen  -Rechnung  erschöpft, 
dann,  ist  es  an  der  Reihe,  sich  nacb  anderu  Mitteln  aus  den  ü'-n- 
irea  Zweigen  der  Mathematik  zur  Kr^anznii". ,  .Forderung  und  Er- 
weiterung der  vorhandenen   umzusehen,    piese  linden  sich  sofort 
^  !^%f#  V»d  lnteffralreehnu:n?.  beidd  aber,  nur 
in  zweiter,  Linie,  wprauf  .(}ann  noch  weitere,  Uulpsmittel  gesucht 

werden  mflgen.    "'       :>  ,jj      »»ibü  ••lüilits'i " 

Gent'  man  nun  auf  den  in  der  Summenrccnnung  zu  verarbeiten* 
oW  SfeflT  selbst  naher  «In ,  <so  gruppiren  sich  die  Reihen  Wi  zW*T 
Hauptarten:  in  Sqlehe»  dferen  Glieder. mit  einerlei  Zeichen, 
und  solche,  deren  Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen  ver- 
bunden sind.  H  • 

Diese  '^Unterscheidung  kann  aber  in  einer  Theorie  der  Sum- 
menrechBxmg,  wen»  ;dkme  anders.  *rer  Aufgabe  genüge». will, 
nie ht  wob \  ignorirt  «erden.  Schoa  Euler  liat  in  seiner  l>ifleren- 
zia/rechnung  einige  hierhergehörigei  Fälle  der  zweiten  Art  betrach- 
tet, undLacroix  ist  in  dem  oben  angeführten  Werke  auch  darauf 
zunickgekommen  f n  bejden  J&bHften  Hefte»  aber  nur  ungeordnete 
und  zusammenhangslose  An  Hinge  vor.  Der  Verf.  ist  hierauf  gar 
nicht  eiimegangjen.  In  ■••einer  Theorie  genügt  es  min,  wie  eich  von 
selb.st  versteht,  nicht  an  der  Aufführung  einiger  Kalle,  sondern  an  . 
de«  'Ihjrckführung  eines  Priacins,  und  an  Aulhndan^  der  Mittel, 
welche  diese,  sicher  stellen.  lieb  habe  in  einer  Reihe  von  Abhandlun- 
ü-*n.  die  ih>€  rekle'«  Journal  I  1  tcr  —  löte  r  ued  im  33stenBd.  er- 
schienen sind,  und  die  auch  unter  dem  Titel  „Die  Lehre  von  den 
aussteigenden  Functio nen  nebst  einer  aul  sie  gegründet - 
t»n  Sumraen^Keckniung".  Berlin  mf»"  als  bescWere  Schrift 
ausi»euehen  wurden,  gezeiigt,  dass  beide  Arten  voll  Reihen  ganz  allge- 
meinen Gesetzen  unterliegen,  diouatur  einander  in  .-ehr  engem  Zusam- 
menhange .-telut.  und  sieh  eben  so  einlach  als  consequent  einem 
durchgreifenden  Systeme   fügen.    Von   der  ersten  Hauptgrupne 


Reihen   (deren  Glieder  mit.  einerlei  Zeichen  versehen 
war  dies.s  schon  t  heil  weise  bekannt,  denn  die  Vorarbeiten  w 
maimieh/aitiger.   Bei  de*  zweite»  Hauptgruppe  feilte«  dieseVotar* 
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beiten.  Nichts  desto  weniger  ist  ihre  nähere  Untersuchung  lohnend, 

und  ftffart  auf  Resultate ,  die  denen  an  Interesse  nicht  nachstehen, 
welche  bisher  über  die  erste  Hauptgruppe  der  Reihen  aufgefun- 
den wurden,  und  die  dem  Verf.  gewiss  manche  neue  Anhalt- 
punkte geboten  haben  würden,  wenn  er  ihnen  seine  Aufmerksam- 
keit zugewendet  hätte. 

Der  Zusammenbang,  worin  nun  die  genannten  zwei  Hauptar- 
ten von  Reihen  unter  einander  stehen,  ist  sehr  einlach  und  folgender. 

Der  Begriff  von  der  Differenz  einer  Function  ist  in  der  Glei- 
chung 

!.  &fx=f(x+h)  —  fx  ;t> 

enthalten.  Hiernach  hat  man  den  veränderlichen  Theil  der 
Function  um  eine  bestimmte  Zunahme  wachsen  zu  las- 
sen, und  von  der  so  veränderten  Function  die  ur- 
sprungliche Function  abzuziehen.  Die  weitere  Verfolgung 
dieses  Begriffs  fahrt  auf  eine  Reihe,  deren  Glieder  durch 
einerlei  Zeichen  mit  einander  verbunden  sind:, 

•     i    *  *  ^ ' .  i 

Dem  Begriffe  der  Differenz  steht  der  der  Z  uz  ah  I  u  ng  oder  4  Um- 
stufung einer  Function,  wie  ich  Ihn  genannt  habe,  zur  Seite. 
Er  beruht  darauf,  dass  man  wie  vorhin  den  veränderlichen 
Theil  einer  Function  um  eine  bestimmte  Zunahme 
wachsen  lässt  und  zu  der  so  veränderten  Function  die 
ursprüngliche  zählt  Da  für  dieses  Geschäft  ein  Zeichen  ge- 
wählt werden  musste,  so  (habe  ich  nach  Analogie  von  A  den 
griechischen  Buchstaben  £  gewählt.   Hiernach  ist 

3.  V  ' 

Die  weitere  Verfolgung  dieser  Idee  führt  zu  dem  Begriffe  von 
Reiben,  deren  Glieder  mit  abwechselnden  Zeichen  verbunden 
sind  und  bestimmten  Gesetzen  folgen: 

4.  fx—f(x  +  A)+/r*+2A)-  ±f{*  +  mk). 

Es  ist  nun  nicht  zu  leugnen,  dass  durch  Aufnahme  der  hier 
angedeuteten  Grundlage  die  Arbeit  etwas  ausgedehnter  geworden 
wäre.  Ich  glaube  aber,  dass  ein  Zusatz  von  einigen  $$.  mehr  hin- 
gereicht hätte,  die  erweiterte  Theorie  durchzuführen,  denn  es 
handelt  sich  hierbei  nicht  um  Aufnahme  grosserer  und  weitführen- 
der Untersuchungen ,  sondern,  um  Begründung  des  Systems.  In 
meiner  Algebra  habe  ich  es  versucht,  in  dieser  Weise  die  allge 
meinen  Grundzuge  fär  eine  auf  den  Differenzen  und  Aufstufuneen 
beruhende  Summenrechnung  für  beide  Hauptgruppen  der  Reinen 
zu  geben  und  die  Ausführung,  die  sich  allerdings  nicht  weiter  als 
auf  die  einfachen  Functionen  erstreckte,  füllt  nicht  zwei  volle 
Bogen  aus. 

Dabei  stehen  die  Methoden,  welche  die  Verfolgung  der  oben 
vorgelegten  Idee  an  die  Hand  $ibt,  den  bisher  bekannten  weder 
an  Allgemeinheit,  noch  an  Leichtigkeit  der  Anwendung,  noch  an 
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praktischer  Brauchbarkeit  nach,  wie  eine  Vergleichung  an  die 
Hand  giebt.  Der  Verf.  hat  nämlich  nach  dem  Vorworte  mit 
Recht  vermieden  „sehr  weitläufige  Untersuchungen"  aufzunehmen, 
die  entweder  nur  einen  geringen  Grad  von  Allgemeinheit"  besas- 
sen,  oder  zu  so  ,, unförmlichen  Resultaten"  führten,  das«  man 
ihre  „praktische  Brauchbarkeit"  in  Zweifel  ziehen  niusste.  Gerade 
in  Einverständnis«  mit  der  Absicht  des  Verf.  wäre  es  wünschens- 
\\  »  rth  gewesen,  wenn  er  auf  eine  eben  so  einfache  als  klare,  ebenso 
allgemeine  als  praktische  Idee  eingegangen  wäre ,  denn  die  Re- 
sultate, worauf  sie  führt,  überraschen  durch  ihre  grosse  Anwend- 
barkeit, und  durch  das  Zwanglose,  womit  sie  sich  den  strengen 
Forderungen  eines  Systems  unterordnen,  was  wir  leider  in  drin 
Gange,  welchen  der  Verl.  verfolgte,  nicht  hervorgehoben  linden. 
Cm  diess  zu  zeigen,  sehen  wir  uns  veranlasst  auf  einige  Einzeln- 
weiten  einzugehen. 

§.  3. 

Durch  \\  iederholung  des  in  1.  und  '2.  des  vorigen  Jj.  angedeute- 
ten Geschäfts  wird  man  auf  die  zweite,  dritte,  vierte  Differenz 
«der  Aufstufung  etc.  (Differenzen  und  Aufstufungen  höherer 
Ordnung)  geführt.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  die  Glieder 
der  ursprünglichen  Reihe  (Grundreihe)  durch  Xq,  Xlt  X*,...  Am, 
so  dass  f\jc  +  mh)=z  Xm  bedeutet,  so  ergeben  sich  durch  einen 
sehr  einfachen  Calcul  folgende  Gleichungen  : 

1.  AmXQ=Xm—mXm-l  -f- (m)a A«-j  — ....  (—)m(m)mX0 
(§.  24.  ^relle's\journ.  12.  Bd.) 

2  &>X0=Xm+mXm-l KkUJU -»f ....  (w)mAo  ($.  3. Cr.  J.  ll.Bd.) *) 

worin  (m)r=i — x  o  bedeutet. 

Eben  so  findet  man  für  das  umgekehrte  Problem  : 

3.  Xm = Ao  +  m&Xo  +  (m)a  A* X0  -f  (m)  m A«  JT0. 

(§.  26.  Cr.  Jour.  12.  Bd.) 

4.  Xm=frX-mfc*XQ+(m)tfr-*X0....(-)«X0.       ($.  5.) 

Es  zeipt  sich  nun  leicht,  ,  dass  diese  Gleichungen  auch  für 
ein  negatives  m  gelten,  und  man  erhält; 

5.  &—mXi)=Xm  -f  mX-m-^  -f  [m^X-m-t  +   (§.25.) 

6.  X0 = X-m — - m  A'_m_1  +  [m]a  X-m^          ($.  4.) 

7.  X-m  -  XQ  -  m&Xo  +  [m]2A* X0  —  [m]3A3J^....    (§.  26.) 

iV  '"•  I  |  •  x 

*)  Die  Citarionea  sind  hier  nach  §§.  gegeben,  damit  sie  nicht  nur 
im  Joorn.  Crelle,  sondern  auch  in  meiner  Schrift  Lehre  von  den  auf- 
steigenden Functionen*1  nachgesehen  werden  können. 


♦ 
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X_m==^Ao+m^»-^0+|m|,<---*Aü  +  ....    (f.  A.) 

m(m    l)(m  +  2) ....  ( m  +  r  — - 1)  .          4     xi  .. 
worin  [;wjr=-^  ^   bedeutet.    \  uu  diese» 

1         .        —  *  >  •        0  »äff 

Gleichungen,  die  sich  so  enge  einander  anseblicssen,  hat  der  Verf. 
mir  I.  und  3.  in  §.  3.  und  §.  5.  entwickelt.  Den  Zusammenhan_', 
der  zwischen  den  positiven  und  negativen  höhern  Unter- 
schieden  einer  Function  herrscht,  hat  er  ausser  Acht  gelassep 
iiinl  damit  etrte  reiche  (Quelle  der  Ycrgleiehung  und  der  VerveH- 
s  tan  dt  gütig  eirn-r Theorie  nicht  benutzt.  Aul  N.  Iis.  scheint  er  so- 

!;ar  diesen  Zusammenhang  und  die  allgemeinen  Gesetze  Für  die 
löhcrn  Unterschiede  in  Abrede  zu  stellen. 

Diese  Gleichungen  sind  zwar  vorerst  nur  formell,  gelten  al»er 
von  jeder  einfachen  Function  ohne  Unterschied.  Um  ihnen  In- 
halt zu  geben,  hat  man  die  Gesetze  des  UnterÄblliedsnchinens 
und  (Jes  Aiilstufens  auf   die   einzelnen    Functionen  anzuwenden. 

Dies.-  >'m(l  bekanntlich  :rv .  «*,  lg;r, .  .r*!*,  Sfrn  .r,  t'ns.r   Nicht 

alle  lassen  sich  gleich  lercht  behandeln.  Aber  auch  die  weniger 
scliinii"js;iii)(Mi  rasseh  sich  einem  allgemein,  für  poVitite  und  ne- 
gative m  gültigen  Gesetze  unterwerfen.    Wir  weisen  dies«  durch 


folgende  Zusammenstellung  nach. 

ii Tina  d'iuiF»  n:jth  nj.Toirft  «><  .i  iii»b.-»d    7.     inu.  }  -»  >\  .-..U»  o* 

A»»a*=(aA— I)«a*  ($.32.) 

II.  A-^=^-H*+^^-'  ''•  Ä  1 

(i  1  n — w).../£J—  iw)(  I — n\)ui 

:  umbbu'j  tihdu&jgfnn       ifil  nein  *  ihnÜ  om  ii'jiL*! 

A'»Sin  .r -  Sin  (.r  +  wi-^-)m.  ^(Stag/O"    ($•  33.) 

(.bfi  .Sri  .ltiul   V)  .Öfi 

i  ,u«  11*1**1 :  !».••"«)  »  •'     i  jj!)   ..  >i  <l  i*un  •!•..*.  :  io»  '  ! 

15.  A-m  n*=,  A-  Umziz{a>>--\)^a*  >     ($.  30.) 


(TcCTI) 
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■  i  •■  • 


'  -     .   Ihm   i  .         2Ä(3ip^A)fl.  i    ■  i! 

>  •   •  •  i .  ■" 

•r  m>  1^  ti<ftjos(;r — m— — 1 

20.  4— Co*c=  .  ,        (§.  40.) 


Die  Identität  der  Darstellungen  9—14  für  positive  V^tcr- 
schiede  raij  denen  Von  13 — 2Q  .für  negative  Unterschiede  der- 
selben Functionen  liegt  so  klar  vor  Augen  ,  das«  sie  gar  nicpt  be- 
zweifelt werden  kann/  Fflr  die  posith  en  und  ni'Mlivni  Aulstufuu- 
geo  der  einfachen  Functionen  erhält  man  auf  gleichem  Wege : 

•   i    *    }...•       Iii  r>.\      "3:  . i  /  !.• 

23.  f"Sina:=2'»Sin(a:  +  ^mÄ)(Cos.jÄ)™      (§.  H.) 

24.  ^BCosar=2'»Cos(a:  +  2-mÄ)(Co8A)»»     (§.  12.)*) 

27.  ^"S.n*=  ■  ^  ($•  15.) 

1 

Cos  (o; — ^inh) 

...        28.  £_niCos*=:  ~T7~"  *  16'> 


»  V 


*>  Anm.  In  «im  oben  angefahrten  $§.  (S-  11,  12,  15  und  16  Grelles 
m.  11.  Hd)  lind  durch  ein  Versehen  Blick  die  Formen 


•l<i«   w.v  f»\!  •      '  f»v  i  -n,:  i  Ii».  irMii   ♦*>•;»*;•   i'-        m  •».:: 

I  m 


•>f>>MiI  .  ^»Sina-rrC— )»2mSin(a;4--5OTA)(Go8--/iy 

Tttn'J  ntihna^^jfii*!         ;  ,  \  1'    ,i  ^  -->  .  t<: 

ff."'     ItMhttil  ^Ji..:  il'jfi )  -iL'.f! 


Sinx  und  Coix. 
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Auch  hier  tritt  die  Identität  der  Gleichungen  21—24  mit  36—28 
för  positive  und  negative  Aufstufungen  klar  hervor.  Ja 
der  Zusammenhang  zwischen  den  höher n  Unterschieden  und 
den  hohem  Aufstufungen  9—20  und  21—28  ist  nicht  zu 
verkennen. 

Die  Darstellung  für  A±"V  und  gL"V,  Aim^  und  £m  ± 


inx  und  £im  Sinar,  Ai^Cosx  und  £tm  Cos  x  ergänzen  sich 
eitig  im  Systeme,  und  sollten  aus  diesem  Grunde  schon 
einer  Theorie  nicht  übergangen  werden,  abgesehen  von  der  An- 
wendbarkeit und  B  rauchharkeit ,  welche  sie  in  der  Summenrech- 
nung  zeigen.  Die  Gleichungen  13.  und  14.;  15.,  III.  und  20.  sind 
zwar  von  dem  Verf.  (S,  19.  $.  4.  u.  S.  117.  $.  8.)  angegeben,  auf 
den  Zusammenhang  aber,  der  zwischen  ihnen  herrscht  (für  die 
Theorie  der  Differenzen  gewiss  nicht  unwichtig),  ist  nicht  hinge- 
wiesen.  Er  ist  sogar  durch  die  Darstellungen  ,  die  auf  der  Seite 
117.  gegeben  sind,  verwischt.  Zu  dem  hat  sich  in  die  dort  mit- 
getheilten  Darstellungen  ein  Versehen  eingeschlichen.  Die  For 
mein  die  wir  in  der  Bezeichnung  des  Verf.  hier  geben,  sollen 
wohl  heissen: 


ll  / 

Z"Sin  .r  —       ^08ec  yftwM»!*— n   q»  J  und 

2* Cos  x  =  (\  Cosec^A)»  Cos(x-n^i-^^ , 
wahrend  sich  dort  vorfindet:    f  / 

r  Sinar=(2CoseciA)-Sin(Jr-«^) , 


2n Cos j: = (2 Cosec ^h)n  Cos(.r— ; 


was  mehrere  mal  vorkommt,  während  die  Gleichungen,  woraus 
diese  Darstellungen  abgeleitet  sind,  in  §.  2.  S.  90.  richtig  stehen. 

f- 4- 

Nicht  so  willig  lassen  sich  die  Functionen  xv  und  \sx  für 
die  Differenzen  und  Aufstufungen  und  xf\k  für  die  Aufstufungen 
behandeln.  Um  auch  diese  dem  allgemeinen  Gesetze  zu  unter- 
werfen, dient  die  Methode  der  Darstellung  der  Unterschiede 
und  Aufstufungen  durch  Differenziale  und  Integrale. 

Um  diess  nachzuweisen,  sind  allerdings  einige  andere  Unter- 
suchungen nöthig,  die  jedoch  durchaus  nicht  weit  ausgreifend  sind. 
Die  hierzu  erforderlichen  Gleichungen  finden  sich  (§.  42.  Crelles 
Journ.  12.  Bd.  J.  19.  und  20.  Cr.  Journ.  33.  Bd.)  angegeben,  und 
entwickelt.  Sie  sind  .  , 
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2.  ä"a=(^-i)«a:, 

3.  f  X=(l+^*)  Z 

ii>  .      .    •         -     '  |  »      .    » . .  .  ?  •» 

Alle  drei  Darstellungen  sind  allgemein  und  gelten  für  ein  po- 
sitives und  negatives  (ja  sogar  für  ein  gebrochenes  pos.  und 
neg.)  in.  Unter  SO  (i,2...m)r  ist  der  Summenausdruck  der 
Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  m  Elementen  zur 
Uen  Classe  verstanden,  oder  ein  Faknltäte  n-Coefficient,  wie 
ihn  der  Verf.,  den  Begriff  von  einem  speciellen  Fall  ableitend, 
nennt  und  womit  er  sich  mehrfach  ($.  10.  S.  44.  §.  16.  8.  165.), 
jedoch  immer  nur  im  besondern  Falle,  beschäftigt.  Die  Darstel- 
lung dieser  Summenausdrücke  für  die  verschiedenen  Classen  ist 
sehr  wichtig,  denn  sie  sind  in  der  Analysis  sehr  verbreitet,  und 
haben  für  viele  Entwicklungen  (nicht  allein  für  die  Fakultäten)  die- 
selbe Bedeutung,  wie  die  Binömialcoeföcienten  für  andere.  Es 
Johnt  sich  daher  wohl  der  Mühe  sich  mit  ihnen  zu  beschäftigen, 
und  die  allgemeinen,  für  sie  geltenden  ßildungsgesetze  zu  er- 
mitteln. Hat  man  sie  gefunden ,  so  ist  man  der  Mühe ,  sie  in  je- 
dem speciellen  Fall  wiederholt  aufzusuchen,  überhoben.  Ihre  Dar- 
stellung wird  durch  eine  merkwürdige  Beziehung,  worin  die  Sum* 
mensausdrücke  der  Verbindungen ,  mit  und  ohne  Wiederho- 
lungen zu,  einander  stehen,  und  die  ich  (§.  8.  33.  Bd.  Crelle's 
Journ.)  nachgewiesen  habe,  erleichtert.  Ist  nämlich  der  Ausdruck 
für  St7(l,2,3,...wi)f,  gefunden,  so  gilt  derselbe  unmittelbar  für 
SC  (1,2, 3,.../»— l)r  wenn  (—  m)  statt  (-fm)  in  ihm  gesetzt  wird  und 
umgekehrt.  Die  Bernoullischen  Zahlen  sind  ein  besonderer  Fall 
dieser  Summenausdrücke.  Man  findet  sie,  wenn  tw  =  —  1  gesetzt 
wird.  Benutzt  man  diese  Bemerkungen  und  die  im  33.  Bd.  CrelleV 
Journ.  §.  19.  und  20.  gegebenen  Entwicklungen,  so  erhält  man  aus 
1.  und  2. 

.    A-  v  -  S-X.    ,  m      ' X  3m+t      ä*+^Jf  . 

i       !••«..•«.  m(m+  i)tn  X 

+  iäpii  m  (ä^f*w 

"  ••••    *  ;      /  *o    •  . 
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(3m  — l)m 
1*1 

m(m—  \)m 


A(8.z)«»-4 


15w3-30///2+5m>2 

771 


48. 1*V*«»-4 

/    #  .  -    ■  i  ••    •»        «.  « 
Beide Darstellungen  unterließen  offenbar  einem  und  demsel- 
ben liildungsgesetze  für  (+///)  und  ( — in),  wenn  man,  wie  sich 
leicht  erweUen  liisst,  bemerkt,  das« 

Sic  uelten  sogar  für  gebrochene  w.  Der  besondere  Fall,  wenn 
7/i—  1  in  5.  ist,  wofür  der  Verl',  seiner  Wichtigkeit  wegen  zwei  zu- 
rücklaufende liildungsweisen  inittbeilt,  gibt  die  bekannte  Bernoulli- 
sche  Heihe,  und  es  ist 

\A   M^-isO  tf  m  >;    kä  th   -,u\  '»vl'ifnl"    i     :  :i  ■:'<  r>H*>ib  sau? 

..«IniliiiTi  Tj  <iVi  •  iiir-  il  i'irtfli.     t  -iifftii'i   Ini  nit  ii  nlmi 

1  A'O       1  V  l    1   BXt       1   •    &X  /» 

=  £-/  AS*  - 2     "*  12  0*  h"m iM^f  h 

1  .  6*A.A* 
252  l.2..ö(&*)5 

So  oft  man  nun  die  höhern  Differenziale  und  Integrale  einer 
Function    darstellen   kann,    so    oft    kann    man   auch  hiernach 

A,mA'und  A~mA  geben.  Für  A=aP|(dic  noch  fragliche  Function) 
ergeben  sie  sich  leicht.  Für  A'— Igx  sind  die  höhern  Differenziale 
auch  bekannt.  Die  höbern  Integrale  aber  sind,  soviel  mir  bekannt 
ist,  nicht  gegeben.  Die  nachstehenden  Gleichungen  werden  die 
erforderlichen  Dieuste  leisten  und  das  Fehleode  ergänzen.  Es  ist 
im  AI  Ige  meinen 

s.  /V^HS  (»**-  — T*/— )■ 

V'J         y  '  =1pi*  V  gy~        In1'      y ' 

worin  1pI*  =  1 .2.3.../;  und  SC(l,2,3,..p)P- 1  die  Summen  der  Ver- 
bindungen ohne  Wiederholungen  aus  p  Elementen  zur  (p  —  l)ten 
(  lasse  sind. 

Aus  3.  erhalt  man  mit  diesen  Mitteln  ausgerüstet: 
10.  &X=  2mX  +  M  2»-  »Ä^ 
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i:      *  .  .   ;  /         !    ■fj.2(d.ß)*i   .  :.  ,   -         '  •  .; 

-  ^ m ; ■?  .;.  ■     •  .!v.(.:i  »'i.    iMjv        .  i 

'•  •+(l».^»+8«*.-.»<9^•»+«,^1^W-»)J3^^p, 


suwen  und 

J$.r,  ;r>  etcv 

bemerkenswerthe  Reihe;  sie  ist 

>••!.  1.2.,.7(8jc)7 ■«"""         -«ä  * *l 

und  steht  der  Bernoullischen  Reihe  zur  Seite,  denn  sie  lehrt  die 
l'otenzenreihen  mit  abwecb  sqlhc^n  Zeichen 

puramiren,  wie  die  Bernoullische  Reihe  die  Potenzenreihen  mit 
eiber  l«ki  Zeichen  sunUnirea» lehrt»  und  hat  daher  dieselbe1  prak- 
fistfhe  Bedeutung  in*  einer  Theorie  de*  Sumfoenrethnung'  wie 
die.  Bernoullische  Keihe.     .  i  1 

JHe  §§.  2^-41  enthaltet»  nach  uhseriu  Erachten  in  kurze»  II  iu- 
ris» die  iirumllüge  einer  Rechnung  mit  biullicheil  Differenzen!,  uhd 
mar  vorerst  für  einfache  Funotidnen..  Hieran,  reiht  sieh.  sodann 
die  Darstellung  der  positiven  und  negativen  U  nterschJede 
und  Aufstufungen  der  zusammengesetzten  Functio- 
nen, was  wir  nicht  weiter verfolgen  ^  dunaerA  nur  andeuten.  Erst 
wenn  diese  Vorarbeiten  vollendet  sind,  kann  zu  einer  Summen- 
rechnung mit  tfrifacheri  und  l/^saninteii^esetzten  Functionen  über- 
gegangen werden.  Ueberblickt  man  ntth  ÜiV  hier  mitgethcilten 
Resultate,  so  zeigt  sich,  dass  die  sogenannte  Oifferenzen- 
Rechnung  den  grössten  Theil  des  cftlriul  tilrect  et  inverse 
aux  differences  bei  Lacroix,  und  auch  Jer  Differenzen- 
und  Summenrechnung  des  Verl.  uu*<cbli eist,  und  mit  Recht 

muschliessen  muss,  denn  das  Zeichen  £,  welches  Lacroix  und 


der  Vcrf,  gebraucht« .  ist  nichts  anders  als  das  Zeichen  A  mit 

eioem  negativen  Exponenten.    Da  nurt  alle  Ocsetze  lur  AT  Xxrnd 

A~"A'  unter  einen  Gesichtspunkt  fallen,  so  können  sie  nicht  von 
eiaaiider  geschieden. wer<jjienj.  Eine  Trennung ^iu  zwe4  i|»rer  Natur 
nacn  geschiedene  Äbtbei  fungeh,  wie  l/acr,orx !W)if  -4^  Ve^  vor* 
nimmt,  steht  daher  mit  einer  Theorie  dieser  Gebilde  nicnt  im  Ein- 
klang. Das«  sie  aber  einem  und  demselben  Bildungsgesetze 
unterliegen,  kann  mich  ticri  nier  gegebenen  Mittheilungen  nicht  in 
Zweifel  gezogen  werden.    Endlich  liegt  auch  der  Zusammenhang 
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zwischen  A+mJT  und  HTmX^X  und  so  einfach  zu  Tage, 

dass  alle  Complicationen  wegfallen,  und  dass  also  auch  der  Zwei- 
fel des  Verf.,  ob  überhaupt  ein  „allgemeines  Bildungsgesetz"  ab- 
gesehen werden  kann  (S.  118.  §.  8.)  nicht  gegründet  ist,  da  ein 
solches  existirt. 

§.  (i. 

Mit  den  bisher  aufgefundenen  Htilfsmittcln  kann  nun  eine  Sum- 
menrechnung OtHMS  Schwierigkeit  durchgeführt  werden,  worin 
die  Trennung  in  zwei  Hauptarten  von  Reihen ,  mit  einerlei  und 
abwechselnden  (»liedern,  sogleich  hervortritt.  Die  Betrachtungen 
nun,  welche  derselben  eine  feste  Unterlage  geben,  sind  (§.  72.  u. 
ff.  u.  $.  104.  u.  ff.  Cr.  Jour.  14.  u.  15.  Bd.)  der  Lehre  v.  d.  aufst. 
Funct.  niedergelegt.    Bezeichnet  man  nun  auf  folgende  Weise: 

1.   Xq  -f-  Xi  -f-  Ajj  "f"  -^3  ••••  "f*  A  n  =  «S Xu  » 

2.  X0-  Xt  +  X2  —  Xs...(-)«Xu=S(-)*X„; 

so  erhält  man  durch  eine  elementare  Erörterung  folgende  Grund- 
gesetze fiir  die  Darstellung  der  Summen  aller  einfachen 
Functionen: 

tiifoi         niioi»  ,u!i'Ki  vts.  ••tlfofl    :Mr!  »v.nh>«i»itMi  V  i'.i 

3.  SXu^A^Xu+t-*-1^ 

Die  Auffindung  des  fraglichen  Summen-Ausdrucks  beruht  daher 
auf  der  entwickelten  Darstellu  ng  zweier  Ausdrücke  der 
ersten  negativen  Differenz  oder  Aufstu  fung  einer  Func- 
tion. Da  nun  in  §.  3.  und  §.  4.  gezeigt  wurde,  wie  sie  für  alle  Fälle 
gefunden  werden  können,  so  kann  auch  die  vorliegende  Aufgabe 
(I.— 4.)  immer  gelöst  werden.  Als  Beispiel  diene  der  weniger  ein- 
fache Fall,  wenn  An=a:P  ist.  Man  erhält  dann  aus  7.  §.  4.  nach 
der  Vorschrift  von  3. : 

•  oii'iun  i  u  *•  1  x  1 1  •» :» isttMt  flu  i  . -*.  u  s   i'1»  i>   ii  oll  tr  "tr^  ffi  a%  ii  *Jt/in 
5.  SXn—xf  -f  (ar-fA)P  -f  (x-f  2/i)p+  (x+w/i)P 

1 

1 

— 2  Ite  +  O1  +  *)Ä)P  — 

+  V>  [te+(w+l)Ä)p~1 — .tp-'JA 

Ikiu  / i  ••  •••»..!  >•...; -In  •"      ii-  •  '   lau.»  .. 

:  : 

IMV   Iii  v,,    •»!'.  .    .Ii:t  ^  Ol  .  ti'<u^l:  )*<H1. I^M  '••">••   II    '  }   i  »IHK  i.    .  Z- 


Aus  11.  §.  4.  erhält  man  nach  4.  folgende  zwei  besondere  Fälle, 
für  ein  gerades  und  ungerades  w: 

•ni:i  fur'fMvm  »»hlji!'i>  *™&ailf        «in  i   t j*>  j::ii  i  ■  ■  >  .!-»l»t  .  liumin 

,i  .rP-.(.r+A)P+^+2/i)P....  +  (x  +  nÄyP=5(-)«^ 

^auiiiif»uiat£üuS  iah  lidüm  d'jillm.I     ir>bia     iiugtnc  jj  l«1  • 
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=  j[*+(»  +  1)A)p  +  *p] 

—  4  %r+(n+l)A)R-»  +  *p-i] 

•  : 

: 

7.  *p  -  (x  +  A)p  +  (x  +  2/i)p  ...-(*  +  nA)P = JT„ 
=    7  [(*+(«+ W-**] 

+  i       +(*+  1)A)p-i~*p-'] 

Die  aus  5.  sich  ergebenden  besondern  FäJle  sind  bekannt.  Die 
aos  6.  und  7.  sich  ergebenden  weniger.  Wir  stellen  daher  einige 
hier  zusammen,  damit  man  daraus  die  Anwendbarkeit  der  hier 
raitget heilten  Methode  ermessen  könne: 

8.  1-2  +  3-4  +  ..  .  +  „=11+1 

n 

— 2  • 

™    2  ~2-   n>  ' 

l_*+3«-4»+...+ws=^^-[ 

?i3  3» 

l  _  2«+3*  - 4«  + ...  ±u* =  ~  +«*-  *■ 


«4  ..  71 


l-2»  +  3*-4«  +  ...  +  ,^%5^-^+^ 

7i5    5w4  5wa 
--*2  T  +  T' 

Tb  eil  XIII. 
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u.  s.  w.  Die  ersten  Ausdrücke  gelten  für  ein  gerades  n,  also  für 
eine  ungerade  Gliederanzahl,  <iie  zweiten  fTirein  ungerades^ w, 
also  für  eine  gerade.  Das  Fördernde  dieser  Methode  macht  sich 
besonders  klar,  wenn  man  die  Art  hiemit  vergleicht,  wie  Euler 
Diflf.  Rechnung  2.  Thl.  §.  178.  u.  ff.  und  nach  ihm  Lacroix,  Calc. 
diff.  et  int.  T.  III.  p.  U97.  u.  ff.  diese  Reihen  behandelt  haben, 
ohne  aus  den  speciellen  Fällen  herauszutreten. 

Die  Gleichungen  3.  und  4.  zeigen  den  Zusammenhang  zwischen 

Ä  (Begriff  der  Summe)  und  A"1  oder  ( erste  negative  Diffe- 
renz oder  Zuzählung)  und  beweisen  dadurch,  dass  beide  nicht 
identisch  sind,  obgleich  im  einzelnen  Falle  beide  zusammen- 
fallen können.  Häufig  wird  A~m  durch  Zm  bezeichnet,  diess  thut 
La  place,  der  auch  A~",=rZm  angibt,  Lacroix  und  auch  Euler. 

Die  Bezeichnung  des  Begriffs  von  A~mA  durch  ZmX  halte  ich 
nicht  fiir  zweckmässig.  Sie  verwischt  den  Zusammenhang,  der 
zwischen  A"1*  und  i.mX  herrscht,  beinahe  ganz,  während  die  Be- 
zeichnung A~OT  X  ihn  hervorhebt  und  die  Theorie  auf  &~mX,  nicht 
aber  auf  SmA führt.  Zu  dem  hat  Laplace  (Theorie  des  proba- 

bilites)  sich  nur  mit  der  Darstellung  von  A~"',  durchaus  aber 
nicht  mit  Auffindung  von  Summenausdrücken  (S)  beschäftigt. 

Der  Verf.  entwickelt  S.  86.  §.  1.  der  Summenrechnung  den 
Begriff  von  Summe  ganz  richtig,  verlnsst  ihn  aber  alsbald  wieder, 
und  kehrt  zu  dem  gewöhnlichen  Begriff  der  „ w  i  II  k « hrl  ichen 
Constante"  zurück,  der  ihn  dann  zu  folgender  Darstellung  führt : 

9.  /2r  =  29(a?M-C. 

Wir  halten  diese  Definition  im  Rückblick  auf  3.  und  4.  nicht  iur 
zweckmässig,  da  ihr  die  nötigende  Kraft  des  inneru  Zusammen- 
hangs fehlt.    In  dem  Begriffe  der  Summe  (3.  und  4.)  ist  nichts 

Willkührliches.  Die  Ausdrücke  (A_1A0  und  £~lX0.  gewöhn- 
lich Constante  genannt)  sind  eben  so  gut  integrjrende  Theile  des 

Simiuienausdrucks  w  ie  A-1An+i  =£Xi+|  und  ^-»Ab+i,  und  daher 
weder  überhaupt  w  il  Ikührlich,  noch  enthalten  sie  etwas  Will- 
kührliches. Sie  sind  durch  und  durch  bestimmt,  w  ie  denn  auch 
diese  Bestimmtheit  in  der  Consequenz  der  Theorie  einer  Wissenschaft 
liegen  muss.  Sogar  für  die  Integral- Rechnung  sind  diese  Be- 
merkungen von  Belang,  wo  der  Begriff  der  Constante  (ins  Be- 
sondere bei  dem  bestimmten  Integrale)  wieder  hervortritt,  wie 
denn  überhaupt  derZusammenhang zwischen  D  i  f  f  e r  e  n z e  n  -  und  Di f- 
ferenzialrechnung,  Summenrechnung  und  Integralrech- 
nung unbezweifelt  vorausgesetzt  werden  darf. 

f  7. 

Ist  nun  der  Begriff  des  Summenausdruckes  einer  einfachen 
Function  gegeben,  so  wird  man  durch  Wiederholung  auf  Summeu 
von  den  Summen,  wiederholte  Summen,  von  dem  Verf. 
vielfache  Summen  genannt,  geführt.  Hier  ist  zweierlei  zu  be- 
stimmen: a)  wie  die  Summenausdrücke  für  sie  gefunden  werden, 
b)  was  unter  ihnen  zu  denken  sei? 
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■ 

Die  Beantwortung  dieser  zwei  Fragen  fahrt  zu  folgenden  Dar- 
stellungen, die  in  §.73.  und  §.  90.,§.9l.  meiner  oben  genanntenSchrilt 
entwickelt  sind: 

1.  Ä»Jrn  =  (n  +  l)A'0  +  nA1  +  (n— 1)  A,+  ...  +  AT. 

= A"VY«+a A"1  A0  -  A-aA\; 
S*Xn=z[n+\]iX0  +  [n]!lXl  +  [»-1]^  +  JK„ 

=  A~8       — [»  + 1  ]2  A*"1  AW+lli^^-A-^,, 

.  .  . 

»  • 
•  •  • 

- 

5«  An  =  [n+        Af0  +  [«]„,-,  A\  +  [«-1       A*  + ...  A„ 

=A— ,A,+B-  A-'Ao-  [«+l]n,-^A-,1Al-...-A-mAOT_l 

u.  2.  ««(-^A^A^f^^^  +  P]»,-, An-^^^In+lJ^Ao 

= f^A„+B.  ±[„+!       t  %±  [n + 1  ]m-j£-*Xl  ....±tmXn>-t 

Die  Form  der  sich  aus  $.  90.  und  §.  91.  ergebenden  Reihen  mit 
ihreu  Summen  -  Ausdrücken  ist 

3.  A0  +  2AT,+3A'a+4A5...  +  (ii+l)A'J1 

=  (n+l)A-KA'B+1-A-*JV»+1  +  A~ÄA0, 
*o  +  PI*     +  [3]a  A2  +  [4],  A3 ....  [«  +  lt  Xn 
=  [n+l],A-lA,+1-[W  +  l]lA-*A:nH  +A"sXn  h  -  A-SA0, 

*o  +  [2]«-i  *i  +  [3]«-,  A*  +  [4]m-,  A3..  [11  + 1  ]„_,  Xn  ; 

^Iw+lJni-lA"1^«^,—  f «+l]m-«A  "2 An+j  ... 

...(.^lA-'X+a-rA^Ao; 

4.  Ao— [2]«-, Afj  -f  [3]«^i X%— [4]«-!  As....J:[M+]]aH-1  A„ 

=db [n + 1  k-i^AVn ±  [«+» ]«-*£~2*n+I  ±^^+,  +^-"^0. 

HierinistLo]^^^  .  Die  b.  I.  und  2.  aoge- 

gebenen  Summen-Ausdrflcke  enthalten  so  viele  Constanten  (wenn 
man  diesen  Ausdruck  gebrauchen  will)  als  die  Wiederholung  der 
Suramenrechnung  verlangt;  die  in  3.  und  4.  angegebenen  nur  eine 
Constante. 

4* 
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Der  Verf.  behandelt  zwar  §.  8.  2te  Abth.  S.  115.  die  vielfa- 
chen endlichen  In  teer  nie.  Was  »ich  aber  der  Leser  darunter  (Gr 
einen  Begriff  zu  bilden  habe,  geht  nicht  klar  und  deutlich  hervor. 
Diese  Unbestimmtheit  möchte  zum  Theil  darin  ihren  Grund  haben, 

dass  nicht  zwischen  SXn  (Summenausdruck)  und  ZAii  =  A-A  X% 
(negativer  Unterschied  einer  Function)  gehurig  unterschieden  ist. 

Auf  Seite  117.  ist  z.  B.  für  Sl")o*=A""a*  (vergl.  15.  $.  3.)  fol- 
gende Gleichung  angegeben : 

dabei  aber  nicht  erörtert,  was  unter  Z  a*  zu  verstehen,  noch 
wie  die  „willkührlichen  Constanten"  C0,  Cx,  C%....Cn-x  gefunden 
werden.  Nach  den  hier  gegebenen  Mittheilungen  ergibt  sich 
aus  15.  §.  3.  und  1.  dieses  Paragraphen  unverzüglich 

» 

6.  Ä«a*=[nfl]>»_1a*  +  rn]»_1o*+*+[«--1]ffl_1a*+**....a'+«* 
flxf  (n4  I)*— g*U—\)h     [n  +  lU-,  a*    [n  +  l]„,_ao*+* 

-       (Przriyi  <i*-i  

(n+l)a*l  C"»-*)* 
 (a*-l)»-»~- 

Auch  Laplace  spricht  (The'  ori e  anal.  d.  prohab.  Chap. 

l.Nro.  II.  bei  Darstellung  von  £m=A~m  der  Functionen  von  „will- 
kührlichen  Constanten"  die  man  bei  der  wiederholten  Integration  ge- 
winn^, lässt  aber  ihren  Begriff  gleichfalls 'unerürtert.  Welche  Stelle 
soll  aber  ein  unerörterter  Begriff  in  einem  Systeme  einnehmen? 

§.  8. 

Die  in  dem  Vorhergehenden  niedergelegten  Bemerkungen  bil- 
den meines  Erachtens  die  Grundlage  für  die  systematische  Durch- 
führung einer  Theorie  der  Differenzen  und  Summen.  Ist 
nach  dieser  Grundlage  das  hierher  gehörige  Material  verarbeitet, 
dann  reihen  sich  an  sie,  als  ein  organisches  Ganze,  die  übrigen 
Mittel  zur  Summirung  der  Keinen  (einfacher  und  zusammenge- 
setzter), welche  noch  aus  andern  Zweigen  der  Mathematik  be- 
schafft werden  können,  sowie  die  Kritik  der  hiebei  zu  benutzen- 
den Mittel,  wie  Convergenz  der  Keinen  etc.,  welche  der  Verf. 
auch  gegeben  hat. 

Ich  bin  nun  weit  entfernt,  die  hier  gegebenen  Andeutungen 
fiir  etwas  anderes  als  was  sie  sind,  nämlich  die  subjective  Ansicht 
eines  Einzelnen,  und  daher  weder  lur  besser  als  die  eines  Andern, 
noch  für  die  einzig  richtige  Auffassungsweise  des  hier  einzuschla- 
genden Systems  zu  halten.  Doch  glaube  ich ,  dass  sie 
manches  gute,  zur  Aussaat  brauchbare  Korn  und  manchen  Vor- 
zug vor  der  bisher  befolgten  Behandjungsweise  enthalten.  Sie 
führen  wenigstens  einen  Zweig  (Aufstufiingen  und  Summen 
der  Reihen  mit  abwechselnden  Zeichen)  in  das  System 
und  überbieten  die  bisher  angewendeten  Methoden  an  Krauch« 
baikeit  und  in  Erzeugung  des  Materials.    Ich  darf  daher  wohl  die 
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Ueberzeugung  aussprechen,  dass  der  Verf.  bei  seiner  Gewandtheit 


gemeinern  Ansicht  in  Durchführung  der  Differenzen-  und  Suni- 
menrechnung  ausgegangen  wäre,  daran  die  weiteren  Resul- 
tate geknüpft  hatte,  weiche  in  der  ueuesten  Zeit  von  anderen  Schrift- 
stellern eröffnet  wurden ,  und  dadurch  zur  Feststellung  der  Grund- 
zü«e  einer  Wissenschaft,  ihrer  Verbreitung  und  Erweiterung  bei- 
getragen hätte. 

Die  hier  niedergelegten  Bemerkungen  sind  keiner  Nebenab- 
sicht, sondern  dem  Wunsche  entsprungen,  nach  Vermögen  zur 
wissenschaftlichen  Begründung  des  von  dem  Verf.  behandelten 
Zweigs  der  Mathematik  beizutragen.  Ihr  Zweck  soll  daher  nicht 
ein  leeres  und  unfruchtbares  Negiren  sein,  sondern  ein  gemein- 
sames Aufbauen.  Hiezu  ist  Austausch  der  Ansichten  und  vereinte 
Kraft  nöthig,  denn  nur  auf  diesem  Wege  wird  die  Wissenschaft 
gefordert  werden.  Die  vorliegende  Schrift  soll  als  Compendium 
mr  akademische  Vorlesungen  dienen.  Vielleicht  nimmt  der  Verf. 
hiebet  gelegentlich  die  Veranlassung,  das  Gesagte  zu  beachten 
und  zu  prüfen,  ob  und  was  daran  als  richtig  sich  bewähre;  es 
hat  ja  ohnedem  grossen  Reiz,  bei  wiederkehrenden  Vorträgen 
einen  und  denselben  Zweig  der  Wissenschaft  von  verschiedenen 
Seiten  aus  zu  betrachten  und  zu  beleuchten. 

Unter  die  Verbesserungen  sind  noch  nachträglich,  ausser  den 
in  f.  3.  angegebenen,  aufzunehmen: 


S.  178  Z.  13.  v.  o. 


j:+2A 


y  statt 


:r+2A 
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DI. 

De  ellipsi  minima  dato  quadrangnlo 

circumscripta. 

Quaetivit 

Franciscus  Seydewitz. 


Perlegen ti  nuuer,  quae  de  problemate  suprascripto  Illustr.  Ange- 
lus, gymnasii  Geuanensis  Professor,  disseruit,  in  mentem  mihi  venit 
propositionis  cuiusdam,  in  quam  paullo  antea  incideram,  quum  de 
persiroili  re,  scilicet  de  ellipsi  maxima  quadrilatero  inscribenda 
quaererem,  et  qua  iam  tunc  mihi  videbatur  ad  eiusdem  problema- 
tis  solutioncm  via  ab  illa  Euleriana  plane  diversa  aperiri.  Neque 
ea  me  spes  fefeMit;  intellexi  tarnen,  postquam  proprius  ad  rem 
accessi,  Solutionen*,  quam  inde  obtinui,  ad  eas  quidem  flguras, 
quae  ad  Universum  quadrangulorum  genus  pertinent,  accommoda« 
tissimam  esse  ac  praesertim  peculiari  geometriae  usui  magis  se 
applicare,  quam  ilfam,  cuius  Eulerus  inventor  tuit,  paene  totam 
in  nnmerorum  spinis  versantem :  in  speciebus  vero ,  ut  in  trapezio, 
in  parallelogrammo  et  in  quadrangnlo  decurtato  sive  triangulo, 
excepta  una,  ubi  alterutra  diagonalium  per  alteram  hipartitur,  omni 
plane  usu  carere.  In  his  ieitur  ad  alias  methodos  confugiendum 
erit,  quas  tarnen,  quum  nihil  difficultatis  habeant,  hic  praeter* 
mittam. 


s  i. 

Fingamus  (Tab.  I.  Fig.  t.),  esse  rcctas  PQ,  QU,  HP  tres 
polares  narmonicas  coniugatas,  ad  ellipsin  ABCD  relatas;  rectam 
M7t  semidiametrum  huius  ellipseos  per  punctum  R  ductam  et 
lineam  PQ  in  puncto  V  sccantem,  atqoe  MX  esse  semidiame- 
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tnim  lineae  PQ  parallelam:  priinum  apparet,  puocta  R  et  V  duos 
polos  esse  harmonicos  coniugatog  rectae  Af#,  et  ob  eam  caussaui 

MR.MV=MZ*. 


Deinde  quam  sit  PQ  polaris  harmooica  puueti  R,  eademque 
lineae  MX  parallela,  erit  MX semidiametro  MZ  coniugata,  atiine 
ideo  puneta  Y  et  y ,  ubi  MX  per  lineani  PR  et  per  Tineam 


rectae  MZ  parallelam ,  secatur»  erunt  duo  poli  harmonici  coniugati 
lioeae  MX,  itaque 

MY.My  —  MX*. 

Jam  vero,  si  angulos  QRV ,  PRV ',  RMY  (seu  RVP),  QPR 
et  PRQ  deineeps  literis  a,  ß,  g>,  y,  designemus,  aequationes 
prodeunt  hae: 

siny         9    €         *  8in<p        *  sinqp.smtfj 

unde  sequitur: 

[MZ .  MX.8in<p]*=  12&ZMX]* 
=MRMV.MY.My.*\**<p=MR*.MV.PQ  ™«-™fr«"L»; 

Tel  9i  literis  P,  q,  r  rectae  perpendiculares  e  ceotro  iff  ad  QR, 
PR,  PQ  demissae  notentur: 

[I^ZMX^-^.p.q.r, 
quia  p=z MR. &\na,  q  =  MR.s'xwß  et  r  =  itf  P.siixp  esse  debent. 

Quoniam  duaruni  ellipsiuni  areae  ut  triangula  a  binis  semi- 
diametris  coniupitis  earum  constituta  se  habent:  si  tres  polares 
faarmonicas  comugatns  PQ,  QR,  RP  easdem  simul  ad  diversas 
cllipses  referamus,  et  literis  p,  pl;  q,  qt;  r ,  rt  aut,  perinde  ut 
supra*  ternas  rectas  perpendiculares  aut  omnino  ternas  parallelas, 
e  centris  earum  ad  Pineas  QR,  RP,  PQ  demissas  designemus, 
ex  aequatione  modo  inventa  colligimus ,  areas  illarum  ellipsium  qua- 
dratas  esse  sicut  producta  pq*r  et  p%,.qi*rx\  id  quod  in  hunc 
exprimere  possumus: 


Theorem  a  1. 


Binarum  ellipsium  areae  quadratae  sunt  intcr  sc. 
ut  ternoru m  segmentorum  producta,  quae,  tribusrectis 
lineis  utcunque  datis  parallela,  ititer  centra  tpsarum 
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et  tres  rectas  polares  harmonicas  coniugatas,  curvis 
ipsis  commune«,  intercipiuntur. 

Hinc  autem,  quoniam  lineae  PQ,  QU,  RP,  quae  intersecti- 
ones  P,  Q,  R  laterum  oppositorum  quadranguli  completi  AB  CD 
inter  se  iungunt,  quoad  o eines  ellipses  per  puneta  A,  By  C,  /> 
transeuntes,  polares  tres  barmonicae  coniugatae  sunt,  sine  ullo 
negotio  eflicitur: 


T  b  e  o  r  e  m  a  2. 

Inter  omnes  ellipses,  per  eadem  quattuor  puneta 
transeuntes,  eiusarea  minima  erit,  e  cuiuscentro  si  ad 
eas  lineas,  quae  coraustoruni*)  quadranguli  completi, 
per  illa  puneta  constituti,  int ers ection es  tres  coniun- 

Sunt,  tria  segmenta  datis  quibuslibet  rectis  parallela 
ucantur,  istorum  segmentorum  produetum  omnium  mi- 
ni m  um  existet. 

Praeterea  constat,  quod  etiam  in  tomo  quarto  „Archivi  Gru- 
nertiani"  georaetrice  a  me  ostensum  est: 


T  Ii  e  o  r  e  m  a  3. 


Omnium  sectionum  conicarum,  per  eadem  quattuor 
puneta  transeuntium,  centra  in  alius  sectionis  conicae 
peripheria  sita  esse,  auae  quadranguli  completi,  per 
illa  puneta  constituti,  latera  sex  bifariam  secet  atque 
insuper  coraustorum  eius  tres  intersectiones  con- 
tineat. 

Duobus  hisce  tbeorcinatis  posterioribus  perspectis,  cetera 
omnia  per  sc  patent.  Priinum  enim  aequatio  eius  sectionis  co- 
rneae, quae  omnium  ellipsium  quadrangulo  dato  circumscriptarum 
centra  comnlcctitur,  quaerenda  et,  quo  lacilior  theorematis  secündi 
applicatio  uat,  ita  conformanda  erit,  ut  segmenta,  quae  tria  nu- 
mero  e  singulis  huius  sectionis  conicae  punetis  ad  polares  har- 
monicas coniugatae,  Ulis  ellipsibus  communes,  dueuntur,  simul 
coordinatarum  vices  sustineant ;  deinde  istius  aequationis  ope  opor- 
tebit  produetum  trium  illorum  segmentorum  per  haec  ipsa  seg- 
menta variabilia  exprimatur  et  differentiale  eius  =0  pooatur;  quo 
facto,  assumptaque  ad  duas  aequationes  ita  ortas  tertia,  quae 
inter  tres  cuiusque  puneti  coordinatas  intercedit,  conditiones  centri 
ellipseos  quaesitae  apparebunt. 


*)  Haec  tox  ,  a  Icxicopraphis  neglccta .  apud  Boetitini  vel  potiu« 
Juli  am  Frontinutn,  quem  illo  sequitur,  qiiHdranguli  latus  ba*i  opposi- 
tum,  hic  omninn  latcra  eius  oppostta  sipnificat  (Chasles  Gesch.  d.  Geon)., 
übersetzt  v.  Suhnkc,  p.  522.). 


Digitized  by  Goc 


57 


$  2. 

■ 

f 

Ponamus  igirur,  esse  A ,  B,  C,  D  puncta  quattuor  data,  per 
auae  ellipsis  minima  ducatur:  ante  omnia  moneo,  baec  puncta  ita 
üebere  inter  se  collocata  esse,  ot  nulluni  eorum  intra  triangulum 
a  reliquis  effectum  cadat.  Sint  porro  P,  Q,  R  intersectiones  co- 
raustorum  AB  et  CD,  AC  et  BD,  AD  et  BC  quadranguli  com- 
pleti,  quod  per  illa  puncta  constituitur;  puncta  J,  G,  L,  iE,  F,  H 
medietates  istorum  laterum,  et  Pt,  Qi,  Ri  ea  puncta,  ubi  lineae 
QR,  PR,  PQ  a  lineis  PA,  QA,  RA  secantur.  Supponitur  autem 
hic,  A  illud  esse  e  quattuor  nunctis  A,  B,  C,  D,  quod  intra 
triangulum  PQR  se  habet.  Denique  segraenta  PPX ,  QQi,  RRi ; 
APt,  AQi,  ARt  deinceps  literulis  pi,  qlt  r4;  n,  x,  v>  desig- 
neotur. 

Consentaneum  est,  coordinatarum  munus  eis  segmentis  iniun- 
gere,  quae  rectis  PPX ,  QQi »  RRi  parallela  ex  quolibet  puncto 
usque  ad  rectas  QR,  PR,  PQ  tendunt,  istaque,  literis  p,  q,  t 
ootanda,  sensu  aut  positivo  aut  negativo  accipere,  prout  punctum, 
quod  definiunt,  ex  eadem  parte  linearuui  QP,  PR,  PQ  atque 
eis  oppositi  P,   Q,  R,  aut  ex  parte  contraria 


Hoc  autem  pacto,  notum  est,  inter  cuiuslibet  puncti  coordinatas 
hanc  aequationem  existere: 

Et  quoniam  Sectio  conica,  ellipsium  illarum  centra  continens, 
per  puncta  P,  Q  et  R  meat,  aequationi  igitur  eius  binis  coordi- 
nats  p  et  q ,  p  et  r  vel  q  et  r=0  positis  satisfieri  necesse  est; 
praetereaque  quum  omnia  sectio  conica  quinque  punctis  suis  datis 
ab  omni  parte  determinata  sit,  perspicuum  est,  aequationem  istius 
sectionis  sie  debere  comparatam  esse: 

pq  +  (i.pr  +  v.qr=:0; 

ubi  fi  et  v  quantitates  duas  denotant  constantes,  quarum  valores 
e  duorura  adhuc  curvae  punetorum  coordinatis  eruendi  sunt 


■<  i 


§.  3. 


Coordinatae  p  et  q  omnis  puncti,  quod  ad  rectaiu  infinitam 
RRx  pertinet,  legem  sequuntur  hanc: 

q     AQi  %' 

et  si  e  puncto  C  ad  reetam  QR  linea  CPn  ,  lineae  APV  paral* 
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lela  ducatur,  punctorum  Q,  Ay  QXi  C  quattuor  harmooicorum  ra- 
tione  habita,  proportio  haec  evadit: 

CPn     CQ     CQt      s.vc  Cl\x__n_  p 


APk  —AQ  ~  AQt 
Itaque  linearura  infinitarum 

•  •  t 


~9 


*  9  I 


erunt: 


RA 


n  x 


et 


126*  aequatfones 


(1). 


periodeque  pro  tineis  1 

QA 


»  > 


et  pro  lineis 


p  n 


PA 
-=0 

X  0 


et 
et 

et 
et 


aequations:  ; 


<2) 


PC  aequatione«  : 

(3) 


*  9 


i 

obtinentur. 

Jam  ad  determinationem  punctorum  A,  B,  C  et  D  venimug, 
Primi  quidem  iam  supra  statuimus  coordinatas  esse 

►  '  • 

p=n,    q  =  n,  r=g, 
quamobrem  aequatio  (1)  ad  istud  punctum  relata  in  haue  abit: 


(4) 


Deinde,  quum  sit  DR:AR=DRl:AR1 ,  sive  DRX — rt  :rt — q=DRx  :q, 

erit  DRX  —  2gl^ri  1  <luo  va,ore  Pro  r  in  aequationes  linear  um  QB 
et  PC  transscripto ,  puneti  />  coordinatae  prodeunt: 


et  quum  «it        c^Q^Cl?  :  /IQ,  sive 
Oft:  x  =C*fc+ft:«r 
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ubi  segmentum  CQt  negatire  etiraeodum  est  et  qx  >  2x ,  efficitur 
CQi  =—  ^Z^»  indeque,  adhibitU  linearum  #C  et  PC  aequa- 
tionibu«,  coordinatae  pancti  C,  nlmirum:  / 

shniltque  modo  coordinatae  puncti  3: 

Horum  tandem  valorum  ope  et  adhibita  aequatione  (4)  facili 
negotio  iam  linearum  AD,  BC,  AC,  BD,  AB,  CD  niedietates 
i.  «.  puncta  F,  H,L,  E,  Jt  G  determioari  possunt.  Procul  dubio 
enim  eraot  coordinatae 

k 

puncti  F: 
2o-rJ  --Ä2p-rI' 

•     i  r  "  t 

* 

puncti  //: 

i  •■<  j. 

P-2\qi-2x    Px-W"  (j>,-**)(«i-2x)' 

,_1  f  PiQ    .    9iP  \  _  n         PiVig  . 
-  2  U  -2*  +  7l  -2x7  ~  p  i^fo  -2«)  (Vl-2x)  ' 

puncti  L: 
1/  o,x  \  X 


t 

I 


Digitized  by  Google 


60 

puocti  Ei 

_!/  fix        r,  x  \  fi  ^  x 

q~r2\p^=%t    l^J  ~  ,W,-2*)(2n-r1)J 

puncti  i/: 
et  puncti  6': 

*  WPi (7. -2xK2p-.ro J  9~~X(Vi-2x)(2p-r7); 

  yn>— n* 

r-p(y1-2x)(2p-r1)' 


Ex  his  posterioribus  sex  punctis  iam  ad  computandas  quanti- 
tates  p  et  v  duorum  quorumlibet  coordinatae  sulBcieot.  Ex.  gr. 
ei  punctorum  L  et  J  coordinatarum  valores  in  aequationem 
pq  + p.pr  +  v.qr=0  transscribuntur,  praesto  auot  aequationea: 

it%*  —  tcq  (qx — x) .  (i  -f  px* .  v=0 ; 

et  x«*  +  p»*.f4— xp(p,  —  ä).v=0; 

e  quibua 

*  Q(Pi7i— Pi*~  9i")  91?*' 
 9t   r^' 

nanciscimur. 

Hinc  igitur  compertura  est,  sectionis  corneae,  per  centra  om- 
niura  illarani  ellipsium  transeuntis,  aequationem  esse  banc  quae 
«equitur : 

PI  Pili  ?  ^pr-PiTx .**  +  qr  ^.«»=0 , 
vcl  elegantius  seriptam: 
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PPi    9<h  rrx 

- 

Ceterum  eandem  nos  aequationero  nactos  fuisse,  sipropunctis 
L  et  J  bina  quaepiam  e  quattuor  reliquis  cepissemus,  facile  ex 
eo  comprobabitur,  quod  introductis  in  illam  aequationem  ceteris 
valoribus,  quos  in  fine  antecedentis  §.  inveninius,  aequationis  vc- 
ritas  haud  perit. 


$.  5. 

Jam  considerenius  aequationes  hasce  tres: 

Vr.qlrl.n*+pr.plri.x*+pq.plql.Q*=0;  (II) 

et 

*2  f PPt  *>i      9i  Q*  ii=0 ;  (HI) 

ouae  posterior  ex  antecedente  nascitur,  litera  Ä  productuni  p.q.r 
designante. 

Differeutiemus  unamquamque  earuro  secundum  quantitates  va- 
riables f»,  ?  et  r,  -et  ut  producti  minimt  R  conditio  in  rationes 
ioferatur,  differentiale  buius  producti  =0  ponaraus.  Quod  si  fit, 
aequationes  differentiales  prodeunt  bae: 

*9iri*ty  +/>i»,i.öo+p19,.ör-0;  (IV) 
(V) 

Pi  {W\9*+rrl%*).dp+qi{rrlnl+pplq?).dq+Tx  (ppi**+qqin*)  .dr=0; 
p1%\r.dp  +  q1it*T.dq+<2(pjt1x*+q9in*).dr=0;  (VI) 

ad  qua«  nova  accedit,  si  postrema  ab  antecedente  subducitur,  post- 
quam  factore  rA  affecta  est,  videlicet  baec: 

Pi  9i  o2  V-ty      ?i  Q 2  P  ty— ri  (|V*i  *2  f     w*).ör= 0 .  (VII) 
£  duabus  posterioribus  inter  se  iunctis  colliguntur  differentialia. 

%  ~  (PPi  «2  +  Wi  *2)  (fort  ?2  +  "*!  . 
fr  rte2(Wi*2— m**)r 

et 

£?_  _  (m  *2  4  9<7i  *2)  (fyfli  g2  i  rrt  x») 
fr  fJiQ*(Win*— PPi**)r 

Quorum  valorum  ope  nunc  si  ipsa  differentialia  ex  aequa- 
tione (IV.)  expelluntur,  ista  aequatio  hanc  formam  induet: 
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q&iipPi^+WtWppif+rr^*)  (VIII.) 
Hic  primum,  iuxta  aequationem  (I),  pro  q1  px  r  scribere  licet 
nc  dein,  extmso  factore  rlt  partes  termini  aequationis  tertii: 

-Pi*9iQ*(99in*— PPi*2)*!  et  pl*ql*Q2(wln*—ppl**) 

ita  distribuere,  ut  prima  cum  primo,  secunda  cum  secundo  ter- 
mino  coeant,  tertia  denique  sola  relinquatur.  Quo  facto,  eadem 
aequatio  primum  in  hanc  formam: 

7i*  [3;>2/>!2x2o2  +  n*(qr  .o^r,  .rc*  -f-  pr.f»1r1.x*-f/'9*J?i9i*9t)  ] 
-~Pi%[ty*9i*d*Q*  +  ^iqr.ftn  jt«  +pr.plrl.x*+pq.plql.Q*)] 
+Pi*9i*Q*(q9in*~PPi**)  =  °; 

ac  tandem,  aequatione  (II)  consulta,  in  sequentem,  multo  etiam 
simpliciorem,  redigetur: 

3  (/Ac2  —  72*2) = pPi  **  —  99i n* »  «I  ye 

4 

3  (/>x  +  qn)  (px — qfc)  =  flft  x2  —      jt*  . 
Praeter  istam  autem  bas  quoque  alias: 

3(/>p  +  rn)  (/>o— r*)  =pPl  o2  -  rr,  rc*; 
et  3(9rp+r*)(7e— r»)=99lo2— rr,»2 

valere,  rix  est  quod  moneam. 


§.  0. 

Aequatione«  (IX)  invicem  ita  se  habent,  ut  unaquaeque  earum 
e  duabus  reliquis  a  se  subtractis  proliciscatur;  tales  igitur  oportet 
tres  sectiones  conicas  exprimant,  quae  per  eadem  quattuor  puneta 
vadant  vel  omnino  duas  secantes  coniugatas  commune»  babeant. 
Et  quoniam  e  conspiratione  aequationum  (11)  et  (VI)  coortae  sunt, 
manifestum  est,  curvas  ipsas,  quas  repraesentaut,  illam  sectio- 
uem  conicam,  quae  omnium  ellipsium,  per  puneta  A,  Ii,  C  et  D 
duetarum,  centra  complectitur,  in  eo  puncto  secare,  quod  ad  ellip- 
sin omnium  minimam  spectet.  Praeter  istud  autem  punctum  cum 
eadem  sectione  conica  etiam  duo  alia  communia  habent,  de  quo- 
rum  signiueatione  posthac  videbimus. 

Etenim,  ut  rem  accurattus  scrutemur,  primum  darum  est,  tres 
illas  sectiones  conicas  omnes  per  centrum  gravitatis  5  trianguli 

V 
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PQR  transire  —  quod  qnidem  pnnctum  in  curva  per  aeqnatio- 
nem  (II)  expressa  non  inest  —  quia  unaquaeque  aeqnationnm  (IX) 
vaJores 

1  1  1 

admittit    Dein  de  quoniarn  Hadem  aequationibus  singulis,  videliret 
primae  valores: 

*      »  # 

1  1 

p—0,  7  =  0;  p=^plt  7=0;  p^=Q,  7=37,; 

secundae : 

p=z0,  r=0;  p  =  lpi\  r=0;  p  =  Q,  r=.Jr,; 
tertiae: 

7=0,  r=0;  7=571»  »"=0;  7=0,  r=yx 

satisfaciunt,  necesse  est,  curvas  ipsas  tribus  parallelogrammis  eir- 
cumscriptas  esse ,  quae  per  latera  trianguli  PQR  et  tres  rectas, 
eis  parallelas  et  e  ceritro  gravitatis  profectas,  concinnantur,  pri- 
mam  videlicet  pallgr.  Sqi  Rpn  ,  secundam  pallgr.  Spt  Qrn  et  ter- 
tiam  pallgr.  Srt  Pqn  ,  ut  figura  monstrat.  Quapropter  nunc  centra 
quoque  r,  7,  p  istarum  curvarum  patent. 

Praeterea,  si  ex.  c.  in  prima  aequationum  (IX) 
(pn  -f  77t)  {pn — qit)  =0  ponatur, 

coneludittrr  esse,  id  quod  fieri  nequit,  nisi  aut  p=q=db,  aut  p=.q 
=  Cfc,  aut  simul  Pi*4:7i»=0  eveniat.  Atqai  hoc  tertium 
condttionem  particularem ,  a  consilio  nostro  alienam,  involvit;  ergo 
systema  rectarum  RA  et  RC,  quod  aeqoatione  illa  exprimi  §.  3. 
vidimus,  cum  prima  trium  itlarum  curvarum  praeter  punctum  R 
iiulia  alia  nisi  ad  infinttum  remota  conimunia  habet;  ac  propterea, 
si  per  ceutrum  r  huius  curvae  duae  rectae  ard  et  erb,  lineis  AR/) 
et  CRB  parallelae  dticantur,  asymptotae  tpsius,  similiterque  dua- 
rnm  reliquarum,  deprehenduntur,  ita  ut  iam  plura,  quam  opus 
sunt,  elementa  ad  istas  curvas  punetatim  et  soiius  regulae  ope 
delineandas  nobis  suppetant. 

Ceterum  neminem  fugerit,  quia  lineae  quaternae  7*7 ,  na,  pr, 
pä;  qp,  qa,  qr,  qd  et  rq,  ra,  rp,  rc  ex  online,  lineis  PQ,  PA, 
PR.  PD;  QP,  QA,  Qu,  QD  et  RQ,  RA,  RP,  R C  parallelae 
sunt,  figuras  ex  utrisque  hisee  Jinearum  fasciculis  compositas  inter 
»e  similes  et  sirailiter  collocatas  esse,  ob  eamque  caussam,  sicut 
rectas  PA,  QA,  RA;  PD,  QD,  RA;  PA  QD,  RC  et  PD, 
QA,  RC  in  quattuor  punetis  A,  D,  B,  C:  ita  etiam  asymptotas 


(»4 


pa,  qa,  ra;  prf,  qd,  ra;  pa,  qd%  rc  etpd,  qa,  rc  terna«  in 
quattuor  punctis  a,  rf,  6,  c  concurrerc. 


«•7- 


quinque  ad  unura  eundemque,  tria  reliqua  ad  alteruni  curvae  ra* 
mum  pertinere,  ipsamque  igitur  ex  hyperbolarum  genere  esse. 
Mam  ex  illis  nulluni  intra  triangula  per  quattuor  reliqua  constituta 
cadit;  at  contra,  quoties  ex  iisdem  quinque  punctis  aut  quattuor. 
aut  tria,  aut  duo  deinceps  cum  uno,  vel  duobus,  vel  tribus  e 

Sosterioribus  coniunxeris,  nova  quaeque  haec  quinque  puncta  sie 
isposita  erunt,  ut  saltem  unum  eorum  in  aliquo  triaogulo  per  re- 
liqua constituto  includatur. 

Istinc  sequitur,  chordam  PG  et  rectam  pd,  quac  illi  paral- 
lela  est,  utruinque  curvae  ramum  perscindere,  ideoque  illud  pun- 
ctum, ubi  raraus  PRQ  a  linea  pd  secatur,  inter  puncta  p  et  d 
cadere;  contra  vero  rectas  PJ  et  apab  solum  hunc  posteriorem 
ramum  secare,  duarumque  intersectionum  alteram  a  dextra,  alte- 
ram  a  laeva  parte  puneti  p  iacere.   Ergo  manifestum  est,  angu- 


tam,  et  pd  forniatur,  totum  i  e.  inde  ab  altero  usque  ad  alterum 


PRQ  iuclusum,  continet,  in  duobus  se  invicem  punctis  P  et  N 
perscindere. 

Qtiodäi  tandera  totius  byperbolae  SrtPqn  cursum,  quatenus 


illam  in  P  ab  iuteriore  ad  exteriorem  rami  PQR  partera  transmi- 
grantem,  modo  ab  exteriore  ad  interiorem  reversam  videmus,  id 
quod  tieri  non  potest,  nisi  eundem  ramum  in  novo  puncto  K  per- 
runipat. 

Ex  bis  apparet,  byperholas  5r,  Pqn  et  PRQGE  reverasese 
invicem  in  tribus  punctis  P,  N  et  K,  et  ob  eam  ipsam  caussam 
etiam  in  quarto  M  penetrare;  quod  vero  de  una  hyperbolarum 
StiPou,  $PiQfn  et  SqiRpn  demonstratum  est,  idem  sine  dubio 
de  reliquis  quoque  valet.  Atque  isjitur  ituncta  illa,  quae  supra  tri- 
bus istis  hyperbolis  cum  hyperbola  PRQGE  comniunia  esse  dixi- 
mus,  haud  fictitia  sunt  sive  imaginaria  putanda,  sed  revera  exi- 
stunt.  Plura  autem  illa  quam  tria  numero  non  esse,  ipsa  tigura 
docet.  Nimirum  duo,  iV  et  K,  ad  ramum  PRQ»  tertium  vero,  IM, 
solum  ad  alterum  curvae  ramum  GFE  pertiueot. 
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Etiaranunc  supcrest,  ut  naturam  sectionum  conicaruni,  quae 
quadrangulo  ABCD  circumscripta^  centris  M,  N  et  K  utuntur, 
investtgemus.  Ad  parabolarum  quidem  genug  eas  non  pertiuere, 
certam  est;  nam  Ufa  centfa  loca  linita  obtinent;  utrum  autem  ellip- 
sibus  an  hyperbolis,  et  quaenam  quiliusnam ,  adnumerandae  sint, 
hoc  ex  sequentibus  diiudicari  poterit: 

Omnis  puncti  polaris  harmonica ,  prout  illud  extra  vel  "intra 
curvara  se  habet,  ad  ellipsin  relata  aut  eam  secat  et  inter  cen- 
trum  eius  atque  illud  ipsuiu  punctum  migrat,  aut  extrinsecus  et 
ab  eadem  centri  parte  atque  illud  punctum  existit;  ad  hyperbolam 
▼ero  relata  aut  curvani  secat  et  e  contraria  centri  parte  atque  po- 
lus  suus  iacet,  aut  non  secat  et  inter  centrum  curvae  et  polum 
suuni  transit. 

Quae  quum  ita  sint,  puncta  JV  et  K  ellipsium  centra,  per  A. 
B,  C,  D  meantium,  esse  non  possunt.  Nam  lineae  QR,  PR, 
PQ  punctorum  P,  Q,  U  polares  harmonicae  sunt  respectu  om- 
nium  sectionum  conicaruni,  quae  per  A,  B,  C,  D  transeunt; 
neque  tarnen  QR  aut  inter  puncta  7*  et  N,  aut  ab  eadem  parte 
centri  N  atque  P  se  habet;  eademque  rectae  PR  et  punctorum 
Q  et  K  ratio  est  Ex  contrario  autem  neque  centrum  3i  ad  hy- 
perbolam potest  referri;  quia,  hoc  si  fieret,  recta  QR,  quum  inter 
P  et  M  intercedat , , tota  extra  cürvam  caderet,  ergo  PR,  externi 
puocti  Q  polaris  harmonu-a,  ultra  Q  et  M  diraoveretur;  id  quod 
absurdum  est  Persuasum  igitur  habemus,  M  ellipseos,  N  et  K 
duarum  hyperbolarum  centra  esse.  Neque  vero,  quid  istae  qui- 
dem hic  sini  velint,  latere  poterit,  dum  ad  originera  aequationis 
(II)  regrediamur.  Etenim  quum  expressio  MZ.MX.emtp,  quae§.  1. 
usuvenit,  in  hyperbola  triangulum,  ambabus  asymptotis  ettangonti 
cuilibet  interiectum  ajgnjficet,  perspicuum  est,  trianguluin  istud  in 
duabus  iUis  hyperbolis  omnium  minimum  esse. 

Fieri  denique  potest,  ut  hyperbolarum  SriPqll,SplQrliSqiRpit 
aut  una  aut  tres  ad  duarum  rectarum  systemata  redigantur.  Quod 
si  enim  aut 

_  • 

£l=±-,  aut^=±-,  aut^=±- 

eveniat,  vel,  quod  eodem  redit,  si  aut  rectarum  BC  et  AD,  aut 
CA  et  BD,  aut  AB  et  CÜ  una  per  alteram  in  partes  aequales 
secetur,  aequationes  (IX)  singulae  in  binas  basce  simpliciores 
dissolvuntur : 

<&(p*±qn)=Pi*  et  px^qn=0; 
Z(pQ±rn)=plQ  et  pQTrn  =  0; 
3(W±rx)^9,p  et  9oTr*=0. 
TU«il  XIII.  a 
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Ex.  gr.  si  ex  Ulis  sex  conditionibns  eam ,  quae  sola  ad  figuram 

nostram  quadrat,  admittimus,  videlicet  ot  —  =^  cvadat,  sive  ut 

Vi  * 

recta  BC  per  AD  bifariam  secctur,  erit: 

3(/>x  \  q *)=Pi *  et  px — qn^O; 

unde,  assumptis  aequalionibus  (I)  et  (II),  centromm  IV,  K  et  39 
coordinatae  elTiciuntur  hae: 

puneti  iV: 

P=lPi  (*+  V>» +•;<>•, -<»*); 

puneti  Ä": 
et  puneti  J/: 

Sub  illa  igitur  condttione  centrum  ellipseos  quaesitae  cum 
puncto  F  confunditur 


§.  9. 

Totius  iam  disquisitionis  nostrae  haec  fere  summa  erit: 

Theorema  4. 

Si-in  quadrangulo  completo  per  centrum  gravitatis 
eins  trianguti,  quod  coraustorum  in  tersectionibus  de* 
terminatur,  tres  rectae  laterihus  parallelae  ducantur, 
priroo:  unieuique  parallclogrammotum,  quae  sie  oriun- 
tur,  hyperbola  circtimscribi  poterit,  enius  anymptotae 
coraustis,  in  ip»a  curva  eon  currentibus,  parallelae 
sint;  deinde:  tres  istae  hyperbolae  praeter  gravitatis 
centrum  per  nova  tria  eademque  puneta  transibunt, 
et  ea  quidem  puneta  simul  in  quarta  hyperbola  sita 
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■ 

erdnt,  quae  coraustorum  quadrauguli  et  medietates  et 
in  tersectiones  com  pl  eetitu  r;  denique,  id  qiiod  gravissimum 
est:  si  puattnor  puncto,  quibus  quadrangulum  consti- 
tuitur,  ita  dis-posita  fuerint,  »t  nulluni  eoruro  intra  tri- 
anguluin  a  reliquis  effectum  cadat,  tinuni  e  tribus  illis 
punctis,  qaod  Intra  ipsuni  quadrangulum  est,  ceiitrum 
erit  eltipseos,  omni  um,  quae  huic  quadrangulo  circum- 
scribi  possunt,  minimae;  et  duo  reli'qua  duarum  hyper- 
bolarum,  eidem  quadrangulo  circumsor iptarum,  centra 
erunt.  in  quibus  triangula,  inter  asymptotas  et  tan- 
gentes  quaslibet  interiecta,  omnium  minima  et  ob  ea  m 
ipsam  caussam  inter  se  aequalia  existent. 


T  h  e  o  r  e  m  a  5. 

Q ii o  d s i  in  quadrangulo  s i m p  1  i  c i  u n a  d i a g o n a I i u m 
per  alteram  bifariaui  secetur,  inter  omues  ellipses,  ei 
quadrangulo  Circumscripta»,  illa  minima  erit,  cuius 
centrum  medietntem  diagonales  inneqjia  liter  divisae 
obtinuerit. 

<»  • 

§.  io: 

lllust.  Angerus  problematis  nostri  inventionem  ad  resolutio- 
nein  aequationi*  cubicae  redegit  atque  ita  ellipsin  quaesitam  per 
numeroH  irrationales  sive  per  appropinquatiouem  determinavit. 
Nostrae  solutionis  similis  ratio  est,  tantum  quod  duarum  hyper- 
bolarum  intersectiooe  machinamur,  quod  ille  duarum  radicum  cubi- 
carum  extractione  etöcit.  Quanto  autem  facilior  illa  geometrica 
descriptio  numeromm  ista  computatione  evadat,  praesertim  si  ab 
Initio  ellipsis  non  computari  sed  delineari  tussa  luerit,  facile  ex 
eo  persuicitur,  quod  ad  inveniendam  illara  intersectionem  perpau- 
cis  duntaxat  punctis  determinativ  opus  est.  Nam  quum  is  hyper- 
bolae  Sqt  Rptl  rämus,  qui  punctum  M  continet,  inter  recta*  AD 
et  rd  porrigatur  oporteat,  et  quum  eiusilem  hypcrbulae  curvatura 
prope  centrum  M  satis  exigua  sitf  totum  negotium  in  eo  consi- 
stet,  ut  hyperbolae  PIIQGE  ea  particula,  quae  inter  F  punctum 
et  rectam  rd  interiacet,  punctatim  describatur,  et  praeterea  duo 
puncta  hyperbolae  SquRp^  sive  Sr$Pqllt  Sptfru,  quae  in  ea 
regione  sunt,  per  rectam  lineam  coniungantur. 


A  n  n  o  t  a  t  i  o. 

Quum  in  comparatione  problematum  sibi  invicem'  cognatorum 
saepe  utihtatis  insit,  haud  abs  re  puto,   alterius  quoque 
illius,  de  quo  initio  mentionem  feci,  problematis  aolutionem,  quod 
schun,  adhuc  incognitam  proponere,  cuius  rationes  vel  e  theore- 

5* 
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mate  I.,  quod  supra  demonstravimus ,  vel  ex  iis,  quae  Clan«. 
Gauss  in  Zachii  „Monatl.  Corresp.  August  1810.  p.  112 
—  121"  de  eodera  problemate  docuit,  repetendae  sunt: 

■> 

Theorem  a. 

Si  in  quadriiatero  completo  super  tribus  segmentis,  quae 
trium  diagonaliuin  medietates  coniungunt,  totidem  triangula  aequi- 
latera  erigaittur,  circulus,  qui  per  gravitatis  centra  istorum  trian« 
gulorum  transit,  rectam  medietates  illas  continentem  in  duobus 
punctis  secat,  quorum^  alterum  ellipseos  centrum  est,  inter  omnes 
ilii  quadriiatero  inscriptas  maximae,  alterum  hyperholae,  eidem 
quadriiatero  in  scriptae,  cuius  inter  asymiitotas  et  tangentem  quam- 
libet  trianguluni  omiüum  inaximum  intempitur. 


lieber  das  Rationalmachen  von  Zen- 
nern mit;  unbestimmt  vielen  irrationa- 
len Gliedern. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  E.  W.  Grebe, 

Gymnasiallehrer  iu  Cassel. 


1. 


Das  Rationalmachen  solcher  Nenner,  in  welchen  lauter  irratio- 
nale Quadratwurzeln  entweder  allein  oder  in  Gesellschaft  mit 
einem  rationalen  Ausdrucke  als  Glieder  vorkommen. 

Man  behandelt  in  den  Elementen  zum  Zwecke  des  Rational- 
machens gewöhnlich  nur  Nenner  von  den  Formen  a±b^~Ü  und 
«VA±b>TB,  und  wendet  dabei  den  bekannten  Satz  von  dem  Pro- 
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ductc  der  Summe  und  Differenz  an.  Die  Bemerkung  liegt  dann 
nicht  fern ,  das«  man  durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes 

auch  Nenner  bis  zu  den  Formen  a  +  bVli  +c  V<C+  dSf~U  und 

oV7+6Vä+c^ C\d^ D  —  es  wird  nicht  nüthig  erscheinen,  hier 
und  im  Folgenden  stets  das  doppelte  Zeichen  zwischen  die  ein- 
zelnen Glieder  zu  setzen  —  rational  zu  machen  im  Staude  ist. 

Hat  man  nun  aber  schon  die  Form  a+b^ß+c\TC+dyri)+ eSfiZ, 
so  erhält  man,  wenn  nicht  durch  deu  speziellen  Werth  der  ge- 
brauchten Buchstaben  eine  Vereinfachung  eintritt,  im  günstigsten 
Fall  wieder  einen  Ausdruck  von  derselben  Form  und  Gliederzahl, 
und  man  verzweifelt  an  dem  Gelingen  der  Arbeit.  Und  doch  zeigt 
eine  genauere  Betrachtung,  dass  das  Rationalmachen  auch  bei 
dieser  und  jeder  grössern  Anzahl  von  Gliedern  immer  noch  mög- 
lich ist 

Wir  wollen  jetzt  annehmen ,  dass  in  dein  Ausdrucke 

die  gebrauchten  grossen  Buchstaben  keinen  quadratischen  Factor 

mehr  enthalten,  und  mit  ß,  y,  6\  »e,  J,  ,   von  denen  dasselbe 

gelten  soll,  und  ausserdem  noch  vorausgesetzt  werden  mag,  dass 
keine  zwei  dieser  Elemente  einen  gemeinschaftlichen  Factor  haben, 
entweder  identisch  oder  durch  Multiplication  aus  mehreren  von 
ihnen  zusammengesetzt  seien.  Es  ist  dann  klar,  dass  der  eben 
hingestellte  Ausdruck  ein  besonderer  Fall  von  einem  andern  sein 
inuss,  welcher,  wenn  wir  uns  z.  B.  auf  drei  Elemente  beschrän- 
ken, ausser  dem  rationalen  Gliede  noch  Glieder  mit  V7>  Vy, 

VT,  V"py,  Vß~d,  VyÄ  und  Vßyt  h  aben,  im  Allgemeinen  aber 
als  Kadicanden  sämmtliche  Unionen,  Binionen,  Ternionen  u.  s.  w. 
ohne  Wiederholung  bis  zu  dem  Product  sämmtlicher  vorhande- 
nen Elemente  aufführen  würde.  Wir  betrachten  einen  solchen 
Ausdruck  wie  den  zuletzt  gedachten  etwas  näher.  Derselbe  hat 
offenbar  die  Eigenschaft,  dass  wenn  er  mit  einem  oder  mehrerer* 
anderen  Ausdrucken ,  die  sich  von  ihm  nur  durch  den  besonderen 
Werth  des  rationalen  Gliedes  und  der  Coefficieuten  der  irrationa- 
len Glieder  unterscheiden,  multinlicirt  wird,  immer  wieder  Aus- 
drücke von  derselben  Form  und  Gliederzahl  zum  Vorschein  kom- 
men. Die  Anzahl  der  Glieder  eines  solchen  Ausdrucks  beträgt 
aber  bei  n  Elementen 

•  * 

,  .  n  .  w(n-l)  ,  »(«-!)  Q» -2)  , 

l  +  l  +    1.2    +      TO  + 

oder,  da  dieses  die  Binoniialcoeflicienten  der  nten  Potenz  sind, 
2".  Einen  rational  zu  machenden  Nenner  mit  lauter  Quadratwur- 
zeln können  wir  also  immer,  wenn  wir  in  den  Kadicanden  n  Ele- 
mente unterschieden  haben,  durch  Einführung  der  Null  als  ratio_ 
nales  Glied  oder  als  Coeflicient  eines  oder  mehrerer  irrationaler 
zu  einem  2"gliederigen  Ausdrucke  vervollständigen,  und  es  han- 
delt sich  mithin  jetzt  nur  um  da«  Rationalmachen  dieses  letzte- 
ren.  Sondern  wir  ein  Element,  etwa  ß,  von  den  m —  1  übrigen 
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v 

Elementen  alt;  so  bedingen  diese  letzteren  für  sich  mir  einen 
2»- 1  gliederigen  Ausdruck,  welcher  mit  M  bezeichnet  werde.  Da« 
Element  ß  kommt  also  in  den  2"— 1  fibrigen  Gliedern,  vor,  und  das 

Aggregat  dieser  lasst  sich  durch  2VVj3,  der  ganze  2"  gliederige 

Ausdruck  also  durch  /W+iVVjS  darstellen.     Erweitert  man  nun' 

den  gegebenen  Bruch  mit  M — iVV/?,  so  erhält  man  als  neuen 
Nenner  M*— iV2tf,  welcher  offenbar  nur  2"-1  ^liederig  sein  kann. 
Ebenso  wie  man  sich  aus  einem  2"  gliederigen  Nenner  einen 
2"-,gliederigen  verschafft  hat,  gelangt  man  nun  weiter  von  diesem 
zu  einem  2n-,2gliederigen,  und  bei  gehöriger  Fortsetzung  zuletzt  von 
einem  zweigliedrigen  Nenner  zu  einem  rationalen. 

*  ^ 

Beispiel.   Es  sei  ein  Bruch 

42-2V2— 40V6  +2flV  10  +6V15— 10  V3Ö 
7V2— 3  Vö-ÖV Ö+2V10+V30 

vorgelegt,  der  so  umgeformt  werden  soll,  dass  sein  Nenner  rati- 
onal wird.  Da  in  dem  vorgelegten  Nenner  nur  die  Zahlen  2,  3 
und  5  als  Elemente  der  Radicanden  vorkommen,  so  wurde  der* 
selbe  bis  auf  acht  Glieder  vervollständigt 

0  f  7  V2+0V3-3V5-6V6 +2 V  1Ö+0VJB+V30 

lauten.  Sondert  man  die  Glieder,  welche  den  Factor  V~5  haben, 
von  den  übrigen  ab,  so  kann  man  den  Nenner  auch  schreiben : 

(7  V2-5V6)  +(-3+2  V2+ Vö)V5 . 

Erweitert  man  nun  den  ganzen  Bruch  mit  der  dieser  Summe  ent- 
sprechenden Differenz  und  reducirt,  so  erhält  man 

892+639V2— 540 V 3+1080  V 5^20^6-^180^10^-266^15-120^30 

133 + 60  V2- 180V3+30V6 

Erweitert  mau  abermals  mit   (133  +  60  V2)  +  (180— 30V2)  V3, 
so  kommt 

195316  + 104307  V~2  + 155422 Vl5— 168720  V3Ö 
—77711  +  84360  Vi 

-  ■ 

und  nenn  man  diesen  Bruch  abermals  mit  77711  +  84360  Vä  erwei- 
tert; so  entsteht  ein  Bruch  mit  rationalem  Nenner,  der  sich  dann 
leicht  zu  dem  Endresultat 

4+3  V  4-2  VIS 

umwandeln  lässt.  i 
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Es  ist  absichtlich  in  dem  Bisherigen  zuerst  gezeigt  norden, 
dass  zum  Rationalmachen  eines  Nenners  mit  lauter  Quadratwur- 
zeln der  Satz  von  dem-  Producte  der  Summe  und  Differenz  allein 
schon  hinreicht.  Doch  würde  man  auch  hier  durch  ein  Verfah- 
ren von  allgemeiner  Anwendbarkeit  haben  zum  Ziel  gelangen  kön- 
nen, nämlich  durch  die  Methode  der  unbestimmten  Coeflicienten. 
Hätte  man  für  das  gegebene  Beispiel  angenommen,  der  Werth 
des  vorgelegten  Bruchs  sei 

und  hätte  man  nun  diesen  Ausdruck  mit  dem  Neuner  multiplicirt; 
so  würde  man  wieder  zu  acht  Gliedern  gelangt  sein ,  die  man  mit 
dem  vorgelegten  Zähler  hätte  vergleichen  können.  Es  würde  sich 
auch  dann  ergeben  haben  : 

a-tz=t;  xa=3;  x3  =  Q;  .r4=0; 


42. 

Unsere  Aufgabe  in  ihrer  Allgemeinheit  mit  der  einzigen  beschrän- 
kenden Bedingung,  dass  die  Wurzelexponenten  der  sor kommen- 
den irrationalen  Glieder  rational  seien. 

Sollen  wir  den  Nenner  eines  Bruchs  rational  machen ,  dessen  sainmt- 
liche  Glieder  ausser  einem  etwa  vorhandenen  rationalen  von  der  Form 

p\R  sind,  und  gestatten-  wir  nur  rationale  Werthe  für  den  Wur- 
zelexponenten q»8o  können  wir  durch  bekannte  Umformungen  et- 
waige negative  und  gebrochene  Wurzelexponenten  beseitigen ,  und 
wir  brauchen  demnach  unsere  Betrachtungen  nur  auf  ganze  posi- 
tive Wurzelexponenten  zü  erstrecken.  Siiid  ferner  die  in  demsel- 
ben Nenner  vorkommenden  Wurzelexponenten  alle  oder  doch  ztfm 
Theil  ungleich;  so  können  wir  wieder  so  umwandeln,  dass  ein 
überall  gleicher  Wurzelexponent  entsteht,  der  dem  kleinsten  Di- 
viduus  oer  früheren  Exponenten  entspricht  Ist  dieses  alles  ge- 
schehen, so  sei  unser  Nenner 

m  m  m  m  m 

a  +  b  Vä  +  cVT+  d  VJ>  +  e\fE  +  fVF+  

Legen  wir  auch  hier  den  Buchstaben  ß,  y,  6,  e,  eine  ähn- 
liche Bedeutung  wie  oben  hei,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass 
jetzt  jeder  der  Buchstaben  B ,  C,  O,  E,  F,....  auch  die  Poten- 
zen von  j5,  y,  d,  f,  f,   bis  zur  (m  —  1)  ten  Potenz  einschliess- 
lich als  Factoren  enthalten  darf;  so  lässt  sich  auch  hier  wieder 
behaupten,  der  rational  zu  machende  Nenner  sei  ein  besonderer 
Werth  eines  allgemeinen  Ausdrucks,  der  die  Eigenschaft  hat,  mit 
andern  Ausdrücken  derselben  Art  multiplicirt  jedesmal  wieder  nur 
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Ausdrucke  von  derselben  Beschaffenheit  und  Gliederzahl  hervor- 
zubringen. Die  fragliche  Gliederzahl  ist  aber  eben  so  gros»,  als 
die  Zuhl  der  Glieder  in  der  Entwicklung  des  Products 

+/?■»->)  (i+rf7*+...+r-1) (••••).(..») 

also  für  w  Elemente  =m*.  Die  Regel  für  das  Rational  machen  des 
gegebenen  Nenners  ist  nun  die,  dass  man  sich  den  erforderlichen 
m"  gliederigen  Ausdruck  mit  unbestimmten  Coeflicienten  bilde,  den- 
selben mit  dem  Nenner  multiplicire  und  das  Product,  welches 
ebenfalls  in"  gliederig  sein  muss,  mit  dem  Zähler  oder  einem  Factor 
des  letzteren ,  wozu  man  der  Einfachheit  wegen  immer  die  Zahl  1 
nehmen  kann,  vergleiche. 

- 

Beispiel.   Man  soll  den  Nenner  des  Brochs 
"  I 

rational  machen.   Man  setze  den  Werth  dieses  Bruchs  gleich 

Multiplicirt  man  diesen  Ausdruck  mit  I+VHVlS  und  setzt 
das  Product  gleich  1 ;  so  erhält  man  die  neun  Gleichungen 

.^+3^*8=0, 

#t  + 3*9  =  0, 
*6  +  ^3  +  *S=0, 

*r  +  *8  +  *4=0, 
*8+  *d  +  *»=0, 
*8  +  ^7=0; 

aus  welchen  folgt: 

i  ,  1 

*»  =  +3 
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*  — 

t  1 

*,  =  +  ff  ^  =  -6  * 

Der  vorgelegte  Bruch  ist  also  an  Werth  gleich  dem  Auadrucke 

oder  dem  Bruche 

— 2+2  V2+  V^4+2^-2Vtt+Vl2-~-  V3Ö 

6 


V. 


Betrachtung  zweier  besonderen  Ar- 
ten von  «Bleichlingen  und  Ihre  Anwen- 
dung zur  Herleitung  der  Hauptglei- 
chungen  der  ebenen  Trigonometrie. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

Professor  der  Mathematik  zu  Tamow  in  Galizien. 


i. 

Es  wäre  wünschensuerth ,  dasa  die  Lehrbücher  der  Algehra 
manche  in  der  Anwendung  häufiger  vorkommende  ausgezeichnete 
Arten  von  Gleichungen   allgemein  und  omständlich  erforschen 
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mochten,  damit  die  Ergebnisse  in  der  Folge  an  den  geeigneten 
Stellen  sogleich  vortheilhaft  benutzt  werden  konnten.  Wie  ich 
dies  meine,  wird  aus  dem  Folgenden  völlig  klar  werden. 


2. 

A.    Betrachtung  gleichartiger  Gleichungen. 

Bekanntlich  heisst  ein  algebraischer  Ausdruck,  der  mehrere 
(■rossen  A,  B,  €,...  derselben  Art  enthält,  gleichartig  (ho- 
mögen),  wenn  alle  seine  Glieder  die  nämliche  Abmessung  (Di- 
mension) ,  d.  i.  einerlei  Summe  der  Exponenten  der  in  je  einem 
Gliede  vorkommenden  solchen  Grossen,  haben;  und  man  nennt 
diesen  Ausdruck  von  der  so  viel ten  Abmessung,  als  diese 
Summe  ansieht.  Eine  Gleichung  ist  gleichartig,  wenn  ihre 
beiden  Theile  sowohl  einzeln  als  auch  unter  sich  gleichartig  sind. 

Lehrsalz.  Sind  die  in  einer  gleichartigen  Glei- 
chung vorkommenden  Grossen  A,  B,  C\...  derselben 
Art  proportional  gewissen  anderen  a,  bt  c,....  der  nem- 
liehen  oder  einer  anderen  Art,  ist  nemlicb 

AiB:  C:...  =  a:b:c:...; 

so  ist  es  gestattet,  jede  der  ersteren  Grossen  durch 
ihre  proportionale  aus  der  letzteren  zu  ersetzen. 

Beweis.  Seien  erstlich  wenigstens  die  Grossen  der  zwei» 
ten  Art  Zahlen,  und  sei  der  Quotient  A:a—Q,  so  ist  auch 
B:b  =  Q,  C:c=Q,...,  und  Q  ist  eine  Grosse  der  «entliehen Gat- 
tung wie  A,  B,  Ct ...  so  wie  auch  A  =  aQ,  %=bQ,  C=zcQt... 
Ersetzt  man  nun  in  der  ersten  Gleichung  die  Grössen  A,  B,  Cf... 
durch  die  Producte  aQ,  bQ,  cQ,...,  und  ftihrt  man  die  Rechnun- 
gen mit  ihnen  —  je  nachdem  es  angeht  —  wirklich  oder  nur  com- 
binatorisch  (symbolisch)  aus;  so  muss  in  beiden  Theilen  der  Glei- 
chung diejenige  Potenz  von  Q  als  gemeinschaftlicher  Factor  aller 
Glieder  heraustreten,  als  von  welcher  Abmessung  sämmüiche Glie- 
der, also  auch  beide  Gleichungstheife  sind.  Danach  fallt  nun  die- 
ser gemeinsame  Factor  aus  der  Gleichung  heraus,  und  an  die 
Stellen  der  Grössen  A,  B>  C\...  sind  die  ihnen  proportionirten 
Zahlen  a,  6,  c,....  getreten.  Wäre  die  Gleichung  insbesondere 
von  der  nullten  Abmessung,  so  würde  dieser  Factor  schon 
aus  jedem  einzelnen  Gliede  herausfallen. 

Da  hiebei  auch  A:Q=a,  B:Q  =  b,  C:Q  =  cf...  ist,  so  sind 
«,  6,  c,  die  Zahlwertbe  (Werth-  oder  Masszahlen)  der  Grössen 
A,  B,  C,...  in  Bezug  auf  Q  als  Masseinheit  dieser  Grössen- 
gattung.  Mithin  ist  es  gestattet,  in  jeder  gleichartigen  Gleichung 
die  vorkommenden  Grössen  durch  ihre  Werthzahlen  zu  ersetzen. 
Dann  aber  ist  es  —  weil  der  Rückschritt,  wenigstens  bei  combi- 
natorischer  Rechnung,  unverwehrt  bleibt .  —  auch  erlaubt,  umge- 
kehrt die  Werthzahlen,   in  Bezug  auf  welche  eine  Gleichung 
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gleichartig  ist,  durch  die  Grössen  selbst,  denen  sie  angehören, 
zu  ersetzen. 

Zweitens  seien  beide  Arten  der  Grossen  noch  ungern  es« 
sen,  also  z.  B.  Winkel,  Strecken,  Flachen-  oder  Körpern»  ume, 
Zeiten,  Gewichte  u.  derel.  selbst,  noch  nicht  durch  Zahlen  vor- 
gestellt. —  Sind  sie  zugleich  von  einerlei  Art,  so  darf  man  noch 
wie  vorher  jede  der  ersteren  Art  durch  ihre  proportionale  aus  der 
zweiten  Art  theilen,  nur  ist  hier  der  Quotient  Q  eine  Zahl,  und 
es  gilt  daher  wieder  die  vorige  Schlussweise  im  Beweise.—-  Sind 
jedoch  die"  Grossen  von  verschiedener  Art,  z.  B.  die  einen  Flä- 
chen, Reiten,...,  die  anderen  Winkel,  Strecken,...;  so  ist  jenes 
Theilen  nicht  mehr  erlaubt.  Seien  dann  «,  jJ,  y,...  die  Zahlen- 
wert  he  der  Grossen  A,  B,C,...  in  Bezug  auf  was  immer  für 
eine  Masseinheit,  die  von  jeder  aus  ihnen  verschieden  ist,  so 
dass  kein  Zahlwerth  =1  wird;  so  können  diese  durch  jene  ersetzt 
werden ,  und  die  Gleichung  bleibt  noch  gleichartig.  Weil  aber 
A:  B:  C:...  =  o:6:c:...  vorausgesetzt  ist,  so  muss  such  a:ß:y.... 
=  a:b:cf...  sein;  folglich  können  a,  ß,  y,....  auch  als  zusammen- 
gehörige Zahlwerthe  von  «,  b,  c,...  angesehen  und  daher,  ver- 
möge des  Obigen,  auch  wieder  durch  diese  Grössen  ersetzt  wer- 
den. Dann  aber  sind  die  ursprünglichen  Grössen  A,  B,  C,.... 
einer  Gattung  eigentlich  durch  die  ihnen  proportionalen  o,  6,  c,... 
einer  anderen  Gattung  ersetzt. 

Da  sonach  alle  möglichen  Fälle  erschöpft  sind,  so  gilt  der 
Satz  ganz  allgemein. 


3. 

AA.    Benutzung  dieser  Gleichungen  zur  Ableitung  von 

Hauptgleichingen  der  geradlinigen  Trigonometrie. 

« 

Sind  a,  bt  c  die  Seiten  eines  geradlinigen  Dreieckes  und  er, 
ä,  y  in  derselben  Ordnung  ihre  Gegenwinkel,  so  erweist  man  be- 
kanntlich höchst  einfach  die  beiden  folgenden  Sätze: 

(1)  a  +  /J  +  y  =  180", 

«6c  i 
v  '  sin  er      sinp  siny 

Aus  ihnen  aber  lassen  sieh  vermöge  des  so  eben  erwiesenen 
Lehrsatzes  nachstehende  andere  Hauptgleichungen  sehr  leicht 
ableiten. 

1.   Aus  (t)  folgt  sin«=sin(0-f  y)  oder 

1 

(0)  sina=sin  ß  cos  y-f  siny  cos  ß. 

Ersetzt  man  nun  hierin  die  sin  durch  die  ihnen  vermöge  (2)  pro- 
portionalen Seiten,  so  erhält  mau 
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(3)  a=r6cosy  +  ccos  ß, 

bekanntlich  die  G  r  u  r»  d  g  I  e  i  ch  u  n  g  der  gesamniten  «benen  Trigo- 
nometrie. 

II.  Die  Gleichung  (0)  giebt  ferner 

sin  et = sin  ß  (cos  y  -f  sin  y  cot  ß) 

folglich,  wenn  man  sin  er,  sin/5  durch  ihre  Proportionalen  at  b 
ersetzt, 

a=6cosy+0siny.cot/3, 

woraus  man 

/i.  *ö    o-6cosy  6  siny 

<4>  co^=-"6lin7-  '  «»S^i^SS-y 

lindet. 

III.  Erhebt  man  die  Gleichung  (0)  zur  zweiten  Potenz  und 
umstaltet  diese  in  folgender  leicht  zu  überschauenden  Weise,  so 
erhält  man 

sin  a«  =  sin0*cosy«  +  siny«cos/3«  -f  2  sin  ß sin  y  cos/3  cos  y 

==sin/3«(l— siny«)  +  siny*(l —sin/3«) +2sin/3  siny  cos/3  cosy 
=  sin/3« + sin  y«  -f  2sin/3  si  ny  (cos/3  cosy — sin/S  sin  y) 
= sin/3«  +  siny«  +  2sin/3  siny  cos  (ß  +  y) , 

oder  weil  vermöge  (1) 

cos(ß+  y)=— cosa  • 

ist, 

sina«=sin/3«  +  siny« — 2  sin/3  siny.  cosa. 

Setzt  man  abermals  statt  der  sin  die  ihnen  proportionirten 
Seiten,  so  erfolgt 

(5)  o«=6«  +  c«— 26c  cos  et , 

der  bekannte  erweiterte  Py thagorische  Lehrsatz. 

IV.  Allgemein  gelten  für  jede  zwei  Winkel  a  und  ß  die 
Gleichungen 

sino + sin/3 = 2Tsin  j  (a+/3)  cos  ^  (a— /3) , 

sin  a— sin/3 = 2 cos  ^  (a+  /3)  sin  j  (a  — /3) ; 
daher  ist  auch 
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sin«  —  ainß  t  " 

Gehören  nun  -  diese  Winkel  einem  geradlinigen  Dreiecke  an, 
und  ersetzt  man  ihre  Sinus  durch  ihre  proportionalen  Gegenseiten, 
sso  erhält  man  den  bekannten  Satz 


(6) 


«~b  tang^-fl 


Anmerkung.  Aus  denselben  zwei  Grundgleichungen  (1) 
und  (2)  hat  aucn  schon  Cauchy  in  seinem  Cours  d'analyse, 
Paris,  1821.  S.  430.  437.,  deutsch  von  Hu  zier,  Königsberg. 
1K28. ,  S.  306.  —  310.,  so  wie  Herr  Prof.  Grunert  im  Archiv, 
II.  Theil,  1842,  %  Heft.  S.  215.  -218.  die  Haupt-  und  mehrere 
andere  wichtige  Gleichungen  der  geradlinigen  Trigonometrie  ab- 
geleitet. 


B.   Betrachtung  zweier  und  dreier  erstgradiger  Glei- 
chungen mit  drei  Unbekannten. 


Das  Folgende  einleitend  betrachten  wir  zuvorderst  folgende 
zwei  erstgradige,  die  drei  Unbekannten  x,  y,  :  enthaltende 
Gleichungen : 

(1)  ax  +  by  +  cx  =  0, 

a'x  +  6'y  +  c'*  =  0. 

Diese  Gleichungen  können  nicht  die  vollständigen,  sondern 
(vermöge  des  Art  2)  nur  proportionale  Warthe  der  Unbekannten 
bestimmen ,  weil  sie  in  Bezug  auf  diese  gleichartig  sind.  Zur  Er- 
mittelung dieser  Proportionalen  eliminiren  wir  je  eine  der  drei  Un 
bekannten,  indem  wir  die  erstere Gleichung  mit  einem  unbestimm- 
ten Multiplicator  k  multipliciren,  und  im  Unterschiede  beider  Glei- 
chungen 

(a'— lä)  x  +  (6'—A6)  y + -Xe)  t = 0 
den  Factor  der  zu  eliminirenden  Unbekannten  Null  machen. 
Setzen  wir,  x  eliroinirend,  a'  —  lat  so  wird 
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JL 


kc  —  c'—  v -ur 


daher,  wenn  wir  die  Nenner  mit  a  niultipliciren  und  ka  durch  «' 
ersetzen, 

e  * 

y  


cu' — v'a     ab'  —  a'h' 

-. 

Setzen  wir,  y  eliminireml,  b'  =  Xb,  oder  vertauschen  wir  in 
der  letzten  Gleichung  y  mit  x,  also  b  mit  a;  so  erhalten  wir 


b'c  -  be'  -  a'b  -  ab' ' 

Diese  Ausdrücke  gleich  stellend  finden  wir  zu  den  Gleichun- 
gen (1)  die  ihnen  gleich  geltenden  Verhältnisgleichungen 


x  y 

{l)  bc'-b'c-  ca'  -  c'a-  ab'  -  a'b ' 

in  denen  die,  den  Unbekannten  x,  y,  t  proportionirten ,  Unter- 
schiede aus  den  Coefficienteu  der  Gleichungen  (1)  nach  einem 
leicht  überschaulichen  Gesetze  gebildet  werden. 


z 


Untersuchen  wir  als  weitere  Vorbereitung  auch  noch  die  fol- 
genden drei  erstgradigen  Gleichungen  eben  der  drei  Unbe- 
kannten : 

(3)  o\r +oy -f-ci  =0, 

b'y+c'z=0, 

so  erhellt  auch  hier,  dass  aus  gleichem  Grunde  wie  vorher  selbst 
diese  drei  Gleichungen  blos  proportionale  Wert  he  der  Unbekann- 
ten zu  bestimmen  geeignet  sind ,  und  auf  zwei  ihnen  gleichgeltende 
Verhältnisgleichungen  zurückgebracht  werden  können,  zu  denen 
jedoch  für  die  dreimal  drei  Coeföcienten  eine  Bediogungsgleicbung 


Diese  Bedingungsgleichung  ergibt  sich  leicht r  wenn  man 
aus  zwei  Gleichtingen,  z.  B.  aus  aen  beiden  ersten  mit  den  obi- 

ten  (1)  Übereinkommenden,  die  Proportionalen  (2)  bestimmt,  und 
iese  in  der  dritten  Gleichung  substituirt;  sie  wird  sonach 

(4)  ab'c''-a''b'c+a'b"c-a'b"c'  +aw6c'-a'6c*=0 . 

Weil  jedes  der  drei  aus  den  drei  Gleichungen  (3)  sich  ergebenden 
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Paare  von  Gleichungen  drei  Proportionalen  zu  den  Unbekannten  He* 
fert,  so  wurde  man  drei  mal  drei  solche  Proportionalen  linden,  von 
denen  aber  jede  mir  aus  den  Coeflicienten  je  aweier  Gleichun- 
gen gebildet "  »rare. 

Um  jedoch  —  wo  möglich  —  Proportionalen  zu  finden,  die 
den  Coeflicienten  aller  drei  Gleichungen  symmetrisch  zu- 
sammengestellt werden,  setzen  wir 

(4)  Lx  +  My  -f  Nz=u , 

indem  wir  L,  M,  N  später  passlich  zu  wählen  uns  vorbehal- 
ten und  eine  neue  Unbekannte  u  einfuhren. 

JMultiplicircn  wir  sofort  die  Gleichungen  (3)  mit  den  unbe- 
stimmten Alultiidicatoren  k,  ft,  v,  und  ziehen  die  Producte  von 
der  Gleichung  (4)  ab,  so  finden  wir 

u=(L~ka)x  +  {M-kb)y  -f  (N-kc)z 
=  (£,-««>  f(i#-«Ä')y  +  (^-^> 
=  (L-va")x  \-(N-vbtt)y  +  (iV-vc")z . 

Waren  nun  die  Multiplicatoren  L,  Jü,  N  und  X,  p,  v  so  be- 
messen, dass  im  ersten  Ausdrucke  von  u  nur  x,  im  zweiten  nur 
y  und  im  dritten  nur  2  blieJio,  daher 

(5)  u={L  —  kn)x—(M—^ö')y=(]\~vcv)z 
ausfiele;  so  mOsste 

(6)  £=ua'=v«",  J/=vAw  =  A6,  N=kc^(ic' 

< 

sein.    Dies  kann  jedoch  nur  geschehen,  wenn 

LMN.  iav  =  a'b'c  =  a"bc' 

ist,  alsö  die  weitere  Bediuguugsglcichung 

(7)  a'6"c:=ö"6c' 

besteht.    Zugleich  fSnde  man 

L      \l     v        M     v  k     jV     k  fi. 

(ö)  a'a"-"a"-  <i"    6"A~6—  b"    cc'— <r'— c  ' 

Um  aber,  wie  es  die  Gleichungen  (3)  erheischen,  die  sechs  un- 
bestimmten Coeflicienten  unter  sich  zu  verknüpfen,  setzen  wir 

entweder  -r~7>  gleich  einer  der  Zahlen  b,  c,  denen  in  den  bei- 
n  n 

den  anderen  Gleichungen  v  und  p  proportional  sind; 
M 

oderrT^- gleich  einer  der  Zahlen  c' ,  a',  denen  in  den  beiden 
anderen  Gleichungen  k  und  v  proportional  sind; 
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oder  endlich      gleich  einer  der  Zahlen  a",  b",  denen  in  den 

zwei  übrigen  Gleichungen  ft  und  X  proportional  sind. 

Danach  ergeben  sich  jene  Coefficicnten  leicnt,  und  sind  nur 
noch  in  die  Gleichungen  (5)  zu  setzen,  um  die  gewünschten  Ver- 
hältnissgleichungen als  Stellvertreter  der  vorgelegten  Gleichungen 
(3)  zu  erhalten. 

Beispiel.   Setzen  wir  -,-^=6  so,  wird 

L=n'a"b,  ti=a"lß,  v=a'b; 
M=a'b"b,  k=a'b"; 
N=a'b"c  =  a"bc'; 

folglich  sind  die  gesuchteu  Verhältnissgleichungen: 

(9)         (a"b  -  ab»)a'x=(a'b"-a%')  by = (c'*"-cV)  bz . 


ß. 

Eine  besondere  Art  der  allgemeinen  Gleichungen  (3)  ist 
diejenige,  bei  welcher  der  Bedingungsgleichung  (7)  dadurch  ent- 
sprochen wird,  dass 

(10)       c      b"=c'  =  A,  c=a"=B,  a'=b=C 

ist.   Hier  übergehen  die  Gleichungen  (8)  in 

(»>  SC"  CA- Ali— A  ~B~V 

Schreibt  man  nun  die  Gleichungen  (3)  mit  Beachtung  der' 
Gleichheiten  (IQ)  und  (11)  ab,  und  Jnsst  bei  den  Buchstaben  b't 
c"  die  jetzt  entbehrlichen  Striche  weg,  so  erhält  man  folgende 
merkwürdige  und  in  vielen  Forschungen  auftretende  Art  von  Glei- 
chungen *): 

(12)  a*  +  Cy  +  Z?x  =  0, 

Cx  +  by  +  Ai=z0, 

Sie  sind  demnach  vermöge  (4)  an  die  Bedingungsgleichung 


Cauchy  dürfte  wohl  der  Ernte  «ein,  der  nie  to  anordnet,  x.  II. 
in  seinen  Exercices  de  inathematique«,  IH27.  t.  II.  p.  87.  bei  den 
TrägheiUmomenten,  1828.,  t.  III.  |>.  5.,  10.,  17.,  83.  Lei  den  Flächen 
der  2.  Ordnung. 
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(13)  abc~aA*—bB*-.CC*  +  2ABC=0 

gebunden  und  den  Verhältnisgleichungen 

( 14)  (BC—  aA)x =  (CA  — bB)y =(AB-cC)i 

» 

glelchgeltend. 

Diese  Verbältoissgleichungen  lassen  sich  noch  wie  folgt  um- 
gestalten.   Setzt  man  fflr  einen  Augenblick 

(15)  BC-aA=H,  CA-bB=2>,  AB-cC=€; 
wodurch  sich  die  Gleichungen  (14)  auf 

(16)         '  Hx=X>y=<lz 
vereinfachen,  so  findet  man  durch  Multiplication: 

£<£= A*BC-  AbB*-  AcC*  +  bcBC, 
O  =  B^CA  —  BcC*—BaA*  +  caCA  . 
&X=C*AB  -CaA*—CbB*  +  ab  AB. 

Zieht  man  hiervon  die  der  Reihe  nach  mit  A,  ß,  C  multiplicirte 
Bedingungsgleichung  (13)  ab,  so  erhält  man: 

2>£=bc(B<:-aA)-A\BC-aA) =21(6c-^*) , 
CX=:ca(CA  -  bB)—B*(CA-bB)=2>  (ca—B*) , 
X75  =  ab(AB-cC)—  C\AB-cC)=&(ab-C*) . 

Setzt  man  noch  für  einen  Augenblick 
(17)  bc—A*=a,  ca-B*=ß,  uo-C2=y: 

so  übergeben  die  letzten  Gleichungen  in 

welche  paarweis  multiplicirt 

(18)  2la=/5y,  <T*=a<3 

und  sonach 

(19)  u7P=ß&=zy€*=aßy, 

folglich 

a  V« = »  V/3 = <E  vy = 

►  - 

«eben;  woftir  man  bequemer 

Theil  MI.  « 
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V«      '  vP      '  Vy 


setzen  kann. 


In  den  Gleichungen  (16)  wird  man  demnach  21,  <£  durch 
ihre  Proportionalen  ^ ,  ^ ,  —  ersetzen ,  und  erhalt  sofort 

je  V  _ 

v«~  v/J  vy 

oder  nach  den  Gleichungen  (17) 


als  die  neue  Form  der  Verhältnissgleichungeii. 

Fuhrt  maif  noch  in  den  Gleichungen  (18)  und  (19)  an  die 
Stelle  der  Hilfczahlcn  3,  <£;  «,  0,  y  ihre  Ausdrücke  (15)  und 
(17)  ein,  so  ergeben  sich 

(21)  (ÄC-ö^)*=(c«-i3*)(a&-C*), 

(CA-bA)*=  («&--£«)  (t>c-A*) ,  " 
(^Ä-cO*=(Äc-^2)(ca-Ä«) 

und  ' 

(22) 

(oc-J*)  (BC-aA*)*=(ca-B*)(CA-bB*)*= (ab-C*}(AB-cC*)* 

= (6c— vi«)  (ca -B*)  (ah—  C*) , 

* 

als  andere  Gestalten  der  Bedingungsgteichung  (13). 

Diese  Bedinguiigsgleichung  gestattet  noch  eine  andere  merk- 
würdige Darstellung.   Theilt  man  sie  durch  ABC,  so  «vird  sie 

n  abc  aA  bB  cC  ' 
0  =  ABC~  BC~  CA  ~Äß+2 

it     <*A  *.  .  ,«     bB.  .         cC  v      -      abc  „ 

=<1-ßc)+(«-c2>  +  (I-3B)-(1-a«c^ 

und  man  sieht  sich  aufgefordert,  zur  Abkürzung 
,     aA  t     bB    .    .  cC 

zu  setzen.    Dadurch  wird 

aA  _  bB    .  cC  , 

TR:  VA        bt  ÄB~l~c 
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und  das  Product  dieser  Aasdrücke 

♦ 

^=(t-«)(l_b)l-f)  . 

=  1  -  a-b— c  +  bc  +  ca  +  ab— abc 
Substituirt' man  oben,  so  wird 

0=bc  +  ca  +  «b  — ftbc 
Theilt  man  diese  Gleichung  durch  Abc,  so  übergeht  sie  in 

a^b+c— 1 

oder,  wenn  man  die  früheren  Ausdrücke  wieder  herstellt,  in 

(23)  aA+       bB+  cC~J' 

1    WC    l~CÄ  l~AB 

welches  die  gesuchte  bemerkenswerthe  Gestalt  der  Bedingungs- 
gleichung (13)  ist. 


7. 

• 

Will  man  die  eigentümlich  geformten  Gleichungen  (1*2)  un- 
mittelbar, ohne  von  einer  allgemeineren  Form  zu  ihnen  herab- 
zusteigen, in  Behandlung  nehmen,  so  dürfte  der  folgende 
Vorgang  vor  anderen  den  Vorzug  verdienen. 

Theilt  man  diese  Gleichungen  der  Ordnung  nach  durch  BC, 
CA,  AB,  so  lassen  sich  ihnen  folgende  Formen  ertbeilen : 

ft  aA   x  t  y      i  A 

(24)  BC  A+B+  C—0' 

A+  CA  B  C~ 

*  .  y  .  cC  z  _ 

*  r  " 

Diese  Formen  fordern  aber  sogleich  zur  Einführung  nachste- 
hender Abkürzungen  auf: 

dB)       5=«.  5=^.f=ej 

<*A         bB     0  cC 
C26)  BC=°  CÄ^?'  AB  =  ?< 

ti* 
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durch  deren  Einführung  die  letzten  Gleichungen  die  höchst  ein- 
fache tiestalt 

l 

(27)  «|+i?+:=0, 

annehmen,  in  der  sie  sogar  nur  noch  drei  Coeflficienteii  anstatt 
der  früheren  sechs  enthalten. 

Setzt  man  noch  ffir  einen  Augenblick 

zieht  hievon  die  Gleichungen  (27)  einzeln  ab,  und  benutzt  die  Ad- 
dition der  Verbfiltnissglieder ;  so  erhftlt  man 

ro=a-«)£=(tHJ)i?=(l-yK 

j  v_  t_ 

=  1  -  1  —  1 

1— a     1—0  1-y 

=  i  .  i  t~ r 


Mithin  lassen  sich  die  Gleichungen  (27)  durch  die  Verhalt 
nissgleichungen 

(28)  (l-«)$=(l-0)if  =  <l-y)i; 

ersetzen,  und  ihre  CoelTicienten  sind  an  die  Bedinguugsgleichung 

gebunden,  welche  durch  Beseitigung  der  Nenner  die  Form 
(30)  «fr--*--l-y+3=--0 

annimmt. 

Aus  eben  jener  Bedingungsgleichung  findet  man  anderweitig 

•der 

(31)  (l-/5)(l-y)  =  (l-«)(^y~l),  und  nachgebildet 

(l-r)(l-«)=(t-0Ky«-i), 
(1-«)(t^)  =  (I~y)(«^J). 
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Die  I'roducte  je  zweier  solcher  Gleichungen  liefern  sofort 

(32)  (l-«)»  =  («jJ-D(«y-l), 

CI  -  C^y— 1)  0?«— 1) , 

0  -  7^(7« -1)  (70-1). 

Multiplicirt  man  aber  jede  der  Gleichungen  (31)  mit  dem 
ersten  Factor  ihres  zweiten  T heiles,  so  findet  man 

(33)  (l-a)»(/5y-l)=(l-|J)«(ya~J)=(t-y«)(^-l; 

=  (l-«)(l-0)(l-y), 

■ 

and  hieraus 

(34)  (1  -a)\jpi  =  (1  _  ß)\T^l  =  ( I  -  y) ViFT - 

Sofort  können  in  den  Gleichungen  (28)  die  Factoren  1  —  «, 
1-0,  I— y  durch  ihre  Proportionalen 

1  I  1 


ersetzt  werden,  wodurch  jene  VerhSltnissgleichungen  die  Form 

(35)  -_J==-_A=  =  _1_. 

yfßy-y  v>b-i  ^«ß-i 


Stellt  man  nun  endlich  in  den  Gleichungen  (28),  (29;,  (30), 
(32),  (33),  (35)  fiir  |,  rj,  £  und  a,  0,  y  ihre  Ausdrucke  aus  (25) 
und  ("26)  wieder  her;  so  erhält  man  mittels  ganz  leichter  Zuriick- 
leitungen  die  vorher  in  Art.  6.  genannten  Gleichungen  (14),  (23), 
(13),  f2l).  (22),  (20). 


8- 

- 

BB.   Verwendung  dieser  Gleichungen  zur  Aufstellung 
von  Hauptgleichungen  der  ebenen  Trigonometrie. 

Bezeichnen  a,  6,  c  die  Seiten  und  «,  ß,  y  die  ihnen  gegen- 
über liegenden  Winkel  eines  ebenen  Dreieckes;  so  findet  man  da- 
durch, aass  man  die  dasselbe  begrenzende  geschlossene,  dreiglie- 
drig gebrochene  Linie  abc  der  Reihe  nach  auf  drei  Axen  projicirt, 
deren  positive  Richtungen  denen  der  Seiten  n,  b,  c  seihst  ent- 
gegengesetzt sind,  geradezu  die  Gleichungen 


I  ■ . 
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(30)  —  <i+6cosy  +  ccos/3=0, 

a  cosy  —  b  •{■•€  cosa=0 , 
a'co80  +  6cosa-c=O. 

Hält  man  sie  an  die  obigen  Gleichungen  (12),  so  bat  man  zu 
ersetzen 

■  jUv    lltll    |  \t*\    .Oj*»i;irf  >»->|»)    •  r-J«.    u:.in  iit'x'Untiut/ 

die  dortigen  y,  z;    a,     6,      c;      ^,      Ä,  C; 

durch  die  hiesigen   a,  6,  c;  —1,  — 1,  — 1;  cosa,  cos/3,  cosy. 

Dadurch  gew  innt  man  aus  den  Gleichungen  (13),  (21),  (22)  und 
(23)  durch  geringe  Vereinfachung  die  folgenden  /einander  gleich 
geltenden : 

(37)         cosa2  +  cos/S*  •+  cosy2— 1  +  2cosa  cos/3  cosy=0 ; 

(38)  ^cosa-f  cos/3  cosy  =  sin#.»i  ny  . 

cos/3 -f  cosy  coso  =  sinysino, 
cosy  -f-  cosa  cos/3 = sin«  sin/3 ; 

(38^)  cot/3  coty  -f  cotycota  -j-  cotacot  /3=  1 ; 

welche,  vornehmlich  die  (38),  weil  sämmtliche  dieser  Dreiecks- 
winkel hohl  sind,  auf  die  bekannte  Gleichung 

(39)  «  +  0+y=18O° 

zurückführen. 

,  ■  -  mit  U9I"  II  r 

Endlich  geben  die  Gleichungen  (14),  verbunden  mit  (38),  oder 
die  Gleichungen  (20)  allein,  die  Proportionen 


(40)  ^«JL-^L^ 

sin«       sin/?  «iny 

Bemerkung.  Wer  demnach  in  einem  Lehrbuche  der  reinen 
Mathematik  in  der  Lehre  von  den  Gleichungen  die  Gleichungen 
(12)  erforschen  würde,  der  könnte  in  der  ebenen  Trigonometrie, 
sobald  er  die  Gleichung  (30)  erwiesen  hätte,  aus  ihnen  vermöge 
der  Ergebnisse  jener  Forschungen  tjie  Gleichungen  (311)  und  (40) 
sogleich  in  der  hier  gezeigten  Weise  folgern. 

n-»yj;i  ajnth  9. 

*n  mi  nt  Hfjurt  im   »-^J  •  >hnil  iwneiit-  ü^ttl-,  ln*l*i'ßi  iuU.n„.i 


Es  dürfte  vielleicht  nicht  unangemessen-  sein ,  hier  noch  zu  zei- 

Sen ,  wie  auch  ohne  solche  Vorbereitung  aus  den  Gleichungen  (3«) 
ie  beiden  Hauptgleichungen  (3ü)  und  (40)  der  geradlinigen  Tri- 
gonometrie höchst  leicht  und  zugleich  abgeleitet  werden  können.*) 


*)    Ich  hnbe  die»c  Ableitung,  ohne  sie  irgend  wo  anders  gefunden 
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Eluniuirt  mao  aus  den  Gleichungen  (<M)  eine  Dreiccksseite, 
etwa  die  t,  was  am  einfachsten  geschiebt,  wenn  man  ihren  Aus- 
druck aus  der  letzten  Gleichung  in  die  beiden  ersten  setzt;  so  er- 
halt man  % 

a  sin/32  =  b  (cos«  cosß  +  cosy) , 
6sin«*  =  a(cos«cosß  +  cosy) . 

Aus  diesen  Gleichungen  leuchtet  ein,  dass  der  gemeinschaftliche 
Schlussfactor  weder  Null  noch  negativ  werden  kann,  weil  a,  b 
als  Dreiecksseiten,  und  sin«,  sin/?  als  von  (hohlen)  Dreieckswin- 
keln herstammend,  positiv  und  von  Null  verschieden  sind. 

Multipliciren  wir  demnach  diese  Gleichungen  erstlich  wie  sie 
über  einander  stehen,  dann  flbers  Kreuz,  theilen  dann  durch  die 
nie  verschwindenden  Factoren  ab  und  cos» costf  +  cosy ,  und  zie- 
hen endlich  aus  den  Producten  die  zweiten  Wurzeln ,  die  nur  po- 
sitiv ausfallen  können ;  so  erhalten  wir 

sin«  sin/?:=  cosa cosß  \  cosy 

und 

«sinß  — Äsina. 

Die  erstere  Gleichung  gibt: 

cos  y  =s — (cos«  cosß  —  si  na  sinß) 
=  — eos(a  +  0), 

folglich,  weil  «,  ß,  y  hohl  sind, 

(39)  «  +  0  +  y=18O«>; 

die  andere  aber 

ob  c 
W  ^  =  ^uod  nachgebildet  n.ch  =  ^  . 


eu  haben,  In  $.  557.  meiner  Ueberarbeilung  de«  2.  Bd*.  >on  Yega'« 
Vorlesungen  über  d.  Mathematilc.  Wien.  1.  Anfl.  1835., 
2.  Aufl.  1848.  gegeben.  Unmittelbar  davor  in  $.  556.  zeigte  ich  nach 
J.  J.  Ltttrow'«  Elementen  d.  Algebra  u.  Geometrie.  Wien 
1827.  S.  208.  5.  1.  die  von  Herrn  Dr.  Rädel  1  im  Archiv.  1.  ThL  4. 
ü.  1841.  S.  444.  mitjretheilte  Herleitung  de«  erweiterten  Pvthogori- 
•chen  Lehraalze«  ((5)  in  AA) ,  die  aber  auch  «chon  Carhot  in  «einer 
Geometrie  de  position.  Pari«.  1803.  t.  11.  nun.  251.  gelehrt 
bat. 
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VI. 

Zwei  bemerkenswert  einfache  Her- 
leltungen  der  Hauptgleiehungen  der 
sphärischen  Trigonometrie. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  Wilhelm  Matzka, 

Professor  der  Mathematik  xu  Tirnow  in  Galiiiea. 


Bekanntlich  gibt  es  mehrere  (darunter  eine  sogar  von  JLa- 
grange  herrührende)  Ableitungen  der  in  der  sphärischen  Trigo- 
nometrie zwischen  den  Seiten  und  einem  Winkel  eines  Kugel- 
dreieckes bestehenden  Grundgleichung,  aus  der  alle  übrigen 
HauptgleichunL'on  blos  analytisch  hergeleitet  werden  können.  Jede 
derartige  Ableitung  wendet  auf  die,  zweien  geradlinigen  Drei- 
ecken gemeinsame  Seite  den  erweiterten  Pythagorischen  Lehrsatz 
an.  Eine  solche,  Ableitung  wird  jedoch  unbrauchbar,  wenn  ent- 
weder eine  Seite  oder  ein  Winkel  des  Dreieckes  =  90°  wird ; 
auch  unterlässt  man  gewöhnlich  die  Giltigkeit  der  Gleichung  fiir 
alle  möglichen  Fälle  nachzuweisen.  Im  Folgenden  theile  ich 
zwei  Ableitungen  dieser  Grund-  und  Hauptgleichungen  mit, 
welche  der  Beachtung  der  Geometer  nicht  unwürdig  sein  dürften. 
Die  erste  stellt  jene  Grundgleichung  sogleich  mit  voller  All- 

Semeingiltigkeit  nach  der  bisher  zu  wenig  beachteten  und 
arum  auch  rncksichtlich  ihrer  unschätzbaren  Vortheile  gar  nicht 
gekannten  Lehre  von  der  rechtwinkligen  Projection  auf,  über 
welche  ich  —  vielleicht  in  nicht  ferner  Zeit  —  eine  ausführliche 
Abhandlung  veröffentlichen  zu  können  hoffe.  Die  zweite  leitet 
sämmtliche  Hauptgleichungen  geometrisch  und  zwar  aus  einer 
einzigen  Figur  ab,  wozu  die  Projectionslehre  gleichfalls  einen 
höchst  schätzbaren  Beitrag  liefert. 
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A.    Erste  Herleitung. 
1. 

Gruudgleichung.  Sei  (in  Taf.  I.  Fit;.  2.)  ABC  ein  Ku- 
geldreieck oder  OABC  das  ihm  am  Mittelpunkte  O  der  Kugel 
entsprechende  dreikantige  Eck;  danach  seien  A  =  a,  B—ß,  C=y 
seine  Winkel  und  o,  6,  c  deren  Gegenseiten.  Im  Kugelmittel- 
punkte O  stelle  man  auf  den  Halbmesser  (JA  einer  Spitze  A 
des  Kugeldreieckes  oder  auf  die  eine  Kante  OA  des  Eckes  die 
senkrechte  Ebene  H  auf,  projicire  (winkelrecht)  in  diese  die  Halb- 
messer OB,  OC  der  beiden  anderen  üreiecksspitzen  oder  die 
zwei  übrigen  Kanten  nach  OB,  OC.  Dann  ist,  wenn  man  etwa 
noch  zur  leichteren  Einsicht  die  Seiten  AB—c  und  AC=b  zu 
Quadranten  bis  D  und  E  verlängert,  BOB'  =  BD=AD— DB 
=90°— c,  COC  =  CE=AE—AC=Wi—b,  und  B'OC=a. 

Von  einer  der  beiden  letzteren  Kanten,  etwa  von  OB,  proji- 
cire man  ein  beliebiges  in  O  anfangendes  Stück  OMz=zr  (wofür 
man  auch  die  Längeneinheit  also  ()M  —  \  nehmen  kann),  mittel- 
bar, und  zwar  benfitzend  die  Ebene  TL,  auf  die  Projection  OC 
der  anderen  Kante  OC,  folglich  seinen  Endpunkt  M  nach  N  und 
P    Dann  ist 

ON=  OMcosBOB=TB\nc, 
NM=  OM  am  B  OB1 =r  cosc ; 
OP=  OAcosJS' OC  =  r  sinc.cosa, 
PNzz  OiV  sin#Or7  =  rsinc.sina. 

Nun  projicire  man  jene  Strecke  oder  den  Radiusvector  OM 
in  der  ersten  Kante  OB  einerseits,  und  die  zwischen  denselben 
Grenzpunkten  O  und  M  begriffene  dreigliedrig  gebrochene  Linie 

OPWM  andererseits  auf  die  zweite  Kante  OC  selbst;  so  sind 
ihre  algebraischen  Projectionen  einander  gleich,  und  es  haben 
hiebei 

i 

die  Strecken:  OM,  OP ,  P1S ,  NM 

die  Projectionswinkel :  BOC=  a ,     COC=flO°-  6,  90°,  COA=b . 

Mithin  ist  —  ganz  allgemein  giltig  — 

r.cosa=rsinceosa.cos(90°— b)  +rsincsino.cosUOv  +  rcosc.coso 

oder  wenn  man  durch  r  theilt  und  sonst  reducirt,  sogleich 

(I)  cos  a  ==  cos  «.sin6  sine  -f  cos6cosc , 

die  in  vollständiger  Allgemeinheit  bestehende  Grund- 
gleich ung  zwischen  den  Seiten  und  einem  Winkel  eines  Kugel- 
dreiecks. 


• 
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I.  Erste  Hauptgleichung.  Bildet  man  zur  gefundenen 
Gleichuog  (1)  eine  gleichgestaltete  durch  Verwechselung  von  a 
und  6,  so  wie  von  o  mit  ß;  so  findet  man 

cos  b  =  cos/? .  sine  sina  -f-  cosc  cosa . 

Substituirt  man  diesen  Ausdruck  von  cos©  in  (1),  so  wird 

cosa(l  —  cosc*)=cosasinc2  =  (cosasin6  -f  cos/3cosc  sina)  sine. 

Weil  keine  Seite  eines  Kugeldreiecks  0  oder  180°  sein  kann,  folg- 
lich sine  nie  —0  ist,  so  ist  es  gestattet  durch  ihn  die  letzte 
Gleichung  zu  dividiren ;  und  sofort  erfolgt 

(2)  cosa  sine =cosasin&  -f-  cosßcnscsina, 

die  zwischen  den  Seiten  und  zwei  Winkeln  bestehende  Uauutglei- 
ebung. 

II.  Eine  Hilfssl  ei  chung  zwischen  allen  sechs  Stöcken  des 
Dreiecks.  Vertauscht  man  in  (2)  a  und  c  unter  sich,  und  a  mit 
y,  so  erscheint 

coscsina  =  cosysiua  +  cosß  cosa  sine . 

Schreibt  man  nun  diesen  Ausdruck  von  cosesina  in  (2),  so  über* 
geht  diese  in 

cosa  sine  (1  —  cos/J2)  =cosa  sin6  -f  cosß  cosy  sind 

oder  in 

(3)  cosa  sine  sin/3* = (cosa  +  cos/3  cosy)  sin6. 

III.  Zweite  und  dritte  Hauptgleichung.  Wenn  man  in 
(3)  die  ß  und  f  80  w,e  die  0  undc  unter  einander  verwechselt, 
so  verwandelt  sie  sich  in 

cosa  smA  siny*  =  (cosa  -f  cos/3  cosy)  sine . 

Multiplicirt  man  diese  zwei  letzten  Gleichungen  mit  einander,  und 
zwar  zuerst  so  wie  sie  über  einander  stehen  und  dann  kreuzweis, 
und  zieht  man  aus  den  Producten  die  zweite  Wurzel;  so  erhalt 
man 

±  cosa  sinß  siny =  cosa  +  cos ß cosy, 
i  sin/3  sine  =  siny  sin6. 

In  diesen  Gleichungen  können  jedoch  nur  die  oberen  Vorzei- 
chen gelten.    In  der  ersten,  weil  für  0=y±=9O°,  wie  man  aus  der 
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Lehre  von  den  sphärischen  Winkeln  weiss,  a  —  a  sein  muss;  in 
der  zweiten,  weif  nur  solche  Ku^eldreiecke,  in  denen  Seiten  und 
Winkel  zwischen  0  und  180°  liegen,  betrachtet  zu  werden  pflegen. 
Danach  wird  die  erstere  Gleichung 

(4)  cosa =cosasinßsiny  —  cosß  cosy , 

die  zweite  Hauptgleichung  zwischen  den  Winkeln  und  einer 
Seife ; 

die  letztere  Gleichung  aber 

sin6  sine 

sin/3    siny ' 

oder  durch  Verwechselung  von  b  mit  a  und  ß  mit  et  vervoll- 
ständigt: 

/ÄX  sina    sin  6    sine  ' 

(DJ  —  =  — — ä— -  ~ —  » 

'  sina    sinp  siny 

die  dritte  Hauptglcichung  zwischen  je  zwei  Seiten  und  ihreo 
Gegenwinkeln  *). 

IV.  Vierte  Hauptgleichung.  Setzt  man  in  der  ersten 
Hauptgleichung  (2)  für  sin6  seinen  aus  der  dritten  Hauptgleichung 
(5)  erfolgenden  Ausdruck 

.  ,  «in/3 
s.no=s.na^, 

uro  6  aus  diesen  zwei  Gleichungen  zu  etiminirea;  so  ergibt  sich 

cosa  sine  =  sinßcotasina  -f  cos/5  cosc  sina, 
daher  wenn  man  durch  den  nie  verschwindenden  sina  theilt: 

(6o)  sine  cota= sin/?  cota  -f  cosc  cos/3, 

oder  symmetrischer  geordnet: 

(6)  cosc  cos/3 = sine  cota — sin/3  cota 

als  die  vierte  Hauptgleichung  zwischen  vier  unmittelbar 
nach  einander  folgenden  Dreiecksstücken  at  c,  ß,  a,  von  denen 
zwei,  c  und  /3,  Mittet-  oder  eingeschlossene  Stücke,  die 
beiden  anderen,  a  und  a  Aussen-  oder  äussere  Stücke  und 
zu  einander  Gegenstücke  sind. 


*)  Diese  gleichzeitige  Ableitung  der  zweiten  und  dritten  Hnupt- 
gletchung  habe  ich  —  vielleicht  der  Ente  —  in  meiner  Ucberarbcitung 
des  zweiten  Banden  von  Yega's  Vorlea.  über  d.  Math  ein.,  Wien. 
1.  Aufl.  1835.,  2.  Aufl.  1848.,  in  §.  567.  u.  568.  gegeben. 
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B.   Zweite  Herleitung. 

3. 

Grundgleichung  und  erste  Hauptgleichung.  Indem 
man  die  obigen  Bezeichnungen  beibehält  und  nur  noch  des  Kugel- 
halbniekxers  Zahlenwerth  wie  üblich  ~  t  setzt,  prejicire  man  (in 
Taf.  I.  Fig.  3.)  eine  Dreiecksspitze  A  mittels  senkrechter  Ebe- 
nen auf  die  Halbmesser  oder  kanten  OB ,  OC  der  zwei  anderen 
Dreiecksspitzen  B  und  C  nach  E  und  F,  und  dadurch  zugleich 
mittels  der  als  Durchschnitt  dieser  zwei  proilcirenden  Ebenen  sich 
ergebenden  senkrechten  Geraden  AD  auf  die  Ebene  BOC  jener 
zwei  Kanten. 

Danach  ist 

O£  =  cosc,      EA  =  sine,      AED  —  ß 
El)=EAcMsAED—B\nr. cos/5,  DA  =i  EAa\nA  ED  —  sine  s'inß 
OF=cosb,      FA  =  s\nb,      AFD  =  y 
FD-  FA  cos  AF D= sinö  cosy ,  DA = FA  *\oAFD=8inb siuy . 

Projicirt  man  nun  den  Umfang  des  (ebenen)  Viereckes  OFDE, 
in  welchem  EOF=za,  E=<W=F,  also  EDF~  180°  -  a  ist, 
auf  die  Seite  OE  (als  Hauptaxe)  und  auf  ihre  Senkrechte  (als 
Nebenaxe  der  Projection);  so  haben 

die  Vierecksseiten      OE,  OF,  FD,  DE 
die  Projectionswinkel    0,   a,   a— 90°,  —90°; 

und  sonach  erhält  man  für  die  Haupt-  und  Nebenprojection  der 
Seite  OE  den  Doppelausdruck 


OEZ  0=  OF%Z  a  +  FDCZia-W)+DE^t-W). 

.Substituirt  man  den  Seiten  ihre  obigen  Ausdrücke,  vereinzelt  die 
Gleichungen,  reducirt  die  goniometrischen  Stamm  funetionen  und 
versetzt  die  Glieder  in  geeigneter  Weise,  so  erhält  man  eines 
Theils 

(1)  cosc = cosy  sinn  sino  -f-  cosacoso 

die  Grundgleichung,  und  anderen  Theils 

(2)  cos6  sina  =  cosjS  sine  -f  cosy  cosa  sin6 

die  erste  Hauptgleichung. 

Anmerkung.  Die  Projection  auf  OF  liefert  ein  Paar  ver- 
wandte 
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4. 


I.  Dritte  Hauutgleichutig.  Setzt  man  die  vorher  für 
DA  gefundenen  zwei  Ausdrücke  einander  gleich,  so  ist 

sincsinß = sin6  siny , 


» 


sin6  sine 

amß  siny* 

oder  durch  Vertauschung  von  6  mit  a  und  ßjalta  vervollständigt: 

K  sin«    sino_  sine 

-W  sin«—  sin?— siny' 

welches  die  dritte  Hauptgleichung  ist. 

II.  Zweite  Haupt  gleich  ung.  Projicirt  man  in  den  recht- 
winkligen Dreiecken  ADE,  ADF  die  Spitze  D  des  rechten  Win- 
kels mittels  der  Senkrechten  DG ,  DH  auf  die  Hypotenusen  AE, 
AF;  so  sind  bekanntlich  die  Winkel  ADG—AED=ß  und  AD  II 
=  AFD=sy.  Zugleich  stehen  diese "projicirenden  Senkrechten  auch 
auf  den  beiden  Seitenebenen  AGB,  ÄOC  der  Kante  OA  im  drei- 
kantigen Ecke  OABC  senkrecht. 

Denn  weil  die  Ebene  AED  auf  OB  senkrecht  steht,  so  ist 
sie  auch  auf  der  Ebene  AOB  senkrecht;  und  weil  in  der  erste- 
ren  Ebene  auf  die  Dnrchschnittslinie  AE  beider  Ebenen  die  DG 
senkrecht  gefällt  ist,  so  muss  diese  auch  auf  der  anderen  Ebene 
AOB  senkrecht  stehen.  Eben  so  erweist  man,  dass  auch  die 
DH  auf  der  Ebene  AOC  senkrecht  steht. 

Der  Winkel  GDH  i!er  Normalen  DG,  DH  der  zwei  Ebe- 
nen AOB,  AOC  ergänzt  sich  aber  mit  der  Schmiege*)  dieser 


•)  Mit  Bezog  auf  den  von  Herrn  R.  Wolf  und  mir  im  Archiv. 
Theil  3.,  H.  4.,  S.  446.  und  Th.  6.,  H.  2.,  S.  120.,  Note  f.  ausgespro- 
chenen Wunach  bemerke  ich,  data  ich  für  den  •.  g.  „Winkel  zweier 
Ebenen1'  eine  ganz  passende.  Benennung  gefunden  zu  haben  glaube.  Ich 
schlage  neroUch  vor  au  nennen :  die  Ablenkung  (der  Streckungen)  zweier 
Ebenen  oder  genauer  zweier  Halbebenen  (Ehenenhfilften)  nn  ihrer  Durch- 
«chnittslinie  von  einander  die  Schmiege  (franz.  le  biais)  dieser  Halb- 
ebenen;  ihre  Dnrchschnittslinie  die  Schneide  »der  Schärfe,  die  llalb- 
ebeneu  selbst  aber  die  Wände  oder  Wangen  der  Sclimiege.  —  Zur 
Rechtfertigung  diene  Folgendes:  Nach  Heins!  us  und  Heyse  ist  „die 
Schmiege  1.  bei  den  Werkleuten  ein  Winkel  sowohl  über  als  unter 
90  Grad,  welchen  zwei  Linien  oder  Flächen  (Ebenen?)  bilden  (auch 
Schmiegang),  2.  ein  Werkzeug,  welches  in  einem  beweglichen 
Wtnkelmaasse  besteht,  das  sich  mittels  einer  Stellschraube  öffnen  und 
einsehlagen  lässt  und  zum  Messen  der  gedachten  Winkel  ron  den  Tisch- 
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zwei  Ebenen  zu  180°;  was  man  leicht  einsieht,  wenn  man  seine 
auf  diesen  Ebenen  und  also  auch  auf  ihrer  Durchschnittskante  OA 
senkrechte  Ebene  bis  zum  Durchschnitt  mit  ihnen  erweitert.  Mit- 
hin ist  GDH=\W°—a. 

Endlich  ist  <Jer  Winkel  EDF,  den  wir  oben  =180° — a  fan- 
den, gleich  der  Schmiege  der  zwei  Ebenen  AED  und  AFI),  weil 
AD  auf  der  Ebene  BÖC,  also  auch  auf  DE  und  DF  senkrecht 
steht. 

In  dem  an  der  Spitze  D  entstandenen  dreikantigen  Ecke 
DACH  hat  man  demnach  die  Seiten  ADG  =  ß,  ADH=y  und 
GDHzszIWP-a,  und  den  Winkel  an  der  Kante  DA  gleich 
EFD— 180°  —  a.  Wendet  man  daher  auf  dieses  Eck  oder  auf 
ein  ihm  entsprechendes,  auf  einer  um  D  als  Mittelpunkt  gelegten 
Kühlfläche  gebildetes,  Kugeldreieck  die  bereits  gefundene  Grund- 
gletchung  (1)  an;  so,  öndet  man 

'    cos  (180  -  a)  =  cos  (180 — a)  sin/Jslny  +  cos/S  coay , 

■ 

folglich  nach  leichter  Reduction 

(4)  cosa  =  cosa  sin/3  siny  —  cos/Scosy , 

die  zweite  Hauptgleichung. 

III.  Vierte  Hauptgleichung.  Zieht  man  die  Verbin- 
dungsgerade OD,  so  sind  die  Strecken  DE,  DF  Katheten  in 
zwei  Paar  rechtwinkligen  Dreiecken,  von  denen  das  eine  Paar 
ADE,  ADF,  die  zweite  Kathete  AD,  das  andere  Paar  OED, 
OFD  die  Hypotenuse  OD  gemeinsam  hat.  Das  erstere  Dreiecks- 
paar gibt 

DE.DF^^'^zztongDAE.tongDAF 
=  cot4i:D:cot4FZ)=cotj5:coty, 

das  letztere  aber,  wenn  man  für  einen  Augenblick  EOD=a', 
FOD  =  a»  setzt,  / 


lern,  Schlossern  u.  dergl.  gebraucht  wird  (der  Winkellappen,  da« 
S  rhrägmaa •«).*'  (Vergl.  Karmarsch,  Grnndr.  d.  median.  Tcchnul 
2.  Bd.  S.  98.).  Kollin  (Nouv.  Dict.  de  poche,  Berlin  1822)  übersetzt 
Schmiege  mit  le  biuis  und  nmgekehrt  dieses  mit  Schräge,  Schiefe; 
biais  gras,  maigre,  aign  stumpfer,  scharfer,  spitziger  Win bel.<  Bei 
„schmiegen"  sagt  Hcinsius:  die  Werktente  schmiegen  (machen 
genau  anpassend)  eine  Wand,  wenn  sie  dieselbe  nach  einem  Winkel  über 
oder  unter  90°  genau  nach  der  Schmiege  auffuhren."  IVaeh  Kalt- 
schmidt  hci«st  die  Kante  (zweier  Ebenen  an  einem  ebenfläch  Igen  Kör- 
per) so  viel  als  die  Scharfe,  die  Schneide.  Beide  letzteren  sind  zu- 
gleich analog  der  Spitze  betin  Winkel.  Als  Analogon  für  Schenkel 
am  Winkel  passt  bei  der  Schmiege  am  besten  Wand,  weil  die  Maoer- 
and  andere  so  genannten  Wände  fast  immer  eben  sind  und  ziel  fähig  sich 
durchschneiden,  auch  noch  Wange,  insofern  diese  KörpertheHe  hei Thie- 
ren  meist  conrergiren,  auch  manche  Seitenebenen  an  Maschinen bestand- 
theilen  so  heisarn. 
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DF  DP 

DE:DF=,jj?:  g£=  BinEODiswFOD 
=  sina':  sina", 

folglich  der  Vereio  beider  Verhältnissgleichheiten: 

» 

cotjS :  coty = sin«' :  si  na" . 
Es  ist  aber  a'+a"=a,  also  a"=a  —  a',  und 
coty :  cot/J = sin  (a—a')  :  sina' 


':sina', 


folglich  wenn  man  theilt: 

tang£  coty— sioa  cota'  —  com  .  . 

Es  gibt  endlich  das  an  E  rechtwinklige  Dreieck  OED 

,     OE       cosc  cotc 

COtfl'  =  VT7x  =  —  %=  b  ; 

AZi    sinccosp     cosjö  • 

daher,  wenn  man  substituirt  und  den  Nenner  cosß  weg 
cirt,  erhält  man 

sin/3  coty— sina  cotc — cosa  cosß 

oder  versetzt 

(6)  cosa  cosß — sina  cotc— sin/S  coty, 

die  vierte  Hauptgleichung. 


Heber  die  mittlere  Kntfernungr  des 
Ackers  vom  Hofe,  in  Bezug  auf 

Anwendung. 

Von  dein 

Feldmesser  Herrn  C.  W  asm  und 

zu  Stralsund. 

In  der  vor  Kurzem  unter  dem  Titel:  Ueber  die  mittlere 
Entfernung  einer  Figur  von  einem  Punkte,  oder  Über 
die  sogenannte  mittlere  Entfernung  des  Ackers  vom 
Hofe.  Von  J.  A.  Gruner t.  Greifewald.  1848*)  erschienenen 


*)  Um  Lesern,  denen  obige  Schrift  etwa  noch  nicht  zu  Binden  ge- 
iraen  «ein  sollte, 'wenigstens  anzudeuten«  worum  es  sich  handelt,  will 
ich  den  Begriff  der  mittlem  Entfernung  der  Kurse  wegen  in  der  Sprache 
des  vorigen  Jahrhundert«  hersetzen:  Unter  der  mittlem  Entfernung  einer 
Linie,  Flüche  oder  eines  Körpers  von  einem  Punkte  wird  verstanden  da« 
arithmetische  Mittel  au«  den  Entfernungen  «äromtlicher  Elemente  der- 
selben vom  gedachten  Punkte,  oder  hieraus  hervorgehend  und  noch  be- 
quemer für  die  Anknüpfung  der  Rechnung:  Die  mittlere  Entfernung  ist 
die  Summe  der  Entfernnngsmomenfe  sämmtlicher  Elemente,  dividirt  durch 
die  Summen  sämrotlicher  Elemente,  unter  Entfernungsmoment  das  Pro- 
duet  de«  Elements  in  seine  Entfernung  verstanden. 

Ist  also  9~f*  die  Gleichung  einer  ebenen  Curve  für  rechtwinklige 
Coordinaten,  so  ist  die  mittlere  r'ntfernnng  des  Cnrvenstück*  zu  dem 
Abscissenintervall   a — a    vom    Anfange  der   Coordinaten    nb:    M  — 


fyyf  i+(*i)Vsnw 


wo  der  Nenner  natürlich  das  Curven- 


stück  selbst  ist.  Für  die  gerade  Linie  aö,  o/?,  deren  Gleichung  also 
r=r*  =^Tax+aß^    '*•''  *leU  die>'   weil  ,,ier|i    constant  ist. 
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Schrift  giebtder  HerrVerfasser,  nachdem  zonächstder  Begriff  festge- 
stellt worden  ist,  Formeln  ffir  die  mittlere  Entfernung  eines  Drei- 
eck« von  einem  Punkte,  und  zeigt  dann',  wie  sich  hiernach  die 
mittlere  fcntfernung  jeder  geradlinigen  Figur  durch  ihre  Zerlegung 
in^  Dreiecke  finden  lasse.  D\e  Formeln  sind  jedoch  etwas  com- 
plicirt,  und  überhaupt  hat  man  es  in  der  Praxis  auch  mehr  mit 
ganz  gesetzlosen  Curven  zu  thun.  Ich  suchte  deshalb  nach  einem 
möglichst  einlachen  Verfahren  fiir  diese  Falle,  wo  man  sich  doch 
lediglich  mit  Näherungen  behelfen  muss,  und  kam  dabei  auf  fol» 
genden  Satz: 

För  den  concentrischen  Ring  mit  den  Halbmessern  r  und  o, 
oder  einen  Ausschnitt  desselben,  ist  vom  Mittelpunkte  abgerechnet 

die  mittlere  Entfernung  *         woraus  för  o=0. 

für  den  Kreis  oder  Kreisausschnitt  vom  Halbmesser  r,  hervorgebt 

mm  * 

Hierauf  lässt  sich  nun  das  nachstehende  Verfahren  grilnden, 
welches  mir  iür  die  Praxis  genügend  scheint.  Soll  die  mittlere 
Entfernung  der  FlSche  aaa   ( Taf.  I.  Fig.  4),  deren  In- 
halt =F,  vom  Punkte  C  ermittelt  werden,  so  theile  man  die- 

*     .    *■  *  * 

M  =  ~;/V **+(/»)",  oder  entwickelt: 
« 


Sind  ferner  5~fy  nod  *=/y  die  Fnlnrgleichungen  sweier  Cnrven, 
so  ist  die  mittlere  Entfernung  de«  Flächenstücks  zwischen  beiden  t)\\r- 

P  tf"'»** 

Ten  für  das  Bogenintervall  a  — «  vom  Pole  ab:  ¥=  *ars   TrP  » 

-  .   «  /y 

wo  der  Nenner  daa  Flächenstück  selbst  ist. 

Für  den  concentrischen  Ringausachnitt  mit  den  Halbmessern  r  und  y 
nod  dem  Mittclpuuktswinkel  a,  sind  für  den  Mittelpunkt  als  Pol  die  Glei- 
chungen der  beiden  Kreise  s=zF<p  =  r  und  » = =  p ,  daher  deasen 
mittlere  Entfernung  vom  Mittelpunkte  alt : 

o      "  ? 

welches  der  oben  benuUte  Sats  ist.  Dies  möge  zur  Andeutung  des  Be- 
griffs hier  genügen. 

Theit  XIII.  7 


selbe  von  6' ans  in  concentrische  Ringe  1,  2,  3,  n,  ermittele 

die  Flächengriissen  fx ,  /a  f '  /s •  fn ,  so  wie  nach  obigem  Satze 

auch  die  mittlem  Entfernungen  im,,  ma,  i»3,  »»„  dieser  Ringe 

von  Cab,  dann  ist  der  Gesamratflache  mittlere  Entfernung:  -flf  — 
mlfi+m^  +  nhf*....+mnfn  (Grunert  a.  a.  o.  $.  17).  Liegt  der 

Punkt  C  innerhalb  der  Fläche  aaa  ,  so  wird  bei  der  Eintei- 
lung auch  noch  ein  voller  Kreis,  oder  ein  Kreisausschnitt  vor- 
kommen, was  jedoch  in  der  Berechnung  keinen  Unterschied  macht..  . 

Betreffend  die  weitere  Anwendung  der  mittlem  Entfernung, 
halte  ich  es  noch  ffir  eine  sehr  schwer  zu  losende  Aufgabe,  selbst 
unter  Voraussetzung  einer  ganz  speciellen  Nutzungsart ,  die  Funk- 
tion der  Flachengrossc  F,  Bonität  B  und  mittlere  Entternung  M 
eines  Grundstücks  von  einem  Punkte  zu  ermitteln,  welcher  die 
YVerthe  mehrerer  Grundstücke  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  propor- 
tional zu  nehmen  sind.  Namentlich  würde  man  der  Praxis  sehr 
widersprechende  Resultate  erhalten,  besonders  für  extreme  Werthe 

von  F,  B  und  M,  wollte  man  diese  Funktion  —       setzen.  Wenn 

auch  vielleicht  der  Zähler  FB  sollte  bleiben  können,  so  würde 
doch  dann  der  Nenner  ausser  von  AI  auch  noch  wieder  von  F 
und  B  abhängig  sein  müssen,  wie  dies  auch  schon  zum  Theil  aus 
Herrn  von  Tiiünen's  Bemerkungen  über  diesen  Gegenstand  in 
seinem  isolirten  Staate  hervorgeht.  Bei  der  Schwierigkeit, 
welche  die  Herstellung  einer  solchen  stichhaltigen  Funktion  hat,  wird 
die  ökonomische  Berücksichtigung  der  Entfernung  bei  derWerth- 
bestiminung  von  Grundstücken  wohl  nur  in  der  Art  Statt  finden 
können,  dass  man  Grundstücke  in  verschiedenen  Entfernungen 
veranschlagt,  und  dadurch  eine  Progression  von  Werthreductions- 
factoren  ermittelt  für  stufensweise  wachsende  Entfernungen.  Hier- 
bei wird  dann  aber  die  Kenntuiss  der  mittlem  Entfernung  von  er* 
lieblichem  Nutzen  sein. 

Ganz  natürlich  wird  man  bei  Betrachtungen  obiger  Art  noch 
zu  der  Aufgabe  geleitet,  für  den  Acker  den  vorteilhaftesten  Ort 
des  Hofes  zu  ermitteln,  rücksicbtlich  der  Entfernung,  d.  h.  für 
eine  gegebene  Fläche  den  Punkt  zu  bestimmen",  von  welchem 
ab  die  mittlere  (Entfernung  derselben  ein  Minimum  ist.  Für  ein 
Dreieck  wird  aber  hierzu  schon  ein  beträchlicher  Recbnungsauf- 
wand  erfordert  werden,  so  dass  man  bei  wirklichen  neuen  Hofan- 
lagen wohl  auf  ejne  mathematische  Lösung  ,wird  verzichten,  und 
sich  damit  trösten  müssen ,  dass  in  den  allermeisten  Fällen  doch 
auch  noch  andere  Umstände  als  die  Entfernung  eine  entschiedene 
Mitberücksichtigung  verlangen. 


Nachschrift  des  Herausgebers; 

In  meiner  Schrift:  Ueber  die  mittlere  Entfernung  einer 
Figur  von  einem  Punkte  oder  über  die  sogenannte 
mittlere  Entfernung  des  Ackers  vom  Hofe.  Greifswald. 
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überhaupt  die  theoretische  Seite  dieses  Gegenstandes  iu  s  Auge 
gefasst,  und  habe  versucht,  mit  völliger  mathematischer  Strenge, 
welche  bei  derartigen  Untersuchungen  leider  nur  zu  häutig  ver- 
nachlässigt wird,  zu  Resultaten  zu  gelangen,  welche  sich  sowohl 
durch  ihre  Allgemeinheit,  als  auch  durch  ihre  Eleganz  auszeich* 
nen  und  empfehlen,  und  glaube,  dass  auf  diese  beiden  Prädicate 
insbesondere  der  Ausdruck  S.  79.  $.  J  1.  Nr.  71.,  welchen  ich  als 
das  in  dieser  Schrift  gewonnene  Hauptresultat  betrachte,  Anspruch 
machen  zu  dürfen  vollkommen  berechtigt  ist.  Wenn  ich  deshalb 
auch  dergleichen  elegante  Ausdrücke  nicht  mit  dem  Namen  „com- 
plicirt'*  belegen  möchte,  so  bin  ich  doch  mit  dem  geehrten  Herrn 
Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  darin  vollkommen  einverstanden, 
dass  die  Rechnung  nach  den  in  meiner  Schrift  entwickelten  Aus- 
drücken ungeachtet  ihrer  Eleganz  für  die  gewöhnliche  Praxis  in 
den  meisten  Fallen  noch  zu  weitläufig  ist,  und  habe  daher  auch 
schon  in  der  im  Litefar.  Her.  Nr.  ALU.  S.  GÖ2.  gelieferten  An- 
zeige der  obigen  Schrift  dje  Leser  des  Archivs  zur  gefälligen 
Mitwirkung  bei  der  weiteren  Vereinfachung  des  fraglichen  (legen 
Standes ,  und  dessen  Gestaltung  für  den  gewöhnlichen  praktischen 
Gebrauch  aufgefordert.  Es  kann  mich  demnach  auch  nur  freuen, 
dazu  in  dem  obigen  Aufsatze,  ungeachtet  der  grossen  Einfachheit 
seines  Inhalts,  einen  nach  meiner  Meinung  recht  zweckmässigen 
Anfang  gemacht  zu  scheu,  und  hoffe,  dass  es  dem  geehrten  Herrn 
Verfasser  desselben  nicht  unangenehm  sein  werde,  wenn  ich  mir 
erlaube,  seinen  Betrachtungen  noch  die  folgenden  Bemerkungen 
hinzuzufügen,  indem  ich  ihn  zugleich  zu  weiteren  Untersuchungen, 
zu  denen  ihm  vielleicht  seine  Praxis  Gelegenheit  darbieten  dürfte, 
aufzufordern  mir  erlaube. 

Der  von  dem  Herrn  Verfasser  angegebenen  Methode  liegt 
hauptsächlich  ein  Ausdruck  für  die  mittlere  Entfernuug  eines  zwi- 
schen zwei  ennceutrischen  Kreisen  enthaltenen  Rings  von  dereu 
gemeinschaftlichem  Mittelpunkte,  zum  Grunde.  Dieser  Ausdruck, 
welchen  der  Herr  Verfasser  in  einer  Note  durch  die  Integralrech- 
nung ableitet,  ist,  wie  ich  jetzt  zeigen  werde,  eine  unmittelbare 
oder  wenigstens  leichte  Folge  aus  den  in  meiner  Schrift  enthalte- 
nen Ausdrücken,  wenn  er  auch  in  dieser  Schrift  nicht  selbst  ge- 
geben worden  ist,  was  nicht  nöthig  war,  weil  ich  keineswegs  die 
Absicht  hatte,  in  derselben  den  fraglichen  Gegenstand  ganz  zu 
erschöpfen. 

Wenn  wir  die  Grundlinie  eines  gleichschenkligen  Dreiecks 
durch  a,  seine  beiden  gleichen  Schenkel  durch  bt  seinen  Inhalt 
durch  A,  die  halbe  Summe  seiner  Seiten  durch  *,  und  seine  mitt- 
lere Entfernung  von  seiner  Spitze  durch  M  bezeichnen,  so  hst 
nach  der  Formel  Nr.  79)  auf  S.  104.  meiner  Schrift,  wenn  wir 
in  dieser  Formel  6  =  c  setzen: 


4Aa 


Wejl  aber  in  diesem  Falle 


oder 


100 

2,_«  +  26,  1-7-1-^4-^-2^ 


1-  — 
1+26 


ist,  so  ist 


1-  - 
1      4A*  26 

I  +  2* 

Nun  ist  femer,  wie  man  leicht  findet: 


6»— in* 


1  1       4A1    "  4° 


also 


3  «Ja        .  i  a_ 

1  +26 

Denken  wir  nns  jetzt  in  einen  mit  dem  Halbmesser  r  beschrie 
benen  Kreis  ein  reguläres  Vieleck  von  n  Seiten  beschrieben,  und 
bezeichnen  jede  Seite  desselben  durch  a,  so  ist  fär  jedes  der  n 
gleichschenkligen,  im  Mittelpunkte  des  Kreises  zusammenstoßen- 
den Dreiecke,  in  die  sich  dasselbe  zerlegen  Ifisst,  in  Bezug  auf 
den  Mittelpunkt  des  Kreises  nach  dem  Vorhergehenden: 

# 

und  folglich  immer  in  Bezog  auf  den  Mittelpunkt  des  Kreises  Wir 
das  ganze  regulftre  »eck  nach  S.  III.  meiner  Schrift : 


d.  i.  eben  i«o  wie  vorher: 
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f 

1        1      4      i  a 

*=Sr  3a- '[^T 


V=7r+ — ö-  /  


3rT     3a  «_ 
Also  ist,  da  jedenfalls  immer 

ist,  nach  einer  sehr  bekannten  logarithm'mchen  Reibe  (m.  s.  u.  A. 
meinen  Leitfaden  für  den  ersten  Unterricht  in  der  Hä- 
hern Analyst«.   Leipzig.    1838.  S.  64.): 

1 

r*—  -Ä  a* 


d.  i. 


* 

und  wenn  man  nun,  um  M  für  den  Kreis  selbst  zu  erhalten,  n 
ins  Unendliche  wachsen,  also  a  ins  Unendliche  abnehmen  lasse, 
und  in  der  vorhergebenden  Gleichung  zu  den  Granzen  übergeht, 
so  ergiebt  sich  fär  'den  Kreis: 

12      1  2 

/V=3p+3r*•2;,  d  i  M=y- 

1 

Für  einen  Kreisausschnitt,  der  ^  des  ganzen  Kreises  ist,  sei 

jetzt  M  die  mittlere  Entfernung  vom  Mittelpunkte  des  Kreises, 
so  ist  nach  S.  111.  meiner  Schrift  offenbar 

^  r  =  A .  £  ilf,  also  Af=  ; 

vrie  für  den  ganzen  Kreis,  was  sich  auch  von  selbst  versteht. 

Endlich  sei  die  mittlere  Entfernung  M  eines  ringförmigen 
Stücks  wie  ABA'B'  in  Taf.  1.  Fig.  5.  von  dem  gemeinschaft- 
lichen Mittelpunkte  C  der  beiden  Kreise,  zwischen  denen  dieses 
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ringförmige  Stück  enthalten  ist,  zu  finden.  Zu  dem  Ende  seien 
r  und  r'  respecfive  die  Halbmesser  des  grosseren  und  des  klei- 
neren Kreises;  die  Flächenräume  der  Heiden  Kreisausschnitte 
AVß  und  A'CB  seien  respective  B  und  ö',  und  XXI  und  ttV 
seien  deren  mittlere  Entfernungen  von  C\  so  haben  wir  nach 
S.  III.  meiner  Schrift  die  Gleichung : 

♦ 

Aber  bekanntlich,  da  die  Sectoren  B,  0'  demselben  Winkel  am 
M  ittelpunkte  entsprechen : 

e:e'=?ra:r'3,  also  B: 6- Ö'  =  r«:r*-  r»; 
und  nach  dem  Vorhergehenden: 

2  2 

folglich  nach  dem  Obigen 


oder 

2  2 

3  r3~  3  r  3    (rS*^r  )*** 

woraus 

i 

2  r8— r/s    2    H  — r'»       2  fMjVjV» 
•v  -  :T*  ^TZTi  -  ä'^+r,J(T=f7j  —  3  *      r  +  r' 

folgt,  ganz  wie  der  Herr  Verfasser  des  obigen  Aufsatzes  auf  an- 
derem Wege  gefunden  hat,  wenn  man  nur  in  der  dortigen  Formel 
r'  für  p  setzt.    Auch  ist 

-i(~£>)-!('**> 

Dass  Ableitungen  von  Formeln,  wie  die  obige,  durch  strenge 
Gränzenbetrachtungen  aus  anderen  Formeln,  zu  den  instruetivsten 
Betrachtungen,  namentlich  für  Anfanger,  gehören,  wenn  sie  auch 
von  einer  gewissen  Weitläufigkeit  zuweilen  nicht  ganz  frei  zuspre- 
chen sind,  dürfte  wohl  jetzt  ziemlich  allgemein  anerkannt  sein, 
und  ich  selbst  bin  der  Meinung,  dass  Anfänger,  welche. in  der 
Mathematik  weiter  zu  gehen,  und  namentlich  die  Analysis  in 
ihrem  neuesten  Zustande  kennen  zu  lernen  beabsichtigen,  nicht 
häufig  genug  sich  mit  dergleichen  Betrachtungen  bekannt  machen 
und  dieselben  selbst  anzustellen  versuchen  können. 
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So  wie  im  vorhersehenden  Falle  wird  mun  auch  fast  io  allen 
<io  der  Praxis  sich  vielleicht  darbietenden  Fällen  die  erforderlichen 
Formeln  aas  den  in  meiner  Schrift  entwickelten  Ausdrücken  ohne 
Schwierigkeit  abzuleiten  im  Stande  sein. 

Bei  der  wirklichen  Anwendung  der  von  dem  Herrn  Verfasser 
des  obigen  Aufsatzes  vorgeschlagenen  praktischen  Methode  wird 
man  häufig  in  den  Fall  kommen,  die  rlfichenräume  ringförmiger 
Stucke  wie  ABA' B  bestimmen  zu  müssen.  Deshalb  wird  es 
vielleicht  zweckmässig  sein,  auch  darüber  noch  ein  Paar  Bemer- 
kuugen  dem  Obigen  hinzuzufügen. 

Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  des  ringförmigen  Stücks 
ARA'B'  durch  F,  und  einen  den  Winkel  ACB  oder  A'CB  am 
Mittelpunkte  messendem  Kreisbogen  in  einem  mit  der  Einheit  als 
Kadius  beschriebenen  Kreise  durch  co;  so  ist  nach  bekanuteu 
Sätzen 

Bezeichnen  «vir  nun  die  Sehne  des  Bogens  AB  durch  tf,  so  ist 

1  1  ö 

<j  =  2r»ir>2  a>,  singa>=2^; 

folglich 

1  ö  a 

^(o  =  Aresin        co    2 Aresin 

Weil  aber,  da  jedenfalls 

9<Tr<1 

ist,  nach  einer  bekannten  Reihe  (m.  s.  u.  A.  meine  Elemente 
der  Differential-  u nd  1  ntegralrechnung.  Zweiter  Theil. 
Leipzig.  1837.   S.  02.) 

.     .  <s      a  ,  11  /ff  V     1.3  1    /ff\*    1.3.5  1/oVj 

Ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

«•  ' ,      ,         ,  l  ff     1  1  /ff  V    1.3  1  /ff\4> 

1^5  1  /£  y  ' 

d.i.  : 

(r-T')<r+r>.      1    M»,   3     /ffV       5    /ffV  > 

'  = — *7 — ^'H«4Ar7  +ftiö  W  +  7TÖ8W  +  ^ 
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i 

oiler 

- 

Von  diesen  Keihen  wird  man  immer  nur  so  viele  Glieder  bei- 
behalten, als  die  bei  der  Rechnung  beabsichtigte  Genauigkeit 
erfordert. 

Für  das  Product  des  ringförmigen  Stücks  ABA'Bf  la  seine 
mittlere  Entfernung  vom  Mittelpunkte  C  hat  man  nach  dem  Vor- 
hergehenden den  Ausdruck 

2  r*  +  rr'  -fV*  ü 
— ^j-p —  .'(r— r')(r  +  r')  Aresin  ^, 


d.  i. 


^(r-r'XrHrr1  f  r'*)  Are  sin 


also  nach  dem  Vorhergehenden 

3  r  W  +  64Ö  W  + I' 

oder  auch  / 

W'-^+O'i^O'+Ä-O'*  i- 

Diese  Ausdrucke  scheinen  mir  bei  der  Ausfuhrung  der  durch 
die  Anwendung  der  von  dein  Herrn  Verfasser  des  obigen  Auf- 
satzes angegebenen  für  die  Praxis  recht  zweckmässigen  Methode 
nöthig gemachten  Rechnungen  die  meisteBequemlichkeitfdarzubieten. 

Rücksichtlich  der  in  dem  letzten  Absätze  des  obigen  Auf- 
satzes gemachten  Bemerkung  stimme  ich  dem  Herrn  Verfasser 
desselben  vollkommen  bei.  Ueber  das  aber ,  was  In  dem  vorletz- 
ten Absätze  dieses  Aufsatzes  bemerkt  worden  ist,  muss  ich  die 
Entscheidung  den  Landwirthen  und  Nationalolconomen  anheirn 
stellen,  uoa  bemerke  nur  noch,  dass  einige  auf  den  in  diesem. 
Absätze  angeregten  Gegenstand  bezügliche  Bemerkungen  schon 
von  dem  sehr  einsichtsvollen  Recensenten  meiner  Schrift  in  den 
Heidelberger  Jahrbüchern.  1848.  Nr.  '29.  S.  459,,  Herrn 
Doctor  J.  Dienger,  früher  in  Sinsheim  hei  Heidelberg,  jetzt 
Verstand  der  höheren  Bürgerschule  zu  Euenheim,  gemacht  wor- 
den sind,  worauf  ich  daher  die  für  diesen,  namentlich  in  der  jetzi- 
gen bewegten  Zeit  bei  der  Beurtheilung  des  Werths  der  Grund- 
stücke mit  Berücksichtigung  aller  dabei  in  Betracht  kommenden 
Elemente,  wie  Areal,  Bonität,  aufzuwendende  Arbeitskraft  u. 
dergl. ,  gewiss  der  allgemeineren  Beachtung  in  landwirtschaft- 
licher und  überhaupt  national  -  ökonomischer  Rücksicht  sehr  wer- 
then  Gegenstand,  sich  etwa  interessirenden  Leser  des  Archivs 
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eii  r erweisen  mir  erlaube.  Die  am  Schltiss  und  in  der  Vorrede 
meiner  Schrift  bloss  ganz  in  der  Kurze  angegebenen  Verhältnisse, 
über  deren  Richtigkeit  oder  Unrichtigkeit  Untersuchungen  ganz 
ausserhalb  des  Zweckes  meiner  zunächst  lediglich  eine  geometri* 
sehe  Tendenz  habenden  Schrift  lagen,  sind  in  der  That  auch 
nur  deshalb  von  mir  hingestellt  worden ,  um  zu  einer  sorgfältigen 
Untersuchung  dieses  nractisch  sehr  wichtigen  Gegenstandes  zu 
veranlassen;  und  vielleicht  wird  das  Archiv  bald  eine  Abhand- 
lung über  denselben  bringen.  Eine  andere  ganz  eben  so  einsichts- 
volle Recensioo  meiner  Schrift  von  Herrn  Böttcher  in  Rudol- 
stadt^ die  von  allen  denen,  welche  dieselbe  bei  ihren  etwaigen 
theoretischen  oder  praktischen  Arbeiten  über  den  mehr,  erwähn- 
ten Gegenstand  zu  benutzen  beabsichtigen ,  wegen  verschiedener 
sehr  zu  beachtender  theils  allgemeiner,  theils  specieller  Bemer- 
kungen gleichfalls  nicht  unbeachtet  gelassen  werden  darf,  findet  sich  in 
einem  der  neuesten  Helte  der  Jahrbucher  fflr  Philologie 
und  Pädagogik,  das  ich,  —  weil  ich  in  diesem  Augenblicke 
dazu  nicht  im  Stande  bin  und  diese  Zeilen  überhaupt  nur  aus  dem 
Gedächtnisse  schreibe,  —  seiner  Nummer  nach  später  noch 
gelegentlich  angehen  werde,  und  für  jetzt  nur  dem  geehrten  Herrn 
Verfasser  für  seine  höchst  einsichtsvolle  Beurtheilung  verbind- 
lichst zu  danken ,  die  hier  sich  dargebotene  Gelegenheit  nicht  un- 
benutzt vorübergehen  lassen  will. 

i  • 


vin. 

Beitrag  zur  Theorie  der  quadra- 
tischen Formen. 


Von  dem 

/ 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 


In  den  art.  213.  and  214.  der  Disquisitiones  arithme- 
ticae  findet  man  eine  Losung  des  Problems:  „Zu  beurtheilen, 
ob  eine  Form  (F)  von  der  Determinante  D  eine  andere  (/)  von 
der  Determinante  Dee  eigentlich  eiuschliesst,  oder  nicht,  und  im 
erstenFalle  alle  eigentlichenTransforroationenaus  Fin/zu  berechnen." 

Nach  der  von  Gauss  hiezu  angewandten  Methode  muss  man 
vorerst  alle  die  Formen  (&)  entwickeln ,  welche  aus  F  durch  die 
Transformation  m,  ky  0,  n  entstehen,  so  dass  m  jedweden  posi- 
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tiven  Theiler  von  er  k  jedwede  zwischen  den  G  reuzen  0  und 

incl.  eingeschlossene  ganze  Zahl ,  n  den  Quotienten  bedeutet. 

Hierauf  hat  man  mit  allen  Formen  Ä,  deren  Anzahl  offenbar  der 
Summe  aller  Theiler  von  e  gleichkommt,  den  Versuch  anzustellen, 
ob  sie  mit  f  eigentlich  aequivalent  sind,  oder  nicht,  und  nur  die- 
Jenigen  unter  ihnen,         &w,  etc.,  welche  es  wirklich  sind, 

in  Betracht  zu  ziehen.  In  Bezug  auf  die  erste  derselben  P-',  welche 
aus  F  durch  die  Substitution  m',  k',  ö,  n'  entstanden  sein  mag, 
»teile  p,  y,  r,  «jedwede  eigentliche  Transformation  aus  Ä'  in  f 
dar;  mun  wird  mehrere  eigentliche  Transformationen  aus  F  in  f 
unter  der  Form  m' p  -\-  k'r ,  m'q  +  k,sy  it'r,  n'$  erhalten,  und  wenn 
man  mit  den  (ihrigen  Formen  SV,  etc.  ebenso  verfahrt,  so 
gelangt  man  zu  den  siiinmtlichen  eigentlichen  Transformationen 
aus  F  in  f. 

Man  wird  nicht  verkennen,  das»  das  angedeutete  Verfahren 
in  der  Ausübung  sehr  weitläufig,  in  den  meisten  Fällen  so  gut 
wie  unausfahrbar  ist ,  und  dies  hat  mir  Veranlassung  gegeben, 
eine  andere  Auflosung  des  obigen  Problems  zu  suchen,  welche 
sich  in  pmetischer  Beziehung  durch  Kürze,  in  theoretischer  durch 
mehrere  Bemerkungen,  zu  welchen  sie  Gelegenheit  giebt,  zu 
empfehlen  scheint. 

Die  Form  F  von  der  Determinante  D  sei  (Ä,  B,  C),  die 
Form  f  von  der  Determinante  Dee  sei  (n,  6,  c).  Wir  nehmen 
zuvörderst  an,  dass  F  in  f  durch  die  eigentliche  iSubstition  a,  ß, 
y,  6  übergehe,  und  sehen  zu,  was  daraus  folgt.  Man  hat  folgende 
Gleichungen: 

[1]  .  .  .  Aaa  +  IBay  +  Cyy^a, 

[2]  .  .  .  Aaß  +  B(ccd  +  ßy)  +  Cyd  =  b, 

[3]  .  .  .  Aßß+2Bßd  +  Md=c, 

[4]  €i6—ßy=e  («  positiv  und  >  I). 

Die  Zahlen  a  und  y  können  ein  grusstes  gemeinschaftliches  Maas» 
n  haben,  welches  positiv  genommen  *vird,  so  dass  <r=ruflt  y—nv0, 
«°  und  y°  relative  Primzahlen  sind;  nach  [4]  wird  n  ein  Theiler 
von  e  sein,  oder  wenn  e=nm  gesetzt  wird,  so  ist  m  eine  ganze 
Zahl,  und  die  Gleichung  [4]  reducirt  sich  auf  tfid  —  ßy°=zm.  Be- 
stimmt man  nun  zwei  andere  Zahlen  ß°,  6°  so,  dass  a°d°  —  ß°y° 
=  1  wird,  (was  auf  unendlich  viele  Arten  möglich),  so  muss  be- 
kanntlich ß=ß°m+A«° ,  d  =  d°/tt  +  £7°  sein,  wo  k  eine  beliebige 
ganze  Zahl  bedeutet,  und  man  kann  zugleich  ß°,  6°  so  nehmen, 
dass  Ii  zwischen  den  Grenzen  0  und  in  — 1  incl.  enthalten  ist.  Snb- 
stituirt  man  nun  die  fiir  «,  ß,  y,  6  gefundenen  Werthe  in  [l],  [*2], 
{3|,  so  kommt 

AM + W<fif>  +  Cfy«  =  -1 , 


im 


[5]  .  .  .  \  A«°ß<>  +  B  («<W>  +  ßof)  +  CyOd<>= 

tu  mun 
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Hieraus  sieht  man,  dass  — ,   <m~«k ,  c»n-2bJcn+aU 

nn  mnn  mmnn 
Zahlen  sind,  welche  wir  resp.  durch  A',  V  bezeichnen,  und 
dass  die  Form  F..{A,  B%  C)  in  die  Form  F*  ..(/!',  Bfy  C)  durch 
die  Substitution  et0,  0°,  y°,  6»,  für  welche  a°6°—  ß°y°=l  ist,  über- 
geht, folglich  mit  derselben  eigentlich  aequivaletit  int.  Aus  den 
Werthen  Ton  A'  nnd  BT  folgt,  dass  n  in  b  aufgeht,  setzen  wir 
6=  wo',  so  folgt 

A,  _  a     ß,     b'  r-A'k    c=  c-Wk  +  A'M, 
nn'  m  mm  9 

und  da  B,*  —  A'C  =  B*—AC=D,  so  kann  C  auch  aus  der  For-  * 

mel  C  ^i*£rJ£  bestimmt  werden,  falls  A'  nicht  verschwindet. 
.A 

Aus  diesen  Betrachtungen  ziehen  wir  den  ersten  Schluss: 
Bestimmt  man  alle  die  Theiler  von  e,  nämlich  n,  deren  Quadrate 
die  Zahl  n  messen ,  und  w  eiche  folglich  wegen  der  Gleichung 

M — ac  =  Dee  in  6  aufgehen,  und  findet  (—z=zm,  — =/!',— =6' 
geseu„       keinen  aer8e,en  eine  ZaU  *  , L 

c    26  Ar-f/i  XA?  zu  ganzen  zan|en  macht,  so  ist  die  Form  /  un- 
mm 

ter  der  Form  F  nicht  enthalten.  Findet  man  aber  Werthe  von  n 
and  k,  für  welche  alle  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  ist  zu 
untersuchen,  ob  eine  oder  mehrere  der  resultirenden  Formen  (A't 
B't  C)  mit  F  eigentlich  aequivalent  sind,  oder  nicht;  ergiebt 
sich  keine  solche  Form,  so  ist  /'  unter  F  nicht  enthalten;  findet 
wirklich  eine  (F),  so  wird  f  von  F  eigentlich  eingeschlossen. 

Denn  bedeutet  o°,  ß°,  y°,  d°  eine  eigentliche  Transformation 

(.1 


aus  /   in  P,  so  sind  die  Gleichungen  [5]  vorhanden,  und  man 


Diese  Resultate  bahnen  uns  den  Weg  zur  Auflösung  des  Pro- 
blems: „Alle  eigentlichen  Transformationen  der  Form  F  in  die 
Form  /",  welche  unter  jener  eigentlich  enthalten  sein  soll,  zu  finden/' 

Alan  stelle  alle  möglichen,  im  Vorhergehenden  charakterisir- 
ten,  Formen  (A',  B1.  Ö)  auf,  und  ziehe  diejenigen  unter  ihnen, 
welche  mit  F  eigentlich  aeuuivalent  sind,  in  Betracht;  man  be- 
zeichne dieselben  mit  F1,  r,  F",  etc.  Hierauf  suche  man  alle 
eigentlichen  Transformationen  aus  F  in  F,  nämlich  or°,  ß°,  y°,  d°; 
es  entstehen  auf  diese  Weise  eben  so  viele  eigentliche  Transfor- 
mationen aus  F  in  f  unter  der  Form  iu»°,  wi^°  + Aa°,  »y°,  mö° 
-f-ifcy0,  und  wenn  man  mit  den  übrigen  Formen  F' ,  Fm\  etc. 
ebenso  verfahrt,  so  wird  man  zu  allen  eigentlichen  Transformatio- 
nen aus  F  in  f  gelangen. 

Die  Richtigkeit  dieser  Auflösung  erhellt  aus  dem  Vorherge- 
henden.   Man  kann  ferner  zeigen .  dass  alle  auf  die  obige  Weise 
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bestimmten  Transformationen  unter  einander  verschieden  sind.  Das» 
zwei  verschiedene  Transformationen  aus  F  in  dieselbe  Form  P 
nicht  dieselbe  Transformation  aus  F  in  f  hervorbringen  können, 
wird  man  sogleich  bemerken.  Es  seien  also  o°,  ß°,  y°,  d°;  o0*, 
ß01»  y0'»  Transformationen  aus  F  in  die  verschiedenen  Formen 
F't  F",  zu  deuWerthen  «',  pr,  k'  gehörend,  welche  die  nämlichen 
Werthe  von  c,  ß,  y,  ö  geben.  Dann  ist  wa°  =  n'a°' .. .  (I),  w3° 
+  Ua°=  m'ßv  +  V^  ...(Ü),  ny°  =  nY>\..(3),  m<30+*y°  =  m'd01 
+  k'f  ...(4),  m«  =  m' »'  =  «.... (5).  Aus  (1)  und  (3)  folgt 
nn'(«V' ->«*>')  =  0,  folglich,  da  wir  annehmen,  dass  «,«'  nicht 
verschwinden,  o0/0'  —  y0«0'  =  0,  aber  o<*  und  y°,  so  wie  o°/  und 
y°'  relative  Primzahlen,  folglich  a=a0',  y  =  y0',  mithin  auch  n=n', 
,  m  =  «';  daher  nach  (2)  und  (4):  m(ß°— -k)ä°,  w(d°— o0*) 
=  (k'-k)y»,  folglich  sind  (*'-*)«<>,  (A'— A)y°,  mithin  auch 
{k'-k)aW.  (k'  —  k)ßPf,  also  die  Differenz  (£'  —  k) (a°d°—  /3°y°) 
=  — k  durch  m  theilbar,  was  wegen  /.  v.  m  .  k'  <,m  unmöglich 
ist.  Deshalb  ist  =  ßo  —  ß*,  d"=<$0',  und  die  Formen  F\  F" 
werden  somit  identisch. 

Die  vorhergehende  Methode  mag  nun  an  einem  Beispiel  er- 
läutert werden,  welches  zugleich  nach  der  Gaussischen  Metbode 
behandelt  werden  soll,  um  den  Unterschied  beider  deutlicher  her- 
vortreten zu  lassen. 

Es  sei  F...(A,  B,C)  —  (2f  7,  15),  wo  D  =  19;  /...(o,  6,  c) 
=  (  —  9,  12,  00),  wo  66 — ac  =  19.6*,  also  e  =  6.  Die  gemein- 
schaftlichen T heiler  von  e  und  a  sind  I,  3  und  heider  Quadrate 

Khen  in  a  auf.  Ffir  n  =  l,  m  =  6  kommt  A' = — 9,  6'=12,  die 
idingung  6'  —  A'k==0  (rood.  rn)  giebt  k  =  0,  2,  4;  B'  =  2,  5,  8 

resp.;  f.  =   -jj  =           ,  — —5;  also  kommt  nur  die 

eine  Form  {A'y  Bf,  C)  —  ( — 9,  8,  —5).  Man  findet,  dass  sie  mit 
/  eigentlich  aequivalent  ist,  und  daraus  durch  die  eigentliche  Sub- 
stitution +  3,  —2,  —  1,  -f  1  hervorgeht;  daher  sind  nach  den  be- 
kannten Formeln  Disq.  Arithm.  art.  162.  p.  181.  sämmtliche 
Transf.  aus  F  in  (A't  B\  O)  begriffen  in  3< — 6«,  — 2r* — «,  — <—  «, 
f  +  3«,  wo  t,  u  alle  Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung 
**—  19u*  =  l  genügen.  Hieraus  folgen  die  zu  den  Werthen  w  =  l, 
Ar=4  gehörenden  Transformationen 

[T]...  «,/5,y,i=3/-6«,  -30a,  —  <— »,  2t  +  14«. 

Ffir  w=3,  w=2  kommt  A'=—\ ,  6'  =  4,  —k  =  4  (mod. 2) ,  *=0, 
/f  =  2,  C  =  15.  Die  Form  f—  L  2,  15)  ist  mit  F eigentlich  aequi- 
valent, +  4,  — 25,  — 3,  +19  eine  eigentliche  Substitution,  folg- 
lich alle  Substitutionen  in  4/  + 17«,  -25«— 110«,  -3<  — 13«, 
19f+83u  enthalten,  daher  die  folgenden  Transformationen  aus  Fln  f: 

[7vJ...o,/S,y,d=12<  +  51«,  -50<-220«,  -9<-39«,  38M-166«. 

Nach  der  Gauss ischen  Methode  hat  man  folgende  12 Formen 
&,  welche  aus  F  durch  die  Substitutionen  1,  0,  0,  6;  2,  0,  0,  3; 
2,  1,  0,  3;  3,  0,  0,  2;  3,  1,  0,  2;  3,  2,  0,  2;  6,0,  0,  l;  6,  1,  0, 1 ; 
6,  2,  0,  1;  6,  3,  0,  1;  6,  4,  0,  !j  6,  5,  0,  1  hervorgehen: 
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(2,42, 540)  (8,42, 136)  (8, 46, 179)  (18,42,60)  (18,48, 90;(18,54, 124) 
TZ,  42, 15)  (72, 54, 31)  (72, 66;  5 1)  (72, 78, 75)  (72, 90, 103)  (72, 102, 135)  *) 

Von  diesen  Formen  sind,  wie  der  Versuch  zeigt,  nur  die  fol- 
genden vier,  welche  den  Substitutionen  6,  0,  0,  1;  6,  2,  0,  1; 
6.  3,  0,  1;  6,  5,  0,  1  entsprechen,  mit  f  eigentlich  aeuuivalent: 
(72,  42,  15)  (72,  66,  51)  (72,  78,  75)  (72,  102,  135),  und  man  fin- 
det die  sararutlichen  eigentlichen  Traust  aus  diesen  Formen  in  f 
resp. 

124  7— 1081  (7,  1957*— 170017,  — 131 3T+ 114217,  —2067+ 1796*7; 
3905r-18788C7,  6141 3T-53536 1\  — 3051 7?+26Ö98l7, 

-47987  +  4182817; 
--T+U,  5T+24t7,  7,+  2t7,  —  27*— 28t7; 
1671— 13917,  257  +  12017,  -9T+7HU,  — 147*+ 12417; 

wo  T,  U  alle  Werthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung  T*—  7617« 
=  1  Genüge  leisten.  Daraus  resultiren  endlich  die  folgenden  vier 
Formeln,  in  denen  alle  eigentlichen  Transformationen  aus  R  in  / 
begriffen  sind: 

[»]...  744  7-6486 17,  1170 7~10200t7,  -1317+1142U, 

-2067*+ 1796*7; 

M...  173-287-60732 17,  27250 7- 237560 17,   - 3051 7  +  2659817, 

-47987+41828C7;. 
[**)...—  37+I2C7,  60t7,  7+2*7,  -27— 2817; 
[r"]...517— 44417,  807+134017,  -97+78C7,  —147+12417. 

Wiewohl  die  erste  Methode  nur  zwei  allgemeine  Formeln  \T\, 
[7*1  lieferte,  während  die  zweite  deren  vier  sieht,  so  giebt  es 
doch  keine  in  den  letzten  Formeln  begriffenen  Werthe,  welche  in 
den  ersten  nicht  ebenfalls  enthalten  wären;  es  würde  sich  übri- 
gens leicht  zeigen  lassen,  dass  die  Formel  [T]  die  Formeln  [rj 
und  Tt"],  (7"]  die  Formeln  [t']  und  [x™\  sugleich  umfasst.  Die- 
ser ^racnweis  darf  dem  Leser  täglich  überlassen  werden. 

Einige  besondere  Fülle,  welche  nicht  selten  vorkommen,  ver- 
dienen noch  besonders  betrachtet  zu  werden. 

1°.   Es  sei  « =0,  so  dass  bb—Dee>  mitbin  D  eine  Quadrat- 
zahl hh  ist,  und  b=he  gesetzt  werden  kann,  wenn  man  das  Zei 
chen  von  h  so  nimmt,  dass  es  mit  dem  von  b  übereinkommt.  Für 

diesen  Fall  ist  nun  ,4  =0,  C= ——,  folglich  c 

mit  mm  ° 

durch  m  theillMir,  oder  c=mc/,  mithin  C  =  — —     Die  Con- 


*)  Wie  man  «ich  die  Berechnung  dieser  Formen  tehr  erleichtern  kann, 
wird  der  Erfahrene  leicht  finden. 
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gruenz  *2hk~C  (mod.  im)  ist  nor  lösbar,  wenn  *2A  und  m  entwe- 
der relative  Primzahlen  sind,  oder  ihr  grttsstes  gemeinschaftliche« 
Maass  #  die  Zahl  c1  misst,  und  im  letztern  falle  Ifisst  #  ver- 
schiedene Wert  he  von  k  unter  m  zu. 

2°.  Ist  e  gegen  a  prim,  so  hat  n  nur  den  einen  Werth  1, 
und  es  kommt  J'  =  a,  Ä'=^*,  C=Bß'~D.  Die  Cougru- 

enz  ak=b  (med.  e)  ist  immer  lösbar,  und  lasst  nur  e  i  u  e  n  Werth 
von  k  unter  e  zu;  ffir  diesen  Werth,  der  durch  k°  bezeichnet 

werde,  ist  also      s=  eine  ganze  Zahl.    Ferner  wird  be- 

hauptet,  dass  e'  ebenfalls  eine  ganze  Zahl  wird.  Denn  es  ist 
e£t'=6(mod.  o);  miiltiiilirirt  man  diese  Congruenz  mit  f,  und  be- 
stimmt diese  Zahl  so,  dass  ef~  \  (mod.  a),  so  kommt  B'^bf, 
B' ß'—Ü=b*f*—  D  (mod.  o).  Da  min  M  —  ac  =  Dee,b*=  Dee, 
(mod.  «)  6*/*=ö(r/)*==0,  so  folgt  HB'—  D~0  (mod.  a) 

B'  B'  />  r  * 

mithin   eine  ganze  Zahl.  Dies  führt  zu  dem  allgemeinen 

Theor  em :  Wenn  e  gegen  a  prim  ist,  und  /\..(a,  6,  c) 
eine  Form  von  der  Determinante  Deet  so  giebt  es  im- 
mer Formen  F...(AtB,C)  von  der  Determinante  D,  wel- 
che die  Form  /"eigentlich  einschliessen,  aber  sie  sind 
alle  der  Form  («,  B't  C)  eigentlich  aequivalent,  oder 

gehören  in  eine  Klasse,  indem  &  —  ^    a-  ,  k  die  Zahl 

e 

unter  e  ist,  welche  b  —  ak  durch  e  theilbar  macht*). 

Beispiel.  F.».(4,£,C)  =  (3,2,5),  Z>  =  - 11;  f...(a,b,c) 
=  (44,  165,  11*25),  66 — nc=— 11.45*,  also  e  =  45.  Da  c  gegen 
a  prim  ist,  so  hat  man  44£=165  (mod.  45),  £  =  15,  folglich  A', 
&,  C  resp.  =44,  —11,  3.  Die  Form  (44,  -11,  3)  findet  man 
mit  F  eigentlich  aequivalent,  und  es  giebt  nur  zwei  eigentliche 
Transformationen,  nämlich  — 3,  1,  — 1,  0;  und  -f3,  — 1,  +  1, 
0,  daher  auch  nur  zwei  eigentliche  Transformationen  aus  F  in  /, 
tiäralich  -3,  0,-1,-15;  und  +3,  0,  +1,  +15. 

Die  Zahl  e  hat  die  Theilcr  1 ,  3,  5,  9,  15,  45;  nach  der 
Gaussiscben  Methode  nitisste  man  also  1  +3 -|-  5+9 + 15  +  45  =  78 
Formen  (£)  aus  der  Form  F  durch  die  Substitutionen  1,  0,0,45; 
3,  0,  0,  15;  3,  1,  0,  15  etc.  herleiten,  und  jede  derselben  in  Be- 
zug auf  ihre  Acquivalenz  mit  f  untersuchen  —  eine  harte  Probe* 
för  die  Geduld  des  Rechners  I 

3°.  Eis  sei  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  und  &  das  grösste 
gemeinschaftliche  Maass  zwischen  a  und  e,  «=#a',  £  =  #e',  so 
dass  o'  und  e'  relat.  Primzahlen  sein  werden.  Da  nun  66  —  ac 
=  Dee ,  so  wird  0  in  66  aufgehen ;  aber  -fr  ist  durch  kein  Qoadrat 
theilbar  (da  a  keinen  quadratischen  Factor  enthält) ,  folglich  geht 
0  in  6  auf,  oder  6=06'.  Daher  kommt  &b'b'—a'v=Dd'e'e'ttt'c  durch 
0  theilbar;  nun  ist  #  gegen  a'  prim  (weil  sonst  a=&a'  einen  qua- 
dratischen Factor  enthielte),  folglich  c  durch  #  theilbar,  oder  c=&& 


*)    Etwa«  Arhnlicbes  gilt  für  den  Fall ,  in  welchem  e  gegen  C  prim  ist. 

I  . 
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und  l/k'  —  a'  c'szD  e4 e'.  Hieraus  folgt,  das«  /> quadratischer  Rest 
von  «'  ist.  Ist  nun  die  Form  /  unter  ¥  enthalten ,  so  dass  sie  da- 
raus durch  die  Substitution  er.  ß,  y,  d  hervorgeht,  folglich  Ava  -f 
'Ittay+Cyy^zn  sein  wird,  wo  o  und  y  relative  Primzahlen  sein 
müssen,  indem  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  so  Ist  BB — 
AC~D  quadratischer  Rest  von  o=fra'  (Disquisitiones  arith- 
meticae.  Sect.  V.  art.  J54),  mithin  auch  Rest  von*.  Daher  das 

Theorem:  Es  sei  f...{a,  b,  c)  eine  Form  von  der  De- 
terminante Dee,  a  durch  kein  Quadrat  theilbar,  fr  das 
grßsste  gemeinschaftliche  Mauas  von  a  und  e.  Istdann 
D  ein  Nichtrest  von  fr,  so  kann  keine  Form  von  der 
Determinante  D  die  Form  /  ei  nschl  i  essen. 

Es  werde  nun  angenommen,  dass  D  Rest  von  fr  sei.  Nach 
dem  Vorhergehenden  ist  von  selbst  a=fra',  e^fre',  //=fr&',  c  =  frc* 
(a'  und  ef  relat.  Primzahlen).  Die  Congruenz  ak^b  (mod.  e)*) 
welche  mit  o'£==6'  (mod.  e')  zusammenfallt,  ist  immer  lösbar,  und 
lässt  fr  verschiedene  Wert  he  von  k  unter  e  zu,  nämlich  k't 
k'  +  '2e\...k'  +  (&—  l)e',  indem  k'  den  positiven  Werth  von  k  un- 

ter  e'  bedeutet.    Für  jeden  dieser  Werfhe  ist  B1  =  -- —  eine 

e 

ganze  Zahl.  xMan  hat  nun  e'B'=b'  (mod.  aO,  folglich,  wenn  man 
mit  f  mulhplicirt,  und  c'/==  1  (mod.  a')  macht,  B==b7,  B'B'—D 
~b*f*—f)  (mod.o').  Nun  war  ^=/)^(mod.  a%  folglich  b*f* 
~Dt  also  B'B'—I>^D  (mod.  a')  lür  jeden  der  obigen  Werthe  von  k. 
Im  Allgemeinen  aber  werden  diese  Werthe  von  k  nicht  sämmtlich 
geeignet  sein,  um  B'B'  —  D  durch  frei'  theilbar  zu  machen,  und 
die  dieser  Bedingung  wirklich  genügenden  Werthe  ergeben  sich 
durch  folgendes  Verfahren: 

Da  vorausgesetzt  worden ,  dass  D  Rest  von  fr  ist ,  so  hat  die 
Congruenz  zz=  D  (mod.  fr)  mehrere  verschiedene  Wurzeln  r,  r*9 
r",  etc.  Sind  diese  Werthe  sämmtlich  bestimmt,  so  suche  mau 
z.  B.  in  Bezug  auf  den  ersten  derselben  den  kleinsten  positiven 
Werth  von  k\  welcher  der  Congruenz  a'k  =  b' — re'  (mod.  fre') 
Genüge  leistet**),  und  verfahre  ebenso  in  Bezug  auf  die  Werthe, 
f,  r"  etc. ,  so  werden  die  resultirenden  Werthe  von  k  alle  mög- 
lichen sein,  für  welche  B'  C=  ^^J"^  gnnze  Zah- 
len werden.  Denn  zuerst  ist  offenbar  B'  eine  ganze  Zahl»  sodann 
kmumt  e'B'—re'  (mod.  fre'),  oder  B'  —  r  (mod.  fr),  B"l~r^~ü 
(mod.  fr);  du  nun  B* — D  auch  durch  o'  theilbar  ist  (was  t orber 
bewiesen),  und  fr  gegen  a'  prim,  so  wird  B'2  —  />  durch  fra' theil- 
bar sein.  Ist  endlich  k  so  beschaffen,  dass.fi'  und  6"  ganze  Zah- 
len werden,  so  muss  es  der  Congruenz  <TX=6' — re'  (mod.  fre') 
Genüge  leisten,  so  dass  r  eine  Wurzel  der  Congruenz  zz  =  u 
(mod.  fr)  bedeutet,  wie  mau  leicht  finden  wird,  folglich  hat  man 
auch  alle  geeigneten  \YTerthe  von  k  erhalten. 

Dies  Resultat  ist  in  folgendem  Theorem  enthalten: 

Es  sei' /...(et, 6, c)  eine  Form  von  der  Determinante 


*)  Da  a  durch  kein  Quadrut  theilbar,  so  mnii  n—\  sein. 
")    fre'  ist  natu  lieh  prim  gegen  n  . 
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Dce,  o  durch  kein  Quadrat  th  eilbar,  d  das  grosste  ge- 
meinschaftliche Maass  zwischen  a  und  e,  welches  folg- 
lich ebenfalls  keinen  quadratischen  Factor  enthalten 
wird.  Ist  nun  O  quadratischer  liest  von  fr,  und  man  he* 
zeichnet  die  verschiedenen  Werthe  von  z,  welche  der 
Congruenz  xz=X)(mod.#)  Genüge  leisten,  durch  r,  r',  r", 
etc.,  ihre  Anzahl  durch  i,  so  existiren  immer  i  Formen 
(«,  /f,  C*)  von  der  Determinante  Z),  welche  so  beschaf- 
fen sind,  dass  jede  Form  F  von  der  nämlichen  Deter- 
minante, welche  f  eigentlich  einschliesst,  einer  (oder 
mehreren)  derselben  eigentlich  aequivalent  ist.  Setzt 

man  a=*a',  b  =  W,  so  werden  ,    hL^JL  t 

e  tr 

— ?^etc.  die  sSmmtlichen  Werthe  von  tf'sein,  indem 

ifc,  Jf,  k*t  etc.  die  kleinsten  positiven  Werthe  bedeuten, 
welche  den  Congruenzen  «ryA-=A'—re'(mod.  •&«')>  a'W^b' — rV 
(mod.foQ,  a'Ar*  =  6' — r*V(mod.*re')  etc.  Genüge  leisten. 

Beispiel,   (a,  6,c)=(3Ö,  10,20),  66 -nc=— 6. 10»,  c=10, 
tes—  6.    Hier  ist  #=5,  a'=7,  6'= 2.  e'  =  2.   Die  Congruenz  zz 


=— 6(raod.5)  giebt  r,  1^=2,  3;  7*==— 2  (mod.  10)  giek  *=4; 
7A'  =  -4  Onod.  10)  giebt  *'  =  8;  daher  7^=: —13,  —27;  C=5, 
21.  Alle  Formen  von  der  Determinante  — 0  also,  welche  die  Form 
(35,  10,  20)  von  der  Det.  — 000  eigentlich  ei  tisch  Ii  essen,  sind  mit 
einer  der  Formen  (35,  —13,  5),  (35,  —27  ,  21)  eigentlich  aequi- 
valent, und  da  man  diese  unter  einander  eigentlich  aequivalent 
findet,  so  werden  alle  jene  Formen  in  eine  Klasse  gehören,  de- 
ren Repräsentant  (3,  — 1,  4)  ist,  wie  man  leicht  findet. 

Aus  dem  Vorhergehenden  ersieht  man ,  dass  es  überhaupt  im- 
mer eine  endliche  Anzahl  von  Formen  der  Determinante  D  giebt, 
deren  einer  wenigstens  jede  Form  der  nämlichen  Determinante  ei- 
gentlich aequivalent  sein  muss,  wenn  sie' eine  gegebene  Form 
von  der  Determinante  Dee  eigentlich  einschliesst,  und  man  kann 
alle  einschiiessenden  Formen  in  ebenso  viele  Klassen  tb eilen,  so 
viele  verschiedene  Klassen  es  giebt,  welchen  die  sämmtlichen 
Formen  (A',  B't  C),  die  wir  oben  aufzustellen  gelehrt  haben,  an- 
gehören. 

Zum  Schluss  wird  bemerkt,  dass,  wenn  man  den  Fall,  in  wel- 
chem die  Determinante  66— ae  verschwindet  (wobei  ÜB  —  AC 
Null  oder  nicht  Null  sein  kann),  nach  unserer  Methode  einer  be- 
sondern Betrachtung  unterwirft,  man  zu  denselben  Resultaten  ge- 
langt, welcheGauss  im  art.  215  der  D isquisitiones  arith- 
meticae  entwickelt,  und  an  Einfachheit  nichts  zu  wünschen 
übrig  lassen. 
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Berechnung  der  Fehler  der  Horizon- 
talwinkel  bei  geneigter  £hene  des 
Messtisehes  oder  des  H  orizontalkrei- 
ees  am  Winkelmesser. 

Von 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matzka, 

V.  k.  Professor  der  Mathematik   und  prakt.  Geometrie  an  der  ttänd. 

teckn.  Lehranstalt  su  Prag. 


'• 

Die  Lehrer  der  praktischen  Geometrie  sind  über  die  Grösse 
des  Fehlers  io  den  Horizontale inkeln ,  welche  eine  vom  Horizonte 
abdeichende  Stellung  der  Ebene  des  Messtisches  oder  des  Hori- 
zootalkreises  an  einem  Winkelmesser  verursacht,  uicht  einig;  was 
wohl  zumeist  nur  daher  rührt,  dass  sie  zu  wenig  genäherte  Auf- 
lösungen dieser  Aufgabe  aufstellten,  die  jedoch  gerade  bei  jenen 
Höben*  inkeln  der  \  isuren  unrichtig  wurden,  welche  bei  dem  Ge- 
brauche des  Messtisches  oder  Theodoliten  am  gewöhnlichsten 
vorkommen.  Jene  Ungewissheit  uud  die  eigentümlichen  analyti- 
schen Schwierigkeiten  dieser  Aufgabe,  welche  die  Bestimmung 
des  möglich  gross  teil  Fehlers  mit  sich  führt,  gaben  ihr  in 
meinen  Äugen  einen'  besonderen  Reiz,  der  mich  antrieb,  sie  mög- 
lichst umständlich  und  scharf  zu  lösen. 


2. 

Die  Ebene  eines  Messtisches  oder  Horizontalkreises,  von  de- 
nen jener  die*  Winkel  zeichnet,  dieser  sie  misst,  sei  gegen  die 
Horizontalebene  unter  einem  gewissen  Winkel  e  geneigt;  Wess- 
is egen  sie  diese  io  einer  bestimmten  Geraden  CO  (Taf.  II.  Fig.  1.) 

Tlicil  XIU  g 
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schneidet.  Eine  Visur  CMt  mittels  eines  Diopters  oder  Fern- 
rohrs, auf  den  Horizont  selbst  (winkelrecht)  projicirt,  falle 
in  die  eigentlich  geforderte  und  richtige  Gerade  CP;  während  sie 
auf  die  geneigte  Messtischcbene  projicirt  in  die  fast  immer 'un- 
richtige Gerade  CQ  zu  liegen  komme.  Danach  werden  im  Allge- 
meinen diese  Projectionen  mit  jener  fixen  Horizontallinie  CO  un- 
gleiche Winkel  OCP=«  und  OCQ=a*  machen ,  deren  Unterschied 

(1)  a'  —  tt^Aa 

der  eigentlich  gesuchte  Fehler  im  Horizontal  winket  a  ist. 

Zur  Bestimmung  desselben  legen  wir  um  den  Scheitel  C  der 
betrachteten  Winkel  eine  Kugelfläche;  diese  werde  von  dem  Ho- 
rizonte in  -dem  Kreisbogen  OA,  von  der  Messtischebene  im  Bogen 
OB  und  von  den  die  V  isur  CM  projicirenden  Ebenen  in  MP  und 
MQ  geschnitten.  Danach  ist  AOB=e,  OP=o,  OQ=nS  und 
der  HChenwinkel  JUCPszMP  sei  =A. 

Zieht  man  zur  Hilfe  noch  den  Kreisbogen  ÖiV,  und  setzt 
90°—  OM=k,  90°—  MOA^v;  so  gibt  das  an  P  rechtwinklige 
Kugeldreteck  OPM 

(2)  tang  r\  =  sino  cot  h 

und 

tanga  =  cotA  sini}, 

das  bei  Q  rechtwinklige  Kugeldreieck  OQM  aber 

tang  a'  =  cotk  sin  (rj  +  t) . 

Eliminirt  man  aber  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  den 
Hilfsbogen  k  durch  Tbeilung,  so  findet  man 

Man  wird  demnach  aus  a  und  h  nach  (2)  zunächst  den  Hilfs- 
winkel rj,  dann  hieraus  und  aus  t  nach  (3)  den  unrichtigen  Hori- 
zontalwinkel er*  und  endlich  nach  (1)  seinen  Fehler  Aa  berech- 
nen; wobei- man  die  Logarithmen  vortheilhaft  benutzen  kann,  weil 
«  immer  nur  sehr  klein  ist,  also  tj  und  w+e,  daher  auch  er  und 
in  der  goniometrischen  Tafel  nicht  weit  von  einander  abstehen. 


Will  man  a!  unmittelbar  durch  die  Angaben  (Daten)  e.  a,  h 
ausdrücken,  so  wird  man  aus  (2)  und  (3)  iy  elirainiren;  wonach 
man  Gndet 

■v 

mx                     i  sinftangA 
(4)  ?a«g«  =  cos£tan^4,  —  . 


cos  a 


Diese  Gleichung  erhält  man  unmittelbar  und  einfacher,  wenn 
man  noch  den  grüssten  Kreis  ABA W  der  Pole  K  und  L  des 
Horizontes  und  der  Messtischebene  benützt.    Denn  da  ist  in» 
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0    Kwl'Jreiecke  JfLÄf,  nie  leicht  nachweisbar,  KL  —  AB—t,  MK 
=  90°  —  a' ;  daher 

cos«  cos(90°+«) =sint  cot  (90°-Ä)  -sin(90rt+a)  cot  (90"-»') , 
folglich  wieder  .„ 

(4)  tanga'  =  cos*  tang«  +  ^^tang/i 


3. 


» 


Stichen  wir  noch  den  unmittelbaren  Ausdruck  von  Ja,  so  fin- 


ta»g,f«=ta.,g(«'-«)=;^|?, 

■ 

daher  nach  der  Substitution  fi|r  tgc',  wenn  wir  abkürzend 
(5)  sine  tangA— sinvc  sin  o=* 


(0)  tang/fa= 


Mcosa 
1  f  ttsiu  a 


Aus  diesen  Gleichungen  ersieht  man  mit  Leichtigkeit  in  Be 
treff  der  algebraischen  Beziehungszeichen  der  vorkommenden  Grös- 
sen Folgendes: 

1.  Wenn  die  Winkel  o  und  h  zugleich  ihre  Vorzeichen  än- 
dern, erfolgt  dasselbe  auch  bei  tt,  dagegen  bleiben  die  Vorzei- 
che n  von  cosa  und  usina  ungeändert,  mithin  ändert  sich  das 
Vorzeichen  des  Fehlers  Jq. 

2.  Wenn  der  Winkel  «  in  seinen  Supplementswinkel  J80°— o 
ubergeht,  bleiben  sin«  und  u  ungeändert,  aber  cos«,  daher  auch 
Ja,  ändern  ihr  Vorzeichen. 

Man  wird  demnach  wie  gewöhnlich  den  Neigungswinkel  « 
nur  spiU  und  positiv,  die  Winkel  a  und  h  zwar  auch  nur  spitzig, 
aber  eben  sowohl  positiv  als  negativ  voraussetzen. 


Da  die  Neigung  t  der  Messtischplatte  nur  immer  sehr  klein 
ist,  so  wird  man  leicht  versucht,  Ju  in  eine  nach  den  Potenzen 
von  «  aufsteigende  Reihensummc  zu  entwickeln.  Thut  mau 
dies,  so  findet  man,   wenn  man  den  Gehren  (d.  i.  den  Winkel, 


■ 
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dessen  bestimmender  Kreisbogen  so  lang  wie  sein  Halbmesser 
ist)  durch  r  bezeichnet ,  und  zur  Abkürzung  tangA=«  setzt,  zu- 
nächst 

* 

lang  da—  ^acoso —  (^p)  (ÄÄ^"7)  s,na  cosa 

+(j)4 \- o*sin«*-hi^ - j*sina»)  -  jsina*  +^]|« 
+  ^^Ä[^«4sinof4— a*^i~2sina»^  +  j«n«*  —  J*ina*+I^j^|  ° 


sina  cosa 


cosa 


+ 

und  sofort 


(?)  Ja  =  t.a  com — t .  ji^a*  +  ^  sinacosa 

+f.(  pl  lo4.  g  +sina*— g-Jacosa 

f  t  Qa4(l— 2sinaV-a*(2sinaa— g^)— jsin«»+^j]sina  cosa 
r  *  (j^  L«4  §  — +a«(2sina4-28io«*)-j 


Ich  habe  diese  Reihensumme  in  so  viel  Gliedern  entwickelt, 
um  ersichtlich  zu  machen,  welchen  namhaften  Einfluss  auf  den 
Fehler  da  des  Horizontalwinkels  der  Hohenwinkel  h  der  Visur 
äussert,  und  wie  un fügsam  diese  Glieder  gestaltet  sind,  so  das« 
man,  seihst  wenn  man  nur  noch  das  zweite  Glied  ausrechnen 
wollte,  weit  mehr  zu  thun  hatte  als  wenn  man  die  ganz  scharfe 
Rechnung  nach  den  Gleichungen  (2),  (3)  und  (1)  ausführen 
möchte.  *) 


*)  Dieser  Fall  tritt  nach  bei  manchen  anderen  Reihenentwickelan- 
gen und  näherungaweuen  Kcchnungafornien  der  praktischen  Geometrie 
eis.  Zumeist  «nebt  man  dabei  die  Anwendung  der  Logarithmen  oder 
gooiometriachcn  Functionen  %m  nmgehen  ,  die  («o  wie  die  Dezimalbrüche), 
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5. 

In  den  geschriebenen  Helten  der  Vorträge  des  Herrn  Profes* 
•ors  Stampfer  über  praktische  Geometrie  am  polytechnischen 
Institute  xu  Wien,  tinde  ich  in  zwei  Exemplaren  anstatt  des  zwei- 
gliedrigen Factors  a*  +  ^  des  zweiten  Gliedes  nur  den  eingliedri- 
gen       Dies  rührt  von  einer  unrichtig  eingeleiteten  Abkürzung 

her,  indem  er  zwar  richtig  s\nJa=Ja,  aber  unrichtig  cosJa  —  l 
setzt,  also  in  der  Grundanlage  zwar  die  zweiten  Potenzen  von 
Ja  und  t  vernachlässigt,  in  dem  Endergebnisse  sie  aber  gleich- 
wohl noch  mit  bestimmt 

Er  macht  ferner  die  Unterschiede  zweier  solcher  Fehler  Ja, 
um  den  Fehler  des  Winkels  zweier  Visurproiectionen  auf  dem 
Messtische  zu  bestimmen.  Allein  weil  hierbei  sowohl  zweierlei 
«  als  auch  zweierlei  h  vorkommen,  muss  dieses  Unterschiedes 
Ausdruck  sehr  complicirt  ausfallen.  Zudem  kommt  es  doch  haupt- 
sächlich blos  darauf  an,  den  äussersten  Betrag  des  Fehlers 
Ja  zu  erfahren.  Desswegen  ziehe  ich  es  vor,  zuerst  zu  erfor- 
schen, wie  jedes  einzelne  der  Rechnun^selemente  e,  h,  a  auf 
diesen  Fehler  Ja  einwirkt,  und  dann,  weil  derselbe  in  Bezug  auf 
Hamm tüche  Wertbe  von  a  ein  Gross tes  zulässt,  dieses  zu  be- 
stimmen. 

Dabei  bleibt  aber  noch  zu  erwägen,  dass  man  den  möglich 
grössten  Fehler  des  Winkels  zweier  Visurproiectio- 
nen dem  Doppelten  dieses  grössten  Fehlers  Ja  gleich  halten 
müsse,  wenn  der  einen  Visur  derjenige  Winkel  er,  för  den  dieses 
Grflsste  von  Ja  eintritt,  der  anderen  Visur  aber  der  Winkel 
180—  a  zugehört;  was  durch  Nr.  2.  in  Art.  3.  gerechtfertiget  ist. 


6. 

1.  Wächst  der  Neigungswinkel  c  allein,  so  muss,  weil 
mit  a  und  h  vermöge  der  Gleichung  (2)  auch  tj  unverändert  bleibt, 
io  Gleichung  (3)  das  fast  immer  positive  Verbältniss  sin(»7+t):sjnw, 
daher  auch  das  ihm  gleiche  tang(o+^«):tang«,  desto  mehr  sich 
verändern,' je  mehr  erwächst;  darum  muss  auch  der  absolute  Be- 
trag des  Fehlers  Ja  um  so  mehr  zunehmen.  —  Dasselbe  zeigt 
Tal.  11.  Fig. 2.  Denn  bleibt  o  beständig,  so  bleibt  P  und  PK  an 
seiner  Stelle;  bleibt  dann  auch  noch  A  beständig,  so  ist  auch  der 
Punkt  M  fest.  Wächst  nun  t  —  AOB,  so  wachsen  auch  die  mit 
ihm  gleicbgradigen  Bogen  AB  und  KL,  der  Punkt  L  entfernt 


trotte  der  Möglichkeit  einer  leicht  verständlichen  Darstellung ,  leider  noch 
immer  vielen  Praktikern  und  Ziftcrrechoern  mathematische  Schreckbil- 
dtr  sind. 
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sich  von  K,  also  nimmt  im  Dreieck  KLM  der  Winkel  an  h  ab, 
daher  auch  der  ihm  gleichgradige  ßogen  BQ\  folglich  wächst  der 
Bogen  OQzza'—a-i-Ja,  unöf  sonach  auch  der  Fehler  Ja=OQ — OP. 

II.  Wächst  der  absolute  Betrag  des  Huhenwinkels 
k  von  0  bis  90°,  so  wächst  in  Gleichung  (4)  auch  jener  des 
Schlussgliedes  und  desto  mehr  ändert  sich  auch  tan*«1  und  damit 
a'=.a-\- Ja,  daher  auch  der  Betrag  des  Fehlers  Ja  selbst.  — 
NachTaf.II.  Fig.  2.  muss,  wenn %—AOB bestandig  bleibt,  mit  OA  auch 
Oß,  daher  mit  K  auch  L  unverrückt  an  seiner  Stelle  bleiben. 
Bleibt  sich  nun  auch  a=OP  gleich,  so  bleibt  auch  der  Quadrant 
PK  fest;  daher  wenn  h=zPM  wächst,  muss  M  von  P  nach  K 
hin  sich  bewegen,  daher  wird  der  Punkt  Q  von  O  sich  entfer- 
nen ,  also  0$=«-f-  Ja  wachsen  und  sofort  auch  der  Fehler  Ja 
=  OQ—OP  sich  vergrossern.  —  Dies  bestätigt  endlich  auch  die 
Gleichung  (0) ,  wenn  man  Ihr  die  Form 

tang^/uii:—  — -4- 
sln«+- 

* 

ertheilt,  weil  nach  Gleichung  (ß)  mit  wachsendem  h  auch  w 
wächst,  folglich  —  abnimmt,  daher  tangz/a  und  Ja  sich  ver- 
grössert. 

III.  Wächst  endlich  der  Horizontalwinkel  a  allein, 
und  zwar  von  — 90°  bis  +00°,  so  wird  fär  diese  beiden  Grenz- 
werthe,  cosa=0,  daher  nach  Gleichung  (6)  die  tangier  also  auch 
Ja=Q.  —  DieserhelletauchausTaf.II.Fig.2.  Denn  fSr  0/*=— 90<> 
r*OA'  wird  OQ  =  OÄ'=— 90°  und  für  O/>=+90°=  OA  wird 
OQ=OB=  +90°,  daher  jedesmal  OQ--OP—Ja~&  —  Für 
« =:  0  wird  tarig  z/«  =  t*  =  sin«  tangA.  Mithin  muss  es  zwischen 
a= — 90°  und  «=  +  90°  ein  Grösstes  von  Ja  geben.  Mit  der 
Aufsuchung  dieses  GrGssten  werden  wir  uns  fortan  beschäftigen, 
da  es  hinreicht,  nur  den  grussten  Fehler  Ja  zu  kennen,  dem 
man  bei  einer  gewissen  Neigung  i  der  Messtisch  •  oder  Kreisebene 
ausgesetzt  ist.  " 


7. 


Bestimmen  wir  nun,  da  mit  Ja  auch  tangier  zugleich  stetig 
wächst  und  abnimmt,  von  tangier  das  nach  o  genommene  Diffe- 
reutialverhältniss,  und  setzen  es  gleich  Null;  so  erhalten  wir  ge- 
mäss den  Gleichungen  (6)  und  (5) 

(1 *f  usina)  («osog^  -  tesina) — «cos« (sin«  ^  -fr jueosa)  =  0 
oder  reducirt 
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cos  crt^ — u  (u  +  sina) = 0 , 
and  nach  der  Gleichung  (5) 

=  —  (l  —  cose)  cos«  =  —  sinvc  cos  c , 

daher 

(8)  u2  +  u  sina  +  sinvt .  cosa*=0 . 

Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  (5)  gibt  denjenigen  Werth 
der  Hilfszahl  u  und  des  Winkels  a,  für  den  der  Fehler  Ja  am 
grüssten  ausfällt  Leichter  ist  es  aus  ihnen  u  zu  bestimmen,  in- 
dem man  sina  eliminirt,  wodurch  man  erhält: 

(9)  «»-3t*tg£  tgA-2sin  £  (tg^  -  tg A») , 

und,  wenn  man  zur  Abkürzung 

.1 
sin 

<I0>  -iMT=" 


setzt, 


Das  richtige  Vorzeichen  der  Wurzel  findet  man  aus  folgen- 
der Betrachtung.   Nach  Gleichung  (5)  ist 

sin  v& sina — sine  tangA  +  w =0, 

daher,  wenn  man  für  u  substituirt,  nach  einigen  einlachen  Re- 
ductionen 

«  .        *        «  .  3jVl  +  8n»  n 

sin  «  sinocotÄ—cos^  +  {~ — 

4cos^£ 

■  • 

Für  liin«=0  erhält  man  nun  auch  limn=0  und 

» 


welche  Gleichung  aber  lediglich  bei  dem  oberen  Vorzeichen.be 
stehen  kann.   Mithin-  ist 


(")  u  =         2   tang ^  tangA  ■ 

Setzt  man  zur  Vereinfachung 

so  ist,  weil  «  also  auch  n  von  Noll  verschieden  vorausgesetzt ' 
wird,  v>  1  und 

- 

(13)  «=(«  +  !)  tang |  tangA. 

■ 

Schreibt  man  nun  diesen  Auadruck  in  dem  aus  der  Gleichung 
(5)  folgenden 

(14)   sin»—  s'nttapg^ — * 


sinv£ 
so  erfolgt 

sin«— («+l)tang^ 

*  sinor=  -=  .tangA 

2sin 

2cosie«-(t;  +  I) 

oder,  weil  v>l>coac  ist, 

( w)  sino=  .       tang  A  , 


hungszeichen  haben. 


sint 

i 

A  und  er  jederzeit  entgegengesetzte  Bezic- 


8. 


Ein  anderer  Ausdruck  für  sin«  ergibt  sich  folgendermassen 
Es  ist  nach  Gleichung  (14) 

sin  «=  cotj  tangA—  j — =cot^«H3) 

Vsing-«*         *"  * 

=—  \  —  cot  £(£cotg-—  tangA), 
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daher,  «renn  man  das  letztere  u  nach  (13)  ausdrückt, 
— sino  —  ^=cot  I"  tang  A  (  ■ 


(16)  (ü-l)toog*cotJ=  (^-1)^=1, 

80  ist 

t 

/  (17) 

Fflr  <  Utest  sich  noch  ein  anderer  bemerkenswerter  Ausdruck 
aufstellen.   Es  ist  nach  Gleichung  (12) 

(2„_l)«=l4S„i, 

daher  nach  der  Annahme  (10) 

sin  <r  tx 


folglich 


und  sofort 


o  shlg*«* 

0  •  sinA*  ' 


i  1  1 

2  sin    cos  g-« 

''V  sinAcosA 


oder 


<18>  te--rf„3r 


2  sine 

'5 


Dibei  ist  das  Verhältniss 

I        e  sin  A* 
=  »°g£«*  +  j- 

cos  ^f» 


*  -      _  1  * 
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2        sin  A  (sin  h  -f-  ^"sinA*  +  8  sin  \  e*)  / 

=  tang2«*  \  j  

cos^e 

Ist  nun  nicht  allein  e  —  wie  immer  —  sondern  auch  noch  A 
Rehr  klein,  so  fällt  dies  Verhältnis«  u:t  offenbar  so  klein  aus, 
dass  man  u  in  Vergleich  gegen  t  vernachlässigen,  folglich  nlhe- 
rungsweise 

/1A,  .     •     t  t — 1  tangA  sin« 

(19)  -sin«  =-2  =  -T  —*  =  esin2Ä 

- 

darf. 


Hat  man  u  und  «  zur  Hilfe  berechnet,  so  bestimmt  man  den 
gesuchten  möglich  grüssten  Fehler  Au  selbst  nach  der  Gleichung 

«Cosa 

(0)  tang  z/cr  =  y-.  — 

v  '  e         l  +  «sine 

■ 

Nun  ist  u  vermöge  der  Gleichung  (5)  von  derselben  Ordnung 
der  Kleinheit  wie  e,  folglich  usina  gewiss  noch  kleiner  und  so- 
fort der  log(l-fwsina)  fast  immer  so  klein,  dass  er  ausser  Acht 
gelassen  werden  darf.  Besitzt  man  eine  logarithmisch -goniome- 
trische  Tafel,  in  welcher  die  kleinsten  Winkel  von  Secunde  zu 
Sccunde  vorschreiten,  so  möchte  die  Berechnung  von  Ja  wohl 
am  einfachsten  nach  Gleichung  iß)  erfolgen. 

Dividirt  man  im  zweiten  Theile  von  (6),  so  wird 

» 

(20)  tang^«=ucosa  —  ucosa.  usina +  .... 

I  II 
=t*cosa  —  I.  usina  + .... , 

wo  man  nur  höchst  selten  von  dem  berichtigenden  zweiten  Gliede 
(.■ebratich  machen  wird. 

Besitzt  man  jedoch  keine  wie  oben  beschriebene  goniometri- 
sche  Tafel,  so  ist  es  besser  Ja  selbst  nach  der  Formel 

j?=tangJa— jtg^a"  +  ^tg/tof»-  

1 

zu  entwickeln,  wonach  man  erhält 

(21)  Ja^=  TucoBa  —  /.  usina  -f- ...... 

1  II 
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Da  wo  der  Winket  o  zureichend  klein  ist,    kann  man  die 
Gleichung  (6)  -auch   dadurch   umgestalten,    das«  man  cosa  = 
'    .  1 

1— frin^  a*  setzt   Danach  ergiebt  sich 

u  +  tang  ja 

tang  Ja—u  p-r  :  .wsino. 

°  1  4  u  sina 

Isf  nun  das  zweite  Glied  wegen  der  Kleinheit  von  a  schon  genü- 
gend klein ,  so  kann  man  es  vernachlässigen ,  folglich  näherungs- 
weise setzen 

(22)  tang  Ja = u  =  (»-fl)  tang  £tangA 

uod 

(23)  Ja=ru=r(v+  l)tang|tangA. 


10. 

Bevor  wir  in  unserer  Untersuchung  weiter  schreiten,  betrach- 
ten wir  gewisse  ausgezeichnete  Huhenwinkel  A,  auf  die 
ans  theils  die  Natur  der  Aufgabe,  theils  die  Annahme  (10)  auf- 

merksam  macht,  nemlich  A=0,  ^  und  90°. 
L   Für  A=±0 

wird  n  und  t>=oo,  aber  tangA=±0,  daher  in  (13)  und  (15) 
*taogA  =  ±ot>.0.   Es  ist  jedoch  gemäss  (12)  und  (10) 

\  »InA*  +  8«ini«s  +  sin* 
t"angA=  


und  för  A  =  4  0 


=±V2sinie, 


daher  nach  (13)  und  (15) 


«=  ±  sin  j- 1  tang^  t .  y2 , 


.  1 
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(24)  *.ÄT^va  =  T_' 

cos  2*V*2 

Aus  dem  Letzteren  findet  man 


1      4/  cos  e 


co  f>a= 

<  os4jc 


(25)  .^8«  =  ^^-; 


cos2a  =— tang^«*.  sio2a=:F^-^- 

co«  kye* 

tanS2tf=i;  . 


Sofort  ist 


•  1  * 

Sin  rr  t1 


daher 


2 


tang^o.tang2a— 1, 


±2a±Ja=:±a±a'=yOC). 
Demnach  dürfte  zur  Berechnung  von  Ja  am  geeignetesten 


oder 


±  sin  Ja = cos  ±  2a=  -  tang  ^i» 


(26)  sin  Ja=z  -f-  tang  ^  c* » 


oder  in  eine  Reihe  entwickelt 

(27)'  T^a=|L  +  .^s  +  

Wegen  der  Kleinheit  von  «  ist  in  (24)  und  (25) 
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co8^==l,  cost^l,  daher  sin« 4^  -i,  tanga=±l,  und  sofort 

buchst  nahe  a=T45°.  Wenn  demnach  A=±0,  folglich  di'eVisur 
horizootal  ist,  so  ftllt  sowohl  für  o=—  45«  als  Rir  o=+45<>,  also 
so  den  Halbirungslinien  der  4  horizontalen  Quadranten,  der  Feh- 
ler Ja  am  grossten  aus,  und  dieser  ist  sehr  nahe  der  zweiten 
Potenz  des  Neigungswinkels  der  Messtischebene  proportional. 

Dies  Ereeboiss  wird  auch  von  der  Gleichung  (4)  best&tigt, 
welche  für  h  —  ±0  in 

tang  («'=<*  +  Ja) = cos*  tango 

übergeht,  und  zeigt,  dass  nicht  nur  für  «=±90°,  sondern  auch 
fär  o  =  ±0  der  Fehler  Ja  in  Null  Obergehe,  und  dass  demnach 
sowohl  im  positiven  wie  auch  im  negativen  ersten  Quadranten  von 
«  ein  gross t er  Fehler  Ja  statt  finde. 

Bestimmt  man  dieses  (ürösste  nach  der  letzten,  auch  aus 
einer  leicht  zu  entwerfenden  Figur  unschwer  ableitbaren  Gleichung, 

»dem  man  sie  nach  a  differenzirt  und        =  0  setzt;  so  findet 

Sa 


cos* 


cos  a'a      cosa4  ' 


folglich,  wenn  man  durch  die  ursprüngliche  Gleichung  dividirt, 

sin«/  coso7 = sin«  cos« , 


also 


und 


oder  wie  oben 


Sonach  ist  - 


sin  2«'=  sin  2a 


±20*2^  =  180", 


±a±a'=±2a±Ja=W>. 


I  1 

,  ,  -  2  eins-«2  2sintT£a 
1    1         cos«         l~cosg  2    2 

co*  a'*     sina*~  cos  a*     sina4— cos«*     — cos2a     +  »in  Ja 


1  +  cos«  1 
=  sln«M^  =  2cOS^' 


folglich  wie 
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cos2o=— tangg-e»  und  sm/fe^T  tang  gr«». 


Umgekehrt  findet  man  eben  so  leicht  den  Neigungswinkel 
e,  bei  dem  der  Fehler  Ja  eine  bestimmte  zugestandene  Grenze 
nicht  übersteigt.   Dafür  ist  nach  (2b)  oder  (27) 


(28) 


1 


tang.je=  VsinCT^«).   «  =  2  V*T 2\ 


wo  ^Ja  den  absoluten  Werth  von  Ja  vorstellt. 

Bei  der  graphischen  Triangulirung  soll  dieser  Fehler  nicht 
30  Secuuden  betragen.    Setzen  wir  demnach  ¥^0=30",  so  fin- 

»3  °*)  3 
den  wir  e=l°22/5ö,,r=l  -g-  .  Also  nm  lg  Grad  darf  der  Mess- 
tisch oder  ein  Winkelmesser  gegen  den  Horizont  geneigt  sein, 
bis  deij  grosste  Fehler  der  Horizontal  winket,  wenn  die  Objecte 
genau  im  Horizonte  liegen,  30  Secunden  beträgt.  Da  man  nun 
einen  so  groben  Fehler  in  der  Neigung  nie  begehen  wird,  so 
dürfte  dieses  Ergebnis  leicht  Manchen  zu  dem  Irrt  hu  nie  verlei- 
ten., überhaupt  den  Einfluss  dieser  Neigung  auf  die  Wichtigkeit 
der  Messung  gering  zu  schätzen;  wir  werden  ihn  jedoch  bald 
Besseren  belehren. 


11. 


II.   Für  A=2 
wird  vermöge  (10),  (12),  (13),  (16),  (18),  (17) 


(29) 


n  — 2,  c— 2,  u=3tang£-c*,  1=1; 
1+t*    1  ,34     1  . 


V3       1  2 

cos  «  =      (1  —  sg>  u  —  g  n1  )  ; 

1  1  13 

tang^a=2  V3  («  +  g  u*  +  ^ u» -f  ) 

3  1       1        1        13  1 

:  j  V3  ( tang  j +  2  tai,g  f  f  *  +  T tanS  2  + 


und 


♦)    Herr  Prof.  Stampfer  findet  dafür  586  Minnten. 
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(31)  ^«=|/V3(«  +  g««  +  5U»f ....) 

= |  r  vi  (tg  y* + 1  tg  5  «H»g  5 «« +  •-) 
= I        •  +  Ä  (ff  •  • + S(f)" ' +  "  1 

•  1 

Wegen  der  Kleinheit  von  t  ist  —  s\uv=^,  also  a  sehr  nahe 

=  -30°.    Während  also  der  Winkel  k  nur  von  0  bis  |  aufsteigt, 

3 

nimmt  er  von  15°  bis  30°  ab  und  der  Fehler  Aa  wird  ^  V3s=2'0 
mal  so  gross. 

Umgekehrt  findet  man  zur.  Fehlergrenze  da  die  Neigung  t  aus 

(32)  tangi«*=  ^tangz/«  oder  t»  =  ^.^a.») 

Soll  z.  B.  der  möglich  grösste  Fehler  ,4a =30  Secunden  sein, 
80  findet  man  «=0051' 26"   und  h=  ^=0°25'  43". 

III.    Für  A=90°  .geben  die  Gleichungen  ('2),  (3),  (4),  t?=0 
uod  «/=0,  also 

«  +  ^«==900  und  ^«=90°— c; 

was  auch  aus  Tal.  II.  Fig.  2.  einleuchtet,  weil,  wenn  M  nach  IC 
kommt,  LMQ  nach  J;Ä«,  also  Q  nach  Zf  kommen  und  OQ=a' 
=OÄ=90°  werden  muss.  ~ 

Je  näher  demnach  A  an  90°  rückt,  desto  näher  kommt  Ja 
an  90° — a;  woraus  man  ersieht,  wie  genau  der  Horizontalkreis 
brecht-  gestellt  sein  muss,  wenn  die  Azimute  von  sehr  hoch  , 
stehenden  Gestirnen  zu  messen  sind. 

•  h  %  m 

3 

-  12. 

«, 

Die  in  den  Art.  7—9  behandelte  verwickelte  Bestimmung  der 
Winkel  a  und  /fa  räth  zuvörderst  zu  einem  Versuche  einer  Kei  - 
henentwickelung  nach  den  aufsteigenden  Potenzen  des  stets 
aar  kleinen  —  wohl  nie  einen  Grad  erreichenden  —  Neigungs- 
winkels f. 


*)  Ich  meide  hier  und  auch  sonst  gern  das  Wurzelzeichen ,  da  man 
j»  die  Gleichung  X**  —(i  auch  gleich  also  losen  4cann :  X  ist  die  irate 
Wnrsel  aas  a. 


Digitized  by  Google 


128 

Hierbei  fallt  aber  sogleich  auf,  dass  bei  der  Entwickelung  der 

1  +  8»»  zu  unterscheiden  komme,  ob  8n*<=>l  sei,  was  offen- 
bar von  dem  Hohenwinkel  h  abhängt,  und  wegen  des  Ausdrucke« 
(10)  von  n  erheischt,  dass  ' 

isinA>  =  <sin|«.  V8,  oder  nahe  ±k>  =  <k$Y*, 

also  lü>  t=W}      20*;     30*;     W;      50';  1«, 
dass  ±A>  =  <14'-1;  28'3;  42'-4;  56'-6;  l<>t0'-7;  l°24'-8  sei. 

I.  Betrachten  wir  daher  den  ersten  Fall,  wo  die  Ent- 
wickelung von  ( 1  +  8w*)*  nach  den  Potenzen  von  *  oder  *  auf- 
steigend gemäss  dem  binomischen  Lehrsatze  ausfuhrbar,  folglich 

8n»^l,  dbsinÄ^sin  ^«.V8 

f 

ist.    Da  isl 


4  4  rt  /t\*       1  /«V 

^s=5nX«(l-C08e)=slnT«L2(,r;  '2:o(rj 
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t      /o»  .  a      i  \  €» 

(         _JL    J_      1  \  «ä 
1  V~~  8  4  i20~32a~~  52aV  F* 

l  +  «  «„«=1  -  (««  +  J.)  £  -     -      g?)  F«  -  • 

/nft  §  3a3     ja_      J_        1  \  ta 

"A*  +  8  ~12ü~32/i +:«a»y  r*  


(33)  ^=«+(^  +  3+8^;r« 

/4a»  ,  17a»    7a      I         1  \  c» 

+  "2F+  äö-32^+  32ÖV 


Die  ftir  sine  und  Ja  erhaltenen  Reihenentwickelungen  (32) 
und  (33)  hören  jedoch  in  der  Nähe  der  äussersten  Werthe  0  und 

90°  des  Höhenwinkels  A  auf  anwendbar  zu  sein,  weil  dort  -=cotA, 

a 

hier  a  =  tangA  sehr  gross  ausfällt. 

1.  Ffir  die  von  diesen  Grenzen  genügend  abstehenden  Mit 
telwerthe  des  Höbentvinkels  A  kann  man  demnach  diese 
Reihenentwickelungen  geradezu  verwenden,  und  erhält  so 

(34^  — aina  =  (tungA  +  tycotA)  j, 

—  ^tangA+y  cotA+ j  cotA')  0)' 

/l  1  1       \  «8 

(35)         J  o±=ctangA + ( jj  tgA3+  ^  tg  A  +  ^  cot  A J  jra  

• 

In  diesem  Falle  ist  der  Winkel  er  nahe  =0.  folglich,  tritt  der 
grusste  Fehler  Ja  da  ein ,  wo  die  Protection  der  Visur  nahe  mit 
der  Durchschuittslinie  der  Horizontal-  und  Messtischebene  «her- 
einfallt oder  zu  einer  auf  der  Messtischplatte  ziehbaren  wagrech- 
ten Geraden  nahe  parallel  Ifiuft,  also  selbst  nahe  «vagrecht  ist. 

Um  die  Grösse  des  2ten  Gliedes  in  Ja  einiger  Massen  schät- 
zen zu  können,  bemerken  wir,  dass  selbes,  wenn  c=lGrad  ist, 
Ör  nahe  A  =  21°23/  und  A  =  33°35'  etwa  IScc.  betrage,  und  für 

a=2?° 21'  seinen  möglichst  kleinsten  Werth  nahe  ^  Secunde  er- 
halte, endlich  bei  gleichem  Höhenwlnkel  der  3ten  Potenz  von  t 
proportional  sei. 
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2.  Für  die  möglich  kleinsten  Hohenwinkel  H  wer 

I 

den  die  mit  den  höchsten  Potenzen  von  -  =cotA  behafteten  Glie- 
der in  (32)  und  (33)  die  ausgiebigsten.  Behält  man  nur  sie  hei, 
und  setzt  abkürzend  ~p  —  y-  :tangA  =  ^eotA=A;  so  erhält  man 

111 

—  skia  =£- k  -  yA'  +  y  A*  , 

1  1 

Aa=  ^  A2f  — £2  Je*  t  ; 

ersieht  aber  auch  zugleich,  dass  diese  Reihen  zu  langsam  con- 
vergiren. 

3.  Bei  den  g  r  ö  s  s  t  e  n  H  tt  h  e  n  w  i  n  k  e  I  n  h  füllen  in  (3*2) 
und  (33)  die  mit  den  höchsten  Potenzen  von  a  =  tangA  behafte- 
ten Glieder  am  grossten  aus.    Behalt  man  nuc  sie  bei  und  setzt 

zur  Abkürzung  a  j,=y,tangA  —  g ;  so  findet  man 

.  ft       1  £*        31  f*        \  • 

-sma^tangA^-^  ^  +  mr& ....  J 

4*=r{g  +  \0*  —   ); 

ersieht  aber  auch,  dass  die  letzte  Reihe  zu  langsam  conrergirt 


13. 

II.    Im  zweite n  Fall,  wo 

1 

8«a>  I,  ±sin/«<shi2  t  V'2 

ist,  nuissfe  man  die  V  1  +8;i2  nach  den  fallenden  Potenzen  von 
«  entwickeln,  ihr  also  zuvor  die  Form  2mv2^1  f  erf heilen. 

Setzen  wir  abkürzend 

4  ' 

1  sin/i 

2v2.sin  tyf 

so  w  ird 

V 1  +  «t2  +  MI 


e  — 


'2w 
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cos^-ecosA 

VTM?-m(!-48ini««) 

—  sina  =  j  . 

V^cos^-tcosA 

Für  lirn  A=0  wird  lim  w  =  0 ,  also 

§ 

—  8in«  =  y  unda==—  45°, 

V'2-cosgt 

wie  schon  in  Art.  10.  gefunden  wurde. 

Die  Entwickelung  in  Reiben  kann,  wie  man  leicht  übersieht, 
auch  hier  keinen  Vortheil  darbieten. 


14. 


Wenn  der  Höhenwinkel  A  klein  ist,  kann  man  et  am 
täglichsten  nach  den  Gleichungen  (10),  (12),  (13),  (16)  oder  (18), 
und  (17),  bestimmen,  dann  aber  Ja  nach  (22)  oaer  (23)  berechnen. 

Ist    endlich  der  Höhenwinkel   so   klein,   dass  man 
•  A  • 

8ioA=p=tangA  setzen  darf;  so  wird,  weil  man  jedenfalls  auch 


1 

2 

singe  =  -jr  =tang£f 
zu  setzen  berechtiget  ist,  nach  den  erwähnten  Gleichungen: 


.1.2*  1 
iioae  =  -rr  =t 


(36)   

* 

.      (37)  f=  —     7  = 

.  t>  +  l   eA_t>  +  l/«Y 


9' 
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Den  Winkel  er  wird  man  entweder  gemäss  der  Gleichung 


(17) 


_sin«  = 


oder,  weil  hier  u  in  Vergleich  gegen  t  vernachlässigt  werden  darf, 
nach  der  Gleichung 

(19)  -sin«=| 

berechnen.    Endlich  wird  man  Ja  nach  der  Gleichung 
(21)  4a=rucosa 

bestimmen. 

In  den  Ausdrücken  (36)  und  (37)  wird  man  anstatt  t  und  h 
einfacher  nur 'ihre  kleinsten  Proportionalzahlen  setzen. 

Bleibt  sich  das  Verhältnis»  ^  gleich,  so  bleiben  vtt  und  nahe 
auch  «  gleich,  u  und  du  aber  sind  der  e9  nahe  proportionirt. 

Beispiel.  Sei  «  =  lo=t30',  A=2°,  also  n  =  J,  «:A  =  1 :2; 
dann  ist 


l0£? 


1±1  - 


in 


=032477 


2logy  =351625,  Tin  Gr. 

log« =0  80852 -4 
logr=5-31443,  T  in  See. 
logcos*=998872 

log^«= 2-1 1167 

Bleibt  f:Ä=rl:2,  so  ist  für  t'  =  W  und  A'  =  l« 


f=V6- 2 =0-44949 
«  =  0-00064 


t-f  «1=0-45013 
-sin« =022506 
-«=13°0'4 

=  2'9"3 


t'  =  t  =  0-44949 


«'  =lU= 


II»  i  i 


IG 


f'  +  «' =0-44965 
—sin«' =0-22482 


-«'  =  12<>59' -5 
^«'=j^«=32"-3. 
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15. 

» 

Dort  wo  keine  der  angegebenen  Näherunesrechnungen  hinrei- 
chend genau  ist,  oder  wenn  der  Grad  der  Genauigkeit  einer  sol- 
chen Rechnung  in  einem  bestimmten  Falle  ermittelt  werden  soll, 
wird  es  unumgänglich  noth wendig,  die  umständliche  aber  genaue 
Berechnung  von  ,o  und  Ja  nach  Art  7.-9.  vorzunehmen.  Um 
aber  hiebei  durchgängig  die  Logarithmen  benfitzen  zu  konuen, 
wird  man  sich  der  Hiliswinkel  bedienen. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (10)  und  (12) 

sintj£ 

(39)  nV8=-^pV8=Ung9), 

■ 

w  iat 

(40)  r=555|±l. 

Dabei  muss  secqo  =  V~l-f  8n2  stets  positiv  ausfallen,  folglich  tp 
von  — 90°  bis  +90°  gewählt  werden.  , 

Entweder,  wenn  man  eine  Secantentafel  hat,  berechnet  man  v 
ganz  einfach  aus  (40),  oder  man  benötzt  die  folgende  Darstellung: 

1 -f-cosy 
r~~$coso>  ' 

wonach  man  erhält 

1  . 

cos  R-  9* 

(41) 

ISacb  dem  ersteren  Ausdrucke  ist  die  in  u  vorkommende  Summe 

1 

.  .     1+3  cos*     „C0Ä*  + 

t? 


H-3co«y_  .ieMV  +  3 
2  cos?  2cos<p 


daher,  wenn  man  den  Winkel  l  so  bestimmt,  das» 

j=cos2X 

•st,  wonach  jedenfalls  2*=70°31' 43"r>  und 

(42)  *=35  15  51-8 

ist,  findet  man 


134 

'  t  l 

cos  (X  +  ^  (p)eos(l — ^  q> ) 
0  +  1=3  


Demgemäß  verwandelt  sich  die  Gleichung  (13)  in 

3  1  1  * 

(43)  *==  c^c08(A+2<,(,)co*^^1,>taD»|ta,l«A 

Oder  man  setzt  im  ersten  Ausdrucke  von  v  +  t 

'Sab"  =  «••♦'■ 

also 

(44)  tangt^=:38in9>; 

dann  wird 


I  j  — 3s|n(y-f 

2cos9>sinip 


und 


tA*\  3  sin(e>  +  ty)       e  , 

Zur  Bestimmung  von  a  benfitzt  man  entweder  die  Gleichung 
(15),  wenn  man  eine  Tafel  der  Cosinus  zu  Gebote  hat.  oder  man 
umwandelt  diese  Gleichung  wie  folgt.   Es  ist 

t>  —  1  +2sing-£2 

—  siu  a  =  1  j — .  tangA 

2  sin     cos  2  e 

f 

/»—I        I     \  tangA  1 

sin  2  ea 

=(l+    "T*  \tangigtangA. 
V     2sin£t*  J  * 


Nach  (41)  ist  aber 
• 


sin  ig* 

r-l=  —  , 

Cosqp 


folglich,  wenn  man 
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.  1 


.   1     4/r-I         '2e  w-,  

sm  g  f  •  Y  — ^ — =  j—  V  ¥  cos»  =  tarig  cd 


sin  zf<p 


setzt,  wonach  co  iipnier  positiv  und  spitz  ausfallt, 

1  1 

(47)  -sina=^^  tang^  « taogA.*) 


16. 


Um  die  Beträge  des  grossten  Fehlers  Ja  im  Horizontalwin- 
kel a  einiger  Massen  in  besonderen  Fallen  beurtheileii  zu  können, 
habe  ich  mir  die  Mühe  genommen,  folgenden  Abriss  einer  Tafel 
zu  berechnen,  in  welcher  zu  gewissen  Neigungswinkeln  t  des 
Messtisches  und  füY  gewisse  Hohenwinkel  h  der  Visur  nicht  allein 
jener  erosste  Fehler  da,  sondern  auch  derjenige  Horizontalwill- 
kel  a,  bei  dem  er  Ktatt  findet,  aufgeführt  ist.  Die  Neigungswin- 
kel t  wurden  geflissentlich  so  aussergewohnlich  gross  gewählt, 
weil  man  daraus  für  kleinere  i  leicht  Ja  angenähert  danach  be- 
rechnen kann,  dass  wenigstens  von  A=25  Min.  an,  bei  einerlei 
k,  die  Fehler  forden  Neigungswinkeln  c  nahe  proportional  sind. 
Eine  grossere  Ausdehnung  dieser  Tafel  muss  ich  jemand  über- 
lassen, dem  mehr  helfende  Hände  als  mir  zu  Gebote  stehen. 


•)  Wenn  at  genug  klein  ausfällt,  kann*  man  mittel«  der  logarith- 
mitch  -  gonioraetrisrhen  Tafel,  ohne  den  Winkel  w  selbst  zn  bestimmen. 
tob  logtanga*  Unmittelbar  auf  Ingain w  übergehen.  Denn  für  jede  zwei 
Winkel  «  und  «'  ist 

sin«    iinw'     ,  .  ,.cn«t» 


log  tan  gm  —  log  tang«' =  log  «in«  —  log  «in  w'-f  log  . 

COSA/ 

Sind  nun  die  Winkel  <•>  und  so  klein,  das«  man  «ehr  nahe  co«cw=co«c/ 
«etzen  darf,  so  isl  hinreichend  genau 

log  tangtu  —  log  tnngtrj'  =  log  «ineu  —  log  «in«' 

und  sofort 

log  sin«  =  log  sine/  \-  (logtgw— -log  tgw'). 

Bezeichnet  demnach  w'  den  Winkel,  , dessen  logtang  die  untere  Grenze 
logtnngcu  in  der  goniometrischen  Tafel  ist,  so  hat  man  nurlogtgo/ 
«on  dem  gefundenen  logtgw  abzuziehen ,  lind  den  Unterschied  zu  dem 
in  der  Tafel  auf  derselben  Zeile  stehenden  log  sin«'  zu  addiren,  um  mo- 
eleich  den  verlangten  logsincv  zn  haben. 
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Aua  dieser  Tafel  ersieht  man,  wie  der  Winkel  «,  bei 
der  grüsste  Fehler  Ja  statt  findet,  für  A=0°  noch  ein  wenig 

45°  steht,  und  wie  er  schon,  während  h  nur  auf  ^- aufsteigt,  auf 

30°  herabsinkt,  und  bereits  für  ä=5°  nur  wenige  Grade  und  bei 
f=rl0'  nicht  mehr  einen 'vollen  Grad  beträgt.  Dagegen  sieht  man, 
dass  Ja  bei  einerlei  e,  so  wie  h,  in  arithmetischer  Progression 
aufsteigt. 


Digitized  by  Google 


iiLi''t 

s 

& 

fi 

3 

tD 

s 

e 

1  tt 

• 

© 

CO 

er« 

© 

c? 
CO 

00 

Q 

i— i 

1 

o» 

| 

ö 

Hh 

00 

P 

1? 

fH 

IS 

o» 
3> 

CO 

• 

o 

Q 

cO 

00 

! 

00 
IO 

CO 

• 

-H 

• 

• 

4f 

*ß 

• 

l-H 

© 

pH 

CO 

• 

CO 

» 

• 

co 

6 

-<* 

Ol 

00 
1— 1 

ö 

IT* 

Iß 

iß 

O 

CO 
fH 

CO 

io 

Oi 

s 

CO 

8 

5« 
CO 

CO 

c^ 

o 

*b 

CM 

p 

«*>» 

PN 

p 

Oi 

% 

« 

oi 

• 

1.. 

*ß 

o* 
•■h 

»ß 

co 
c$ 

o 

• 

s? 

CO 

14- 

»ß 
CO 

IQ 

■*? 

CO 

SS 

1 8 

OD 

* 

«5 
Ol 

CM 

6 

c^ 

!>. 

00 

ö 

CN 

00 

ob 

co 

Ol 

o 

1Ä 

CO 

• 

Oi 

* 

CO 

© 

9> 

§ 

»O 

• 

Oi 
• 

CO 

• 

c* 

CO 

« 

CO  • 

% 

w 

CN 

Ö 

fH 

IS 

pn 

CT 

• 

PH 

♦ 

CO 

CO 

a 

CT* 

lß 

Oi 

CO 
<N 

Ci 

o 

* 

• 

* 

>  *th 

© 

* 
HH 

• 

•T 

f-H 

CO 

• 

p 

% 

00 

O 

CO 

o 

• 

CO 
CO 

CM 
& 
00 

ob 

CO 

9P 

OS 

iO 

e 

© 

PN 

ö 

"? 

o 

>— 

• 

© 

m 

CT* 

CO 

• 

VV 

• 

CO 

ih 

CO 

ö 

l-H 

IO 

As 
.1 

lfi 

CO 

e 

| 

o 

.  o 

CO 

*» 

2P. 
oi 

(5* 

ob 

l-H 

CO 

CO 

• 

»  . 

O 

CO  1 
cb  j-g 

9»  \ 

o> 

lO 

o 

o 

ö  ~ 

as  * 

2 

Iß 

* 

»h 

94 

O 

o 

ifi 

1 

Digitized  by  Google 


138 


Mit  welcher  Genauigkeit  lassen  sich 
die  l«änge  eines  kleinen  Kreisbogens, 
sein  üdu§  und  seine  Tangrente  einander 

gleich  stellen? 

Untersucht  Ton 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matzkrf, 

k.  k.  ProfoMor  der  Mathematik   und  prakt.  Geometrie  an  der  «lind. 

techa.  Lehranstalt  au  Prag. 


Diese  flir  angenäherte  goniometrtsche  Rechnungen ,  vornehm- 
lich  in  den  verschiedenen  Zweigen  der  praktischen  Geometrie  und 
Mechanik,  höchst  wichtige  Präge  habe  ich  noch  nirgends  aufge- 
worfen und  beantwortet  gefunden,  wesshalb  ich  dies  hier  selbst  taue. 

Sei  a  eines  Kreisbogens  Gradmass,  a  seine  Lange  oder  »ein 
Zahlwerth,  wenn  sein  Halbmesser  die  Längeneinheit  ist;  oder  sei 
o  eines  Winkels  Gradmass,  und  a  =  ot:  T  sein  analytischer  Zahl- 
werth, wenn  er  nämlich  durch  die  analytische  Winkeleinheit,  den 
Gehren  r,  ausgemessen  wird.   Dann  ist  bekanntlich 

a*  a* 


1.2.3  T  1.2...5    -  ' 


I.  Soll  mm  a  mit  sino  bis  auf  eine  Decimaleinheit  der  A'teit 

] 

Ordnung,  d.  i.  bis  anf       ,  über  einstimmen,  also 


«Vi  %«*       \  1 
,-.s,n«=^-^l-^+..J<Ii 


10* 

sein;  so  kann  mann,  weil  hiezu  a jedenfalls  schon  klein  sein  muss, 
für  eine  erste  Annäherung,  wenn  man  die  genäherten  Wertho  von 
«  und  a  mit«'  und  a'=.af:  jT  bezeichnet, 
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setzen.    Dies  gibt 


aUo  a'i 
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Sei  A  =  3m — », 

r\  

»tat  «'  <[()^v^0 

-  • 

1 

logaXjl«  -t-logß)+ log  T- m. 

Nehmen  wir  o'  und  Tin  Minuten,  so  finden  wir 

furit=0,  log a/< 379^65-^ m,  a' <  624*  7: 10", 

-  *=1,  logo'<4  12899-w,  a'<13468:10-, 

-  n=2,  Iogo/<  4-40232 -m,     < 28996: 10«. 
Für  eine  schärfere  Annäherung  setzen  wir  nun  oben  in 

für  a  den  genährten  Werth  tr*,  und  erhalten 

6"(l—  2Ö'"><  IT  ' 

daher 


.-I 


i 


«<«y(l— 2Ö  «)  •» 

a<°'+ööa's- ' 

also  a<ö'+i(^Ti' 

Wenn  wir  sonach  mit  r  multJpliciren ,  und  Kürze  halber  des 
Näheruogswerthes     Correction  durch  A«7  bezeichnen,  nämlich 

'    ,  r=3437'7 


10*+A 

setzen,  so  erhalten  wir 
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Nimmt  man  nun  für  k  die  Zahlen  9  bis  2,  so  ergibt  sich  fol- 
gende Zusammenstellung : 


k 

m 

n 

Ja' 

1  S 

j,— sin«< 

~9~ 
"8" 

T 

3 
3 

0 

«625 

V  1 

1  0°6''25 

1:10» 

1 

1346 

0 

0  1346 

1:10* 

3 

£ 

290 

ü 

0  29  0 

nv 

~rj~ 
5 
4 

a 

0 

62-5 

0 

1  25 

1:10* 

2 

1 

1346 

0 

2  14-6 

1:10* 

i 

2 

2900 

0 

,4  5O0 

1:10« 

3 
~2~ 

i 

0 

6247 

(K3 

10  24  7 

i.fö» 

i 

1 

1345-8 

3.4 

22°29"2 

1 : 10* 

I 


II.    Soll  a  mit  tanga  bis  auf  eine  Decimaleiuheit  der  Aten 

1 

Ordnung,  d.  i.  bis  auf      »  übereinstimmen,  also 

.  taug  o — a  =  ~  ( 1  + 1  a»  +  ....)< 

sein;  se  kann  man  wegen  der  Kleinheit  von  a  für  eine  erst«  An- 
näherung ,  wenn  man  die  obige  Bezeichnung  beibehält, 

a'»  1 

setzen.    Dies  gibt 

a  3 

also  c  =  ra'<rv-j^, 

r  •  

oder  «'  <  j^V  3 10», 

folglich 

log«*  <^(n+  log  3)  +  log  T-  m. 

Nimmt  man  abermals  JT  und  a  in  Minuten,  so  findet  man 

tür  »=0,  log«'  < 369531  -m,  o'  <  4958':  10", 

-  n  =  l,  log«'<4-0286ö— m,  o'<  10682:10", 

-  n  =  2,  log«' < 4 36198- m,  ✓  <  23013 : 10». 


- 
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2 

Fflr  eine  schärfere  Annäherung  setze  man  oben  in  ^a'j 
für  a  den  genäherten  Werth       danach  erhält  man 

^(l  +  ga'» +...)<  3 -. 


folglich 


a^a'(\+$a'*...)-l  , 


15^ 


n  ^  o  - 


also 


=  4 


Multlplicirt  man  mit  1\  und  bezeichnet  wieder  des  Näherungs- 
werthes  o'  Verbesserung  durch  da',  nemlich 


.  ,    4  r=  13751'  ' 


so  erhalt  man 


a'—da'. 


Setzt  man  abermals  für  k  die  Zahlen  9  bis  2,  so  ergibt  sich 
folgende  Zusammenstellung: 


k 

in 

n 

a' 

da' 

a< 

tang  a  —j,^ 

9 

3 

Ü 

5'0 

0 

ü»  5'-0 

1:10» 

8 

~T 

3 

1 

107 

0 

0  10-7 

1:10» 

3 

2 

230 

0 

ü  ?30 

6 

2 

0 

49-0 

0 

l)  49-ti 

1:10« 

5 

•1 

1 

10<is 

0 

146-8 

1 :  10* 

4 

2 

2 

2300 

III 

3  49  9 

I  :  10* 

3 

1 

0 

495-8 

1.4 

H  144 

t:\iP 

1  1 

1 

1068-2 

13.8 

17  34  4 

1:10* 

III.  Damit  sin«  mit  tanga  bis  auf  eine  Decimaleiuheit  der 
Aten  Ordnung  übereinstimme,  also 

«8,.    3  .      v  1 
tanga  —  sin a=  g  (1  + ja*  +  •  )<  Jq» 

»ei;  kann  man  für  eine  erste  Annäherung,  indem  man  die  ge- 
brauchte Bezeichnung  beibehält,  nieder 
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setzen ,  wie  in  I.  Danach  erhält  man  zu  den  drei  Werthen  von  n 
auch  wie  in  I.  die  obern  Grenzen  von  er*. 

Zu  einer  genaueren  Annäherung  erhält  man  dann  durch 
den  bekannten  Vorgang 

7jV*  +  —  +•••)<  7p 


daher 
oder 


<?'  r  •"' 


=   ,  15 


Wird  nun  mit  /'  muitipltcirt  und  des  Näherungswerthes  tt' 
Verbesserung  durch  z/«'  bezeichnet,  nemlich 


15  r  sisw 


gesetzt,  so  erhält  man 


10*+*  -  10*4  * 


Art. 


Nimmt  man  wieder  dir  k  die  Anzahlen  9  bis  2,  so  erhält 
man  folgende  Zusammenstellung: 


m 

M 

Auf 

«< 

tanga— siner,^ 

9 

3 

0 

6 ''25 

0 

0°  6'25 

1:10» 

_8_ 

IT 

3 

l 

13"4Ö 

0 

~0  13-46 

3 

2 

29-0 

0 

0  29-0 

2 

0 
1 

62-5 

0 

1  2-5 

1.10« 

5 
4 

2 

134*6 

0 

2  146 

2 

•2 
TT 

2900 
0247 

O'.S 

4  49-5 

3 

i 

5  2 

10  19-5  MO3 

~2" 

1 

1 

1345-8 

61  '-6 

21  34-2  1:10* 

Die  Intcrpretaion  der  in  den  zwei  Schlussspalten  dieser  drei 
Tafelchen  enthaltenen  Ergebnisse  ist  so  einfach,  dass  ich  sie  hier 
Kürze  halber  wohl  weglassen  darf. 
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Populäre  Vorlesungen  über  wissen- 
schaftliche Gegenstände  von  F.  W. 
Bessel.  Nach,  dem  Tode  des  Verfas- 
sers herausgegeben  von  H.  C  Schu- 
macher. Hamburg.  Perthes ,  Besser 

&  Mauke.  1848. 

Ton  dein 

Herrn  Dr.  P.  Wolfers, 

Rechner  an  der  Königlichen  Sternwarte  in  Berlin. 


Der  Heransgeber  des  vorliegenden  Werkes  hat  hierdurch  sei- 
nem unsterblichen  Freunde  das  schauste  Denkmal  gesetzt,  denn 
wenn  es  auch  den  Männern  der  Wissenschaft  vollkommen  bekannt 
ist,  wie  vielseitig  nnd  (was  selten  der  Fall  ist)  gründlich  zugleich 
die  Wirksamkeit  des  grossen  Astronomen  gewesen;  so  erfahren 
durch  das  vorliegende  Werk  auch  die  zahlreichen  Liebhaber  der 
astronomischen  und  physikalischen  Wissenschaften,  wieviel  diese 
dem  verstorbenen  Verlasser  verdanken.  Wahrend  derselbe  in  so 
vielen  Zweigen  der  Wissenschaften  erschöpfende  Untersuchungen 
angestellt  hat,  wusste  er  doch  sich  noch  Zeit  abzumfissigen, ' 
diese  eben  so  allgemein  fasslicben,  als  gründlichen  und  eleganten 
Abhandlungen  zu  schreiben.  Der  aufmerksame  Leser  derselben 
kann  nur  bedauern,  dass  der  Verfasser  nicht,  wie  nach  einer  An* 
deutnng  des  Herausgebers  seine  Absicht  war,  dazu  gelangt  ist, 
die  vorliegenden  Bruchstücke  in  ein  Ganzes ,  eine  populäre  Astro- 
nomie, zu  vereinigen;  reichlichen  Dank  bleiben  wir  aoer  auch  für 
diese  Gabe  schuldig.  Das  erwähnte  Denkmal  ist  nur  dadurch 
unvollständig,  dass  der  Verfasser  zu  bescheiden  gewesen  ist,  um 
in  den  einzelnen  Abhandlungen  uberall  anzugeben,  was  er  selbst 
in  den  einzelnen  dort  besprochenen  Gegenständen  geleistet  hat. 
Diese   allgemeinen  Bemerkungen  enthalten  bereits  unser  Ortheil 


i  - 
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über  das  Werk,  wir  glauben  keine  undankbare  Arbeit  zu  unter- 
nehmen, wenn  wir  die  einzelnen  Abhandlungen  vorzugsweise  be- 


die  Reihefolge  des  Buches  nicht  beobachten ,  sondern  die  Abhand- 
lungen mehr  nach  der  Verwandtschaft  ihres  Inhalts  ordnen.  Die 
erste  Abhandlung  hat  die  Ueberschrift: 

Ueber  den  gegenwärtigen  Standpunkt  der  Astronomie. 

Dieselbe  nimmt  nur  einen  Raum  von  33  Seiten  ein,  allein 
der  Verfasser  hat  es  verstanden,  auf  demselben  mannicbfache 
interessante  Darstellungen  niederzulegen.  Uni  den  gegenwärtigen 
Standpunkt  der  Astronomie  klar  zu  machen,  gibt  der  Verfasser 
eine  kurze  Uebersicht  ihrer  Geschichte  aus  dem  vorigen  Jahrhun- 
dert; er  zeigt,  wie  wechselweise  besonders  seit  Newton  die 
Theorie  und  Praxis  einander  vorausgeeilt  waren  und  wie  ebeo 
das  Vorauseilen  des  einen  Zweiges  die  Veranlassung  war,  welche 
das  Vorwärtsschreiten  des  andern  herbeiführte.  Wüsste  man 
nicht  ohnedem,  dass  der  Verfasser  auf  der  Hohe  beider  Zweige 
der  Wissenschaft  stand,  so  uiüsste  man  diese  Ueberzeugnng  dar- 
aus abnehmen  können ,  dass  er  die  Leistungen  der  hervorragend- 
sten neuem  Astronomen  mit  wenigen  Worten  klar  darzustellen 
verstanden  hat.  AU  eigentliche  Aufgabe  der  Astronomie  gibt  er 
bei  dieser  Gelegenheit  an,  dass  sie  Vorschriften  ertheilen 
muss,  nach  welchen  die  Bewegungen  der  Himmelskör- 
per, so  wie  sie  uns  von  der  Erde  aus  erscheinen,  be- 
rechnet werden  können.  Zuerst  wird  Newtons  Verdienst 
um  die  Theorie  dargestellt,  hierauf  folgen  Flamsteed's  Verbes- 
serungen der  astronomischen  Instrumente  und  Beobachtungsmetbo- 
den ,  in  deren  Folge  die  Theorie  der  Praxis  voranseilte. 
Die  genauen  Beobachtungen  des  letztern  konnten  desshalb  nicht 
durch  die  Rechnung  dargestellt  werden,  weil  die  Störungen 
nach  Newton's  allgemeiner  Gravitation  noch  nicht  berechnet 
waren.   Hierzu  bahnten  Clairaut  und  Euler  den  Weg.  Noch 

genauere  Beobachtungen  als  Flamsteed  stellt  Bradl  ey  an,  und 
iese  benutzt  Tobias  Mayer  zur  Construcrion  von  Mondstafeln, 
mittelst  deren  man  die  Oerter  des  Mondes  mit  einer  Genauigkeit 
voraus  berechnen  konnte,  welche  man  früher  nicht  für  möglich 
gehalten  hatte.  Jetzt  konnte  man  durch  Beobachtungen  des  Mon- 
des die  geographische  Länge  auf  dem  Meere  finden.  Durch  Brad- 
ley  war  die  Praxis  vorausgeeilt,  Lagrauge  und  Laplace  för- 
dern die  Theorie,  die  Mecanique  Celeste  des  letztern  fällt  eine 
*  grosse  Lücke  aus.  Wie  in  den  Wissenschaften  überhaupt,  las- 
sen in  der  Astronomie  insbesondere  die  Grössen  sich  nicht  abso- 
lut genau  bestimmen,  die  Grenzen  ihrer  Unsicherheit  können  nur 
verengert  werden.  Die  Theorie  muss  daher  zu  jeder  Zeit  die  zu 
beobachtenden  Grössen  so  genau  darstellen.,  dass  der  Unterschied 
zwischen  Rechnung  und  Beobachtung  den  möglichen  Fehler  der 
letztern  nicht  übersteige.  So  spricht  sich  der  Verfasser  über  die 
bisherigen  Leistungen  aus,  er  verlangt  aber,  dass  künftig  Theo- 
rie und  Praxis  unbekümmert  um  einander  vorwärts  geführt  wer? 
den  sollten. 

Piazzi  bearbeitete  im  Anfang  dieses  Jahrhunderts  ein  Ver- 
zeichnis von  7000  Fixsternen,  ähnlich  wie   früher  Tycho  de 


Digitized  by  Gc 


145 


Brahe,  Flamsteed,  Brudley  uud  Lalande,  uud  entdeckte 
bei  dieser  Gelegenheit  am  1.  Januar  1801  die  Ceres.  Die  leich- 
teste Berechnung  der  Cometenbahuen  hatte  Ol  her«  bereits  1797 
gelehrt,  die  der  Planetenbahnen  mittelst  weniger  einander  nahe 
liegender  Beobachtungen  fehlte  noch;  in  Folge  der  Entdeckung 
der  Ceres  schuf  diese  der  grosse  Mathematiker  Gauss.  Weitere 
Entdeckungen  von  Planeten  folgten  schnell  auf  einander.  Brad- 
ley's  Beobachtungen  wurden  vom  Verfasser  scharf  reducirt  und 
in  seinem  Werke  „Fundamenta  astronomiae"  niedergelegt.  Sie  ha- 
ben den  Weg  eröffnet,  die  scharfen  Beobachtungen  der  letzten 
100  Jabre  so  fruchtbringend  als  möglich  zu  benutzen.  Durch  die 
von  Legen dre  und  Gauss  unabhängig  von  einander  erfundene 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  wird,  nach  des  Verfas- 
sers Ausdruck,  die  frühere  Kunst,  aus  Beobachtungen  eines 
Wandelsterns  eine  sich  ihnen  anschliessende  Bahn  zu  linden ,  in 
eine  Regel  verwandelt.  Ausser  den  bisher  erwähnten  Manien 
von  Astronomen  und  Mathematikern  fährt  der  Verfasser  die  Ar- 
beiten der  Mechaniker  Bird,  Ramsdeti,  Troughtnn,  Rei- 
che nbach  und  Repsold  an  und  bedauert  am  Schluss,  dass 
er  die  Arbeiten  von  Struve  und  Encke  zu  schildern  verhindert 
sei.  Bleiben  trotz  des  angeführten  mannichfachen  Inhalts  dieser  Ab- 
handlung Lücken  übrig,  so  werden  diese  durch" die  Abhandlun- 
geu  II., .13.  und  14.  ausgefüllt.    Ihre  Ueberschriften  sind: 

Ueber  die  Verbindung  der  astronomischen  Bco 
bachtungen  mit  der  Astronomie; 

Astronomische  Beobachtungen;  % 

Oerter  der  Fixsterne  an  der  Himmelskugel. 

Wir  bemerken  sogleich,  dass  die  zwei  ersteh  .Abhandlungen 
nicht  nur  verwandten  Inhalts,  sondern  die  eine  wahrscheinlich 
eine  Umarbeitung  der  andern  ist;    zum  Theil  kommen  wortlich 

Sleicblautendc  Stellen  in  beiden  vor.  Wir  betrachten  zunächst 
ie  erstere  (11.)  und  finden  nach  einer  angestellten  Unterschei- 
dung zwischen  der  Astrologie  und  Astronomie  das  Wesen  der 
letztern  bestimmt  angegeben,  welches  nämlich  in  einer  Kennt- 
nis* der  Bewegungen  der  Gestirne  besteht.  Die  Beobach- 
tungen benutzt  der  Verstand,  um  das  Gebäude  der  Astronomie 


negungen  aller  Wandelsterne  aufgestellt,  für  einen  einzelnen 
müssen  besondere  Zahlen werthe,  die  6  Elemente  seiner  Bahn  be- 
stimmt werden.  Die  Uebereinstimmuiig  der  mittelst  der  letztern 
berechneten  Oerter  mit  den  beobachteten  bestätigt  zugleich  die 
Richtigkeit  der  allgemein  aufgestellten  Theorie ,  lässt  sich  hin- 
gegen die  letztere  durch  keine  Verbesserung  der  Elemente 
den  Beobachtungen  in  einem  b."sondern  Falle  anpassen;  so  ist 
diess  ein  Beweis  für  die  Mangelhaftigkeit  der  Theorie.  Die  ersten 
astronomischen  Theorien  waren  unrichtig,  Keplers  Theorie 
war  richtig  und  erschien  auch  so  lange  vollständig,  bis  neu- 
ere genauere  Beobachtungen  widersprachen.  Newton  entdeckte 
hierauf  die  allgemeine  Anziehung  der  Himmelskörper  und  bahnte 
so  den  Weg  zur  Vervollständigung  von  Kepler's  Theorie.'  Die 
so  vervollständigte  Theorie  stimmte  lange  mit  den  Beobachtungen 
fiberein,    erst  jetzt  (1840)  erhebt  der  Widerspruch  wieder 
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seine  Stimme  und  bringt  nahe  Entdeckungen  in  Aussicht  Diese 
Entdeckung  ist,  wie  wir  unten  sehen  werden,  erst  nach  Bes sei's 
Tode  erfofgt  und  hat  aufs  Neue  die  vollständige  Richtigkeit  jener 
Theorie  bestätigt. 

In  grösserer  Ausführlichkeit  als  in  der  ersten  Abhandlung 
erfahren  Mir  hier,  wie  allmählig  von  der  ältesten  Zeit  herab  bis 
zur  neusten  die  Benbachtungen  vervollkommnet  wurden,  die  Lei- 
stungen einzelner  Astronomen  werden  klar  dargelegt.  Hervor- 
ragend sind  hier  die  Namen:  Ptolemäus  und  Alroamon  aus 
der  altern,  Johann  Müller  Regiomoutaiius,  Coner n icus. 
Wilhelm  IV.  von  Hessen,  Tycho  de  Brahe,  Flanisteed 
Bradley  in  der  neuern  Zeit,  den  letztern  fügen  wir  einen,  im 
Werke  nicht  erwähnten  Namen,  Besse  1  hinzu.  Wie  die  Astro- 
nomen ,  werden  die  nach  und  nach  eingeführten  Instrumente  er- 
wähnt, es  wird  gezeigt,  wie  jedes  die  Genauigkeit  der  Beobach- 
tungen zu  erhohen  im  Stande  war.  Wir  erinnern  an  die  Arraillar- 
spbare,  den  Quadranten,  Sextanten,  die  Pendeluhr,  den  Mauer- 
quadranten, das  Mittagsfernrohr,  den  Mittagskreis.  Jedes  dieser 
Instrumente  bezeichnet  eine  Epoche  in  der  Geschichte  der  beob- 
achtenden Astronomie  und  in  der  neusten  Zeit  hat  man  gelernt, 
ihre  Fehler  zu  bestimmen  und  durch  Rechnung  aus  den  Beobach- 
tungen fortzuschaffen.  Einige  Momente  mussten  bestimmt  wer- 
de«, ehe  man  die  genau  angestellten  Beobachtungen  auf  absolute 
Grossen  zurückfahren  konnte;  es  sind  diess  die  erst  in  der  neuern 
Zeit  bestimmte  Strahlenbrechung,  die  Bestimmung  des  wirklichen 
Widderpunktes  als  Anfangspunktes  der  geraden  Aufsteigungen  u. 
s.  w.,  kurz  die  Fundaroente  der  Astronomie,  welche  Bes- 
se 1  aus  Bradleys  Beobachtungen,  in  Verbindung  mit  den  in 
Königsberg  angestellten,  hergeleitet  bat 

Nach  dem  Ausspruche  von  Laplace  entspricht  die  New- 
ton'sche  Anziehung,  wenn  ihre  Folgen  mit  der  gehörigen  Voll- 
ständigkeit entwickelt  werden,  vollkommen  allen  Beobachtungen 
der  Planeten.  Diese  Aeusserung  war  aus  den  eigenen  Arbeiten 
dieses  grossen  Meisters  hervorgegangen.  Delambre  und  Bon- 
vard  hatten  in  Folge  seiner  Aufforderung  die  in  der  Mäcanique 
ctfleste  dargestellte  allgemeine  Theorie  auf  die  Planeten:  Erde, 
Jupiter,  Saturn  und  Uranus  angewandt  und  Tafeln  ffir'diese  be- 
rechnet, welche  zwar  die  Beobachtungen  weit  besser  als  frühere 
darstellten,  indessen  noch  immer  Unterschiede  von  10"  u.  ro.  übrig 
dessen.  Besonders  auffallend  zeigten  sich  diese  Unterschiede  bei 
dem  t/81  von  Herschel  entdeckten  Uranus,  dessen  bereits  vor 
der  Entdeckung  angestellten,  nachher  aber  erst  aufgefundenen,  so 
wie  auch  dessen  neusten  nach  1821  angestellten  Beobachtungen 
die  Tafeln  durchaus  nicht  entsprachen.  Wir  ersehen  aus  dieser 
Abhandlung,  dass  Bessel  bereits  1840  aussprach,  diese  Unter- 
schiede würden  zu  einer  neuen  Entdeckung  im  Sonnensy- 
steme, nämlich  eines  jensei  t  des  Uranus  befindlichen 
Planeten  führen,  dessen  Bahn  und  Masse  im  voraus  angege- 
ben werden  würde.  Indem  er  seihst  die  dahin  zielenden  Arbei- 
ten bereits  begonnen  hatte,  ereilte  ihn  der  Tod  und  kaum  brau- 
chen wir  daran  zu  erinnern,  dass1  kurz  nachher  Leverrier  und 
Adams,  unabhängig  von  einander,  die  prophetisch  angekündigte 
Entdeckung  buchstäblich  zur  Wahrheit  geführt  haben. 
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Die  bisherigen  Auszüge  haben  wir  der  Jl.  Abhandlung  ent- 
nommen, die  13.  enthält  viele  Mittheilungen,  «reiche  in  jener  be- 
reit« vorkommen,  aber  auch  manche  neue  und  interessante.  Wir 
finden  ausführlich  angegeben  und  erläutert,  wie  Kepler  »eine 
Gesetze  gefunden  hat,  Newton'»  Anziehungsgesetz  wird  hier 
erklärt.  Durch  Zahlen  wird  angegeben,  wie  die  Beobachtungen 
Tvcho's,  Flamsteed's,  Bradley'»  und  die  der  neusten  Zeit 
an  Schärfe  zugenommen  haben  und  der  Mittel  erwähnt,  durch 
welche  diese  Fortschritte  herbei  geführt  worden  sind.  Wegen 
notwendiger  Kürze  begnügen  wir  uns  mit  diesen  Andeutungen, 
damit  dervLeser  erfahre,  dass  er  in  jeder  dieser  beiden  nahe 
verwandten  Abhandlungen  eigentümliche  und  lehrreiche  Mittbei- 
lungen  finden  wird.  Ehe  wir  diesen  Gegenstand  verlassen,  müs- 
sen wir  aber  noch  bemerken,  dass  am  Schiuss  dieser  13.  Abhand- 
lung diejenigen  Untersuchungen  angegeben  werden,  welche  Bes- 
se! selbst  nach  eigenen  Ideen  angestellt  hat,  um  die  Fehler  der 
anzuwendenden  Instrumente  zu  bestimmen  und  ihren  Einlluss  auf 
die  Resultate  der  Beobachtung  fortzuschaffen. 

Während  die  beiden  ehert  besprochenen  Abhandlungen  vor- 
zugsweise der  Bewegung  der  Flausten  gewidmet  sind,  beschäf- 
tigt sich  die  Abhandlung  14.,  wie  auch  ihre  Ueberschrift  andeutet, 
mit  den  Fixsterneu.  Der  Verfasser  bemerkt,  was  nicht  in  allen 
populären  Schriften  geschieht,  dass  die  Fixsterne  bei  ihrer  täg- 
lichen scheinbaren  Bewegung  keine  Kreise  .beschreiben,  eine 
Folge  der  Strahlenbrechung.  Von.  dieser,  ihren  Ursachen  und 
Wirku  ngen,  wird  eine  deutliche  Uebersicht  gegeben,  natürlich 
konnte  nierhei  nicht  auf  Rechnung  eingegangen  werd«  n.  Da  man 
nur  eine  mangelhafte  Kenntnis»  von  dem  Einfluss  bat,  welchen 
die  Veränderungen  in  der  Atmosphäre  auf  die  Strahlenbrechung 
ausüben,  diese  also  nur  immer  unsicher  bekannt  wird;  so  zeigt 
der  Verfasser,  wie  man  die  zu  beobachtenden  Sterne  auszuwäh- 
len habe,  um  diesen  Einfluss  zu  vermindern.  Tycbo  de  Brahe 
hat  zuerst  durch  Beobachtungen  die  Grosse  der  Strahlenbrechung 
zu  bestimmen  versucht,  J.  1).  Cassini  verband  damit  die  Theo- 
rie, nach  ihm  vervollständigten  diese  Kenntnis»  Simuson  durch 
Theorie,  Bradley  durch  Beobachtungen  und  in  der  neusten 
Zeit  haben  Laplace,  Kramp  und  Bessel  dieselbe  besonders 
bereichert. 

Das  älteste  Verzeichnis»  von  Fixsternen  hat  Hipßarch 
128  v.  Chr.  verfertigt,  die  Vergleichnng  desselben  mit  den  150 
Jahre  früher  von  Timocharis  angestellten  Beobachtungen  führte 
zur  Entdeckung  der,  Praecession  genannten,  Erscheinung.  Der 
Einfluss  derselben  auf  die  Lage  des  Frühlingsnachtgleichpunktes 
wird  hier  erklärt.  Es  werden  hierauf  die  spätem  Sternverzeich- 
nisse besprochen  und  gezeigt,  wie  sie  unsere  Kenntniss  der  ein- 
zelnen Sterne  ihrer  Lage  nach  erweiterten  und  wie  die  anzubrin- 
genden Correctionen  vermehrt  und  verfeinert  wurden.  In  der  neu- 
ern Zeit  war  das  Bedürfnis»,  die  Oerter  der  Fixsterne  zu  kenoen, 
grösser  als.  früher,  um  mittelst  derselben  zu  jeder  Zeit  den  Ort 
eines,  beweglichen  Gestirns  bestimmen  zu  können.  Bradley  ent- 
deckt die  Nutation  und  Aberration  und  setzt  so  die  Astronomen 
in  den  Stand ,  die  Oerter  der  Fixsterne  weit  genauer  als  früher 
zu  bestimmen.  Die  geraden  Aufsteigungen,  sowohl  die  absolu- 
te * 
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ten  als  die  relativen,  werden  mittelst  der  F  u ildamen  tal  st  er  ne 
bestimmt.  Unter  den  Arbeiten,  welche  die  Kenntnis«  der  Fix- 
st  er  nörter  *  erweitern  sollten,  macht  Piazzi's  Katalog  Epoche. 
Durch  Verbindung  desselben  mit  den  45  Jahre  früher  von  Bra ei- 
le y  angestellten  Beobachtungen  bestimmt  Bessel  weit  genauer 
die  Praecession  und  die  eigene  Bewegung  vieler  einzelnen  Sterne. 
La  lande  liefert  in  der  Htstoire  Celeste  50000,  B  es  sei  selbst, 
von  18:21  —  1823,  75000  Beobachtungen  von  Sternen,  die  letztem 
in  der  30°  breiten  Aeotiatorealzone*  Die  vier  Verzeichnisse  von 
Bradley.  Piazzi,  Lalande  und  Beseel  liefern  die  Grund- 
lage zu  Her,  auf  des  letztern  Betrieb  von  der  Berliner  Akademie 
veranlassten,  Herausgabe  von  Karten.  Diese  haben,  wie  Bessel 
voraus  gesagt,  nach  seinem  Tode  die  Entdeckung  6  neuer  Pla- 
neten herbeigeführt.  Diesen  schönen  Lohn  seiner  umfassenden 
Arbeiten  zu  'et leben,  war  leider  dem  grossen  Astronomen  nicht 
vergönnt ! 

Wir  gehen  nun  zur  Besprechung  der  7..  ihrem  Inhalte  nach 
mit  der  vorhergehenden  verwandten,  Abhandlung  fiber,  "deren 
Ueberschrift  lautet: 

Messung  der  Entfernung  des  61.  Sterns  im  Stern- 
bilde des  S  ch  w  a  n  s. 

Der  grössere  Theil  dieser  Abhandlung  dient  dazu,  zu  zeigeo, 
dass  die  versuchte  Bestimmung  der  Entfernung .  eines  Fixsterns 
manche  Entdeckung  herbeigeführt  hat,  im  Vergleich  mit  welcher 
die  endliche  Lösung  der  Aufgabe  unbedeutend  ist.  Nachdem 
Co  pernio  Iis  die  jährliche  Bewegung  der  Erde  gezeigt  hatte, 
mussten  die  zu  verschiedenen  Zeiten  des  Jahres  beobachteten 
Fixsterne  eine  Orts  Veränderung,  die  sogenannte  Parallaxe  erge- 
ben, eine  um  so  grössere,  je  kleiner  die  Entfernung  des  Sterns 
von  der  Erde  war.  Die  damaligen  Beobachtungen  zeigten  keine 
derartige  Ortsveränderung,  Copernicus  nahm  kflhn  eine  zu 
grosse  Entfernung  der  Fixsterne  von  der  Erde,  nach  der  damali- 
gen BeobachtiingSNcliarle  über  1140  Halbmesser  der  Erdbahn  an, 
als  dass  sich  eine  Parallaxe  von  3'  zeigen  könne.  Die  Beobach- 
tungen mussten  zunächst  verschärft  werden,  Tycho  bestimmte 
die  Oerter  bereits  bis  auf  J'  genau.  Seine  gleich  scharfen  Be- 
obachtungen der  Planeten  führten  Kepler  zur  Entdeckung  seiner 
berühmten  Gesetze.  Seine  Beobachtungen  des  Polarsterns  zeig- 
ten dem  letztern ,  dass  die  Parallaxe  dieses  Stents  kleiner  als 
30",  seine  Entfernung  grösser  als  6875  Halbmesser  der  Erdbahn 
sein  müsse. 

Picard  und  Azout  brachten  das  Ferurohr  an  den  Mess- 
instrumenten  an,  Fl  am«  teed  und  Köm  er  vervollkommneten  die  - 
letztern  anderweitig.  Des  erstem  mehr  als  30jährige  Beobach- 
tungen waren  sechsmal  so  genau  als  die  Tychonischen  und  da 
sie  keine  Parallaxe  der  Fixsterne  zeigten,  mussten  diese  fiber 
41250  Halbmesser  der  Erdbahn  entfernt  sein.  Unterschiede  in  den 
Beobachtungen  dieser  Astronomen  schrieb  man  fälschlich  der  Pa- 
rallaxe zu,  ihre  wahre  Ursache  zu  entdecken,  waren  die  Beobach- 
tungen noch  nicht  hinreichend  scharf.  Hook  suchte  diese  zu  ver- 
schärfen, eben  soMolineux  in  Kew.  Der  letztere  fing  mit  einem 
festgestellten  Fernrohre  von  24'  Brennweite  am  3.  Decemb.  1725. 
Beobachtungen  des  Sterns  y  Draconis  an,  Brädley  setzte  dle- 
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selben  fürt  und  fand  in  der  That  Unterschiede  ira  Orte,  welche 
bis  auf  40"  anstiegen.  Diese  Unterschiede  entsprachen  nicht 
einer  Parallaxe,  nach  dreijährigem  Studiuni  erklärte  Bradley 
sie  durch  die  nichtige  Entdeckung  der  Aberration  des  Lich- 
tes. Hiermit  hatte  man  einen  directen  Beweis  für  die  von  Co- 
peruicus  aulgestellte  eigene  Bewegung  der  Erde.  Bradley 
fand  ferner  aus  seinen  Beobachtungen  eine  andere,  bereits  von 
Newton  angedeutete  Veränderung'/  die  Mutation,  welche  eine 
Periode  vou  19  Jahren  hat  und  aus  der  Anziehung  des  Mondes 
auf  die  abgeplattete  Erde  hervorgeht.  Die  oben  erwähnten  Un- 
terschiede tn  den  Ocrtern  der  Fixsterne  wurden  jetzt  vollständig 
erklärt,  Bradley's  Beobachtungen  deuteten  nichts  nn,  was  einer 
Parallaxe  hätte  ungeschrieben  werden  müssen,  die  Sterne  muss- 
ten  daher  aber  400000  Halbmesser  der  Erdbahn  entfernt  sein. 

H ersehe!  d.  A.  wollte  die  Parallaxe  mittelst  der  orttisch  er- 
scheinenden Doppelsterne  bestimmen  und  entdeckte  nie  physi- 
schen, d.  h.  die  aus  mehrern  Fixsternen  zusammengesetzten  Sy- 
steme. Piazzi  und  Ca  I  an  drei  Ii  glaubten,  wie  ßcsscl  gezeigt 
hat,  fälschlich,  eine  beträchtliche  Parallaxe  mehrerer  Fixsterne 
1.  Grosse  gefunden  zu  haben,  Fehler  in  dem  vielfach  benutzten 
Instrumente  des  erstem  waren  die  Ursachen  dieser  Täuschung. 
Brinkley  glaubte  am  Athair  eine  Parallaxe  von  fast  3"  gefunden 
zu  haben,  allein  Pnnd,  welcher  ihm  widersprach,  %'erengerte  die 
Grenzen  der  Parallaxe  für  diesen  Stern  nebst  Wega  und  Deneb 
bis  aut  einige  Zehntel  einer  Secunde,  eine  von  seinem  Nachfol- 
ger Airy  bestätigte  Bestimmung. 

So  weit  hatte  man  mittelst  absoluter  Ortsbestimmungen  die 
Parallaxe,  aber  vergebens  zu  entdecken  versucht,  wesshalh  Bes- 
se 1  es  noth wendig  fand,  andere,  Wege  einzuschlagen.    Um  die 


mehren ,  verßel  er  darauf,  einen  Stern  mit  einem  ihm  sehr  nahe 
stehenden  mi krometrisch  zu  vergleichen.  S truve  hatte  bereits 
1835  — 1837  dergleichen  Untersuchungen'  am  Begleiter  der  Wega 
angestellt  und  aus  denselben  gefunden,  dass  die  Parallaxe  des 
letztern  kleiner  ist  als  die  von  Brinkley  gefundene  sein  müsse. 

Bessel  wählte  den  Stern  61.  im  Schwab  aus,  theils  weil 
dieser  eine  beträchtliche  eigene  Bewegung  hat,  also  auch  die  Pa- 
raHaxe muthmasslich  gross  sein  konnte,  theils  weil  er  als  Doppel« 
stern  sich  genauer  als  ein  einfacher  beobachten  Hess,  theils  we- 
gen seiner'  für  Königsberg  bequemen  Stellung  am  Himmel.  Er 


diesen  Stent  vom  IG.  August  1837  bis.  zum  2.  October  1838  wie- 
derholt mit  zwei  benachbarten  Sternen.  Die  erhaltenen  183  Re- 
sultate entsprachen  dem  Einfluss  einer  Parallaxe,  diese  ergab  sich 
=0*r,3l30  und  die  Entfernifhg  des  Sterns  vou  der  Sonne  =057700 
Halbmessern  der  Erdbahn,  eine  Strecke,  welche  das  Licht  in 
10  Jahren  zurücklegt.  Dieser  Stern  legt  demnach  in  einem  Jahre 
einen  Weg  von  10  Halbmessern  der  Erdbahn  zurück.  Weil  er  ein 
Doppelstern  ist.  wird  man  künftig  die  Masse  des  Systems  und 


tat  erweitert  die  Ausdehnung  des  sichtbaren  Weltalls  ungeheuer 
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und  hat  für  die  Wissenschaft  als  besondern  Nutzen  die  Schärf© 
der  Beobachtungen  dargestellt. 

Wahrend  die  bisher  besprochenen  Abhandlungen  sich  vor- 
zugsweise mit  den  Planeten  und  Fixsternen  beschäftigen ,  sind 
die  4.  und  5.  der  Betrachtung,  der  Kometen  gewidmet.  Ihre 
Titel  sind: 

Leber  den  Haderschen  Kometen,  und 

Von  den  Erscheinungen,   welche   der  Halley'sche 
Komet  gezeigt  h at. 

Nach  der  erstem  haben  die  Kometen  schon  sehr  früh  die 
Aufmerksamkeit  der  Menschen  auf" sich  gezogen ,  allein  Gegen- 
stand der  astronomischen  Beobachtung  wurden  sie  erst  sehr  spät. 
Malier  Kegionion  tan  us  stellte  zuerst  i.  J.  1472  derartige  an. 
Durch  die  Erklärung  der  Keplerschen  Gesetze  mittelst  Newton'« 
allgemeiner  Anziehung  wurde  Edmund  Ha  Hey  veranlasst,  die 
vorhandenen  20üjahrigen  Beobachtungen  von  Kometen  zu  berech- 
n.  Jm  Jahre  1706  machte  er  24  Kotnetenbahnen  bekannt,  wo- 
i  jedoch  die  grosse  Axc  und  somit  die  Umlaufszeit  nicht  ange- 
ben war.  Drei  derselben,  die  vom  4.  Sept.  1531.,  26.  Octbr. 
607.  und  14.  Sept.  1682.  stimmten  so  auffallend  in  ihren  Elemen- 
ten unter  einander  uberein,  das«  Ha  Hey  auf  den  Gedanken  ver- 
liel,  es  sei  ein  und  derselbe  mehrmals  erschienene  Komet.  Er 
berechnete  hiernach  seine  elliptische  Bahn  und  bestimmte  seine 
Wiederkehr  für  das  Jahr  1759  voraus.  Diese  Vorausbestimmung 
traf  bekanntlich  zu,  daher  die  Benennung  dieses  ersten  periodi- 
schen Kometen  nach  seinem  ersten  Berechner.  Die  drei  Lmlaufs- 
zeiten  zwischen  den  vier  Erscheinungen  sind  nicht  einander  gleich, 
betragen  vielmehr  resnective:  76  J.  2  M  ,  74  \J.  10'/^  M.,  76  J. 
6  M.  Die  Unters,  hiede  entspringen  aus  den  Störungen,  welche 
die  Planeten  auf  den  elliptischen  Lauf  des  Kometen  um  die  Sonne 
ausüben.  Newton  hatte  zwar  die  Bahn  zur  Berechnung  dieser 
Störungen  gebrochen,  Halley  *ie  aber  noch  nicht  hergeleitet. 
Vor  der  Wiederkehr  des  Koineten  im  J.  1759  hatte  Lalande 
nach  Clairaut's  Vorschriften  die  beiden  Umläufe  von  1607 — 1682 
und  von  1082—1759,  mit  Rücksicht  auf  die  Störungen,  neu  be- 
rechnet. Den  neusten  Umlauf  von  1759  — 1835  haben  mehrere 
Astronomen,  Damoiseau.  Pontecoul ant,  Rosenh erger  und 
Lehmann  vor  der  Wiederkehr  berechnet  und  bekannt  gemacht. 
Ihre  Angaben  wichen  thells  mehr,  theils  weniger  von  einan- 
der ab. 

Während  in  der  ersten  dieser  zwei  Abhandlungen  das  Bis- 
herige besprochen  war,  gibt  der  Verfasser  in  der  ziveiten  zunächst 
darüber  Auskunft,  in  wie  fern  der  Komet  in  rein  astronomischer 
Beziehung,  d.  h.  in  Betreff  seiner  Bewegung  den  im  voraus  an- 
gestellten Berec*  nungen  entsprochen  habe.  Rosenbergers  Ele- 
mente sind  hiernach  den  Beobachtungen  am  nächsten  gekommen. 
Es  folgt  eine  Reihe  von  Beobachtungen  inBetreff  des  äussern  Ansehens 
des  Kometen,  namentlich  der  Bildung  seines  Schweifes,  mehrere 
Figuren  dienen  zur  Erläuterung  und  es  werden  diese  Erscheinun- 
gen mit  ähnlichen  verglichen,  welche  frühere  Kometen  von  1744, 
1769,  1807,  1811  und  1824  gezeigt  haben.  Der  Verfasser  hat 
zugleich  Messungen  angestellt  und  zwar  so  scharfe,   als  sie  bei 
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derartigen  nicht  genau  begrenzten  Himmelskörpern  erlangt  wer- 
den können.  Er  «teilt  eiue  Hypothese  über  die  Entstehung  der 
Schweife  auf,  erwähnt  4er  fast  ganz  verschwindenden  Krait  der 
Kometen raaterie,  das  Licht  zu  brechen,  und  spricht  über  das  po- 
laris! rte  Licht  der  Kometen  seihst.  Der  grössere  Theil  dieser 
Alihandlung  beschäftigt  sich  mit  dem  äussern  Ansehen  der  Kome- 
ten, und  bildet  daher  nicht  mehr  einen  eigentlichen  Gegenstand 
der  Astronomie ;  noch  mehr  ist  diess  bei  den  nun  zu  besprechen- 
den zwei  Abhandlungen  der  Fall. 

3.  üeber  die   physische  Beschaffenheit  der  Him- 
melskörper. 

15.  üeber  den  Mond. 

Während  der  Verfasser  in  der  erstem  erwähnt,  dass  die 
Kraft  unseres  Auges,  in  Bezug  auf  die  Erkenntniss  der  Himmels  - 
kor  per.  eng  begrenzt  sei,  macht  er  zugleich  auf  anschauliche  und 
fassliche  Weise  klar,  wie  auch  für  die  durch  das  Fernrohr  ver- 
stärkte Kraft  eine  nothwendigc  Grenze  gesteckt  ist.  Hierauf  zeigt 
er,  was  wir  von  dem  uns  nächsten  Himmelskörper,  dem  Monde 
wissen,  dass  er  Berge  und  Thäler  hat  und  wie  die  Höhe  der 
erstem  gemessen  worden  ist.  Die  Arbeiten  Schröters  und 
Lohrmanns  werden  besprochen,  die  Karte  des  erstem  stellt 
den  Mond  dar,  wie  er  sich  dem  gehörig  bewaffneten  Auge  zeigt, 
die  des  letztern,  wie  er  wirklich  ist.  Die  Mondborge  werden, 
nach  der  Angabe  des  erstem,  mit  denen  der  Erde  verglichen. 
Es  wird  durch  Gründe  dargethan,  dass  der  Mond  keine  oder  nur 
eine,  im  Vergleich  mit  der  Erde  höchst  unbedeutende,  Atmo- 
sphäre habe,  so  wie  zugleich  der  Verfasser  die  Gründe  wider« 
legt,  welche  man  für  das  Dasein  einer  Mond- Atmosphäre  aufge- 
stellt hat.  Der  Mond  hat  demnach  weder  Luft,  noch  Wasser, 
noch  Feuer  und  es  können  daher  auf  demselben  keine  lebenden 
Wesen ,  wie  wir  sie  kennen ,  wohnen.  Die  Zeiten  des  Umlaufs 
und  der  Axendrehung  des  Mondes  sind  einander  gleich,  wess- 
halb  wir  stets  nur  die  eine  Seite  des  Mondes  sehen,  dasselbe 
ist  wahrscheinlich  bei  den  Trabanten  der  übrigen  Planeten  der 
Fall. 

Hierauf  bespricht  der  Verfasser  die  Sonne,  deren  leuchtende 
Hülle  uns  verhindert,  ihren  festen  Körner  selbst  kenuen  zu  ler- 
nen. Lücken  in  jener  Hülle  bilden  die  sogenannten  Sonnen- 
flecken. Manche  Beobachter  wollen  auf  den  Himmelskörpern  vie- 
les wahrgenommen  haben,  was  eine  Aehnlichkeit  zwisehen  ihnen 
und  der  Erde  darthun  sollte,  der  Verfasser  hat  keine  Spur  davon 
wahrgenommen  und  führt  einige  Beispiele  an;  dagegen  hebt  er 
die  Aehnlichkeit,  welche  wahrscheinlich  zwischen  dem  Mars  mmi 
der  Erde  stattfindet,  besonders  hervor.  Während  man  durch 
blosses  Beschauen  nur  wenig  von  den  Planeten  erfahren  kann, 
zeigt  der  Verfasser,  wie  man  mittelst  der  Beobachtung  ihrer  Tra- 
banten ihre  Masse  und,  durch  Verbindung  derselben  mit  ihrer 
Grösse,  ihre  Dichtigkeit  bestimmen  kann. 

Die  Abhandlung  „Ueber  den  Mond"  verdankt  ihre  Entste- 
hung dem  Erscheinen  der  Karte  von  Beer  und  Mädler.  Die 
ungleichförmige  Bewegung  des  Mondes  in  seiner  Bahn  und 
seine  gleichförmige  Axendrehung  werden  besprochen,  wie 
auch  die  Gründe,  wesshalh  beide  von  gleicher  Dauer  sind.  Aus 
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der  Voreinigung  beider  Bewegungen  entspringen  scheinbare 
Schwankungen  des  Mondes,  in  Folge  deren  wir  etwas  mehr 
als  seine  halbe  Oberfläche  zu  sehen  bekommen.  Der  erste  Me- 
ridian des  Mondes  wird  erklärt  und  ausserdem  gezeigt,  warum 
nothwendig  seine  kugelförmige  Oberfläche  auf  eine  Ebene  proji« 
cirt  werden  muss.  Oer  Verfasser  zeigt,  was  möglicherweise  auf 
einer  Karte  vom  Monde  dargestellt  werden  kann  und  beweist  aus- 
führlicher als  oben,  dass  man  keine  Atmosphäre  auf  demselben 
annehmen  könne.  Er  gibt  hierauf  eine  Uebersicht  dessen,  was 
diese  karte  nebst  dem  sie  begleitenden  Werke  Aber  die  Ober- 
fläche  des  Mondes  gelehrt  haben,  als  die  Hohen  der  Berge,  die 
Bildungen  der  letztern,  die  Ringgebirge  und  Crater.  Die  beiden 
letztern  hat  man  „als  die  Ueberreste  von  Aufblähungen  anzu- 
heben, welche  die  Oberfläche  des  Mondes  im  mehr  oder  weni- 
„ger  flüssigem  Zustande  erfahren  hat."  Eine  fast  wortlich  gleich- 
lautende Erklärung  vernahmen  wir  vor  Jahren  aus  dem  Munde  des 
genialen  Schinkel. 

Ausser  der  Craterform  gibt  <>s  auf  dem  Monde  unsera  Aluen 
ähnliche  Gebirge,  die  Längenthaler  fehlen  aber  durchaus.  Ein- 
zelne Thcile  des  Mondes  haben  verschiedene  Lichtstärken,  für 
die  so  genannten  Killen  weiss  der  Verfasser  keine  Erklärung  zu  >. 
geben.  Er  schliefst  diese  Abhandlung  mit  der  Erwähnung  der 
grossen  Steilheit  und  Rauhigkeit  der  Mondberge  und  ihrer  Un- 
veränderliehkeit. 

Die  nun  *u  besprechende  Abhandlung,  im  Werke  die  zweite,  hat 
den  Titel:  Ueber  das, „was  uns  die  Astronomie  von  der  Ge- 
stalt und  dem  Innern  der  Erde  lehrt.  Der  Verf.  erklärt  zu- 
nächst diejenige  Oberfläche  der  Erde,  von  welcher  in  astronomi- 
scher Beziehung  allein  die  Rede  s«mu  kann  und  wonach  man  sich 
die  Erde  als  mit  einer  stillstehenden  Wassennenge  bedeckt  vor- 
zustellen hat.  Aus  zwei  Ursachen  ist  die  Gestalt  der  Erde  her- 
vorgegangen, aus  der  allgemeinen  Anziehung  oder  der  Schwere 
nnd  der  Axendrehung.  Wie  aus  beiden  eine  abgeplattete  Gestalt 
hervorgehen  musste,  wird  klar  gemacht;  Newton  hat  es  zuerst 
bewiesen.    Dieser  fand,  indem  er  die  Erde  überall  gleich  dicht 

l  1 
annahm,  die  Abplattung  ==2«iÖ '  wo?eSen  diese  nur  =  57tf  8e'n 

würde,  wenn  in  der  Nähe  des  Mittelpunkts  der  Erde  die  Dichtig- 
keit ihren  allergrossten  Werth  hätte.  Diese  Grenzwerthe  konnte 
man  durch  Rechnung  linden,  die  Beobachtung  musste  den  wirk- 
lichen Werth  der  Abplattung  ergeben  und  aus  dieser  kann  man, 
mittelst  obiger  Zahlen,  auf  das  wirkliche  Verhältniss  der  Dichtig- 
keit im  Innern  der  Erde  schliessen. 

Na^h  Clairaut  sollte  man  die  Zunahme  der  Schwere  vom 
Aequator  bis  zu  den  Polen  mittelst  Pendelschwingungen  bestim- 
men, aus  dergleichen  Versuchen  an  verschiedenen  Punkten  wurde 

1  , 
eine  Abplattung  =288   h^ß6'61*6**    Diese  erste  Methode,  die, 

letztere  durch  Beobachtungen  zu  linden,  bedarf  astronomischer 
Zeitbestimmungen,  um  die  Dauer  der  Schwingungen  zu  ermitteln. 
Die  zweite  Methode  beruht  auf  astronomischen  Beobachtungen 
des  Mondes.  Dieser  wird,  wie  wir  bereits  erwähnt  haben,  anders 
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durch  eine  kugelförmige  Erde,  als  durch  eine  abgeplattete  ange- 
zogen. Die  unter  der  ersten  Voraussetzung  angestellte  Berech- 
nung seines  Laufes  kann  nicht  mit  den  Beobachtungen  überein- 
stimmen. Laplace  fand  durch  die  bereits  erwähnte  Nutation  eine 

Abplattung  =305-  l>ie  dritte  Methode  besteht  in  einer  wirkli- 
chen Messung  auf  der  Erdoberfläche,  einer  so  genannten  Grad- 
roessung.  Diese  wird  beschrieben  und  es  wird  eine  kurze  Ueber- 
sieht  der  verschiedenen  Gradmessungen  gegeben.  Die  grosse 
franzosische  unterwirft  der  Verfasser  einer  scharfen  Kritik  uhd 
zeigt,  dass  die  erst  nach  der  Aufstellung  des  Meters  ausgeführ- 
ten Gradmessungeu  die  Länge  des  Erdquadranten  genauer  kennen 
gelehrt  haben.  Nach  dem  von  Bessel  hergeleiteten  Resultate 
aller  bisherigen  Gradmessungen  kann  mau  keine  regelmässige  Fi- 
gur der  Erde  angeben,  welche  sie  alle  zugleich  erklärte!  Die 
übrig  bleibenden  Ünterschiede  deuten  Unregelmässigkeiten  in  der 
Figur  der  Oberfläche  an,  welche  auf  eine  unregelmassige  Verkei- 
lung der  Massen  von  verschiedener  Dichtigkeit  im  Innern  schlies- 
sen  lassen.  Jede  einzelne  Gradmessung  ergibt  die  Krümmung 
eines  Stückes  der  unregelmässig  geformten  Oberfläche,  nicht 
aber,  wie  man  früher  erwartete,  die  Gestalt  ihrer  ganzen  regel- 
mässigen Oberfläche.  Die  von  Bessel  aus  allen- Grndmessungen 
hergeleitete  mittlere  Grundform   der  Erde  hat  eine  Abplattung 

=  ^gg  >  von  dieser  mittlem  Oberfläche  weicht  die  wirkliche  bald 

nach  innen,  bald  nach  aussen  ab.  Am  Schluss  der  Abhandlung 
werden  die  Instrumente  und  Operationen  bei  einer  Gradmessung 
beschrieben. 

Die  8.  Abhandlung  hat  die  Ueberschrift:  Ueber  Mass  und 
Gewicht  im  Allgemeinen  und  das  Preussische  Längen- 
niaass  im  Besondern. 

1 

Es  werden  zunächst  die  bestimmten  Masse  verschiedener 
Länder  besprochen  und  wir  erfahren ,  wie  schwierig  ein  gemein- 
schaftliches überall  einzuführen  sei.  Drei  Urmasse,  ein  Längen- 
ruass ,  ein  Mass  für  flüssige  Körper  und  Getreide  und  eines  für 
Gewichte  sind  erforderlich,  um  ein  Maasssystera  festzusetzen, 
dieses  rauss  hestimmt  und  unveränderlich  sein.  Jm  J.  1734.,  als 
Bouguer  und  Condamine  unter  dem  Aequator,  Maupertuis 
aber  unter  dem  Polarkreise  eine  Gradmessuug  ausfahren  sollten, 
wurden  hierzu  zwei  Exemplare  der  Toise  von  Eisen  angefertigt. 
Das  eine  derselben  wurde  später  durch  Schiffbruch  beschädigt, 
das  andere  kam  unversehrt  zurück  und  wird  die  Toise  de  Perou 
genannt.  Dieselbe  stellt  die  Einheit-  des  franzosischen  Längen- 
masses  bei  13°  K.  dar.  In  England  hatte  man  bis  1758  ein  aus 
den  Zeiten  der  EHsaheth  herrührendes  Exemplar  der  dortigen, 
Yard  genannten,  Längeneinheit.  Dasselbe  bestand  aus  Messing 
und  da  man  es  im  J.  1758  als  unvollkommen  erkannte,  verfertigte 
Bird  ein  neues  Urmass,  den  Standard  Yard  1757.  Dasselbe 
ward  erst  im  J.  18k24  ftir  die  gesetzmässige  Längeneinheit  erklärt, 
war  aber,  wie  Baily  im  J.  1834  fand,  zur  Regulirung  anderer 
Masse  nicht  geeignet,  wesshalb  sein  Untergang  beim  Brande  der 
Parlamentshäuser  nicht  zu  beklagen  ist. 
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Der  Verfasser  kritisirt  hier,  wie  in  der  vorhergehenden  Ab- 
handlung, das  der  Erdmessung  entnommene  metrische  System 
der  Franzosen  und  spricht  sich  überhaupt  gegen  ein  derartiges 
Natur-  und  Uraiass  aus.  Aebnlich  verhält  es  sieb  mit  dem  Na- 
turmasse,  wefches  der  Länge  des  Secundenpendels  zu  entnehmen 
wftre.-  Den  ersten  Vorschlag  hierzu  hatte  Huygens  bereite  in 
der  Mitte  des  17.  Jahrhundert*  gemacht  Damals  wusste  man  noch 
nichts  von  der  Verschiedenheit  dieser  Lange  an  verschiedenen 
Orteu  der  Erde,  eine  Folge  der  Abplattung,  die  'gefundene  Länge 
hätte  also  nur  für  Einen  Ort  Gültigkeit  gehabt  Wenn  später 
Bor  da  und  Kater  die  Länge  des  Pendels  bestimmt  haben,  so 
zeigt  Bessel  die  Fehler  dieser  Bestimmungen  nach,  indem  die 
mangelhafte  Schärfe  der  Schneide  und  der  Widerstand  der  Luft 
nicht  berücksichtigt  worden  waren»  Der  Verfasser  erklärt  sich 
demnach  gegen  ein  Urmass ,  welches  zu  eioer  von  der  Natur  ge- 

5 ebenen  Lange  ein  bestimmtes  Verhältnis*  haben  soll,  weil  man 
iese  nie  mit  absoluter  Genauigkeit  bestimmen  kann.  Er  verlangt 
aber,  dass  ein  einzuführendes  Mass 

1)  völlig  unzweideutig  gemacht  werde, 

2)  durch  jedes  Erfolg  verheizende  Mittel  erhalten  werde, 

3)  dass  Mittel  ergriffen  werden,  möglichst  vollkommene  Go- 
pten mit  möglichst  grösster  Leichtigkeit  erhallen  zu  können. 

Hierauf  bespricht  der  Verfasser  speciell  seine  Arbeiten  in 
Betreff  der  Reguürung  des  preussischen  Läugenroasses  im  Jahre 
1835.  Bei  der  Erklärung  desselben  im  J.  1816  waren  einige  Un- 
bestimmtheiten (ihrig  geblieben,  statt  des  damaligen  Urmasses  ist 
ein  neues  angefertigt  worden,  welches  gegen  Abnutzung  und  Be- 
schädigung gesichert  ist,  leicht  übertragen  werden  kann  und  un- 
verändert I» leihen  muss.  Dasselbe  verhält  sich  zum  französischen 
wie  139,13:144,  diese  Zahlen  sind  das  Resultat  48  einzelner  Mes» 
sungen,  welche  so  gut  mit  einander  fibereinstimmen,  dass  der 

mittlere  Fehler  nur  ^töqq  Linie  beträgt.    Zur  Vergleichutig  bat 

eine  von  Fortin  verfertigte  Cnpie  der  Toise  de  Perou  gedient, 
welche  Arago  und  Zahrtmnnn  mit  dem  Original  verglichen  haben. 
Der  Apparat,  welcher  zur  Verglerchung  von  Copien  mit  dem  von  Bau- 
mann verfertigten  preussischen  Urmasse  dient,  so  wie  die  Ope- 
ration der  Vergleich ung  wird  beschrieben.  Besonders  schwierig 
war  es  hierbei,  die  erforderliche  beständige  Temperatur  herzu- 
stellen. Die  dänische  Regierung  hat  bereits  dasselbe  Mass  in 
ihrem  Lande  eingeführt. 

Die  6.  Abhandlung  ist  betitelt; 

Ueber  -Flut  und  Ebbe. 

Diese  Erscheinung  sah  man  vor  Newton  als  ein  Zeichen 
des  Lebens  der  Erde  an,  die  allgemeine  Anziehung  des  letztern 
setzt  uns  in  den  Stand,  Jahrhunderte  lang  vorauszubestiminen, 
wann  an  einem  gegebenen  Tage  und  bis  zu  welcher  Höhe 
eine  Flut  eintreten  muss.  Newton»  Naturlehre  hat  die  Flut  und 
Ebbe  voo  allem  Wunder  baren  entkleidet  und  in  den  Kreta  des 
Nothwendigen  zurückgeführt.    Die  ganze  Erscheinung  wird, 


Digitized  by  Googl 


133 


ihrer  Dauer  und  ihrem  Verlauf  nach,  beschrieben  und  Figuren 
dienen  zur.  Erläuterung.  Auf  einer  idealen,  ganz  mit  Wasser  be- 
deckten Erde  wurde  der  Verlauf  ein  anderer  sein,  als  er  auf  der 
wirklichen  firde  ist.  Im  erstem  Falle  würde  jedes  Viertel  der 
Erde,  welches  Flut  hat,  etwa  1U0  Cubikmeilen  Wasser  mehr  ent- 
halten ,  als  jedes  Ebbe  habende  Viertel.  Oer  grössere  Theil  der 
Strömung  von  Osten  gegen  Westen,  welche  das  Meer  bat,  ist 
vermuthiieh  der  Flut  und  Ebbe  zuzuschreiben,  der  andere  Theil 
muss  Unterschieden  der  Temperatur  zugeschrieben  werden.  Die 
einzelnen  Conti  neiite  verändern  die  Richtungen  der  Strömungen, 
aber  umgekehrt  lösen  diese  Theile  der  einzelnen  Küsten  ab  und 
verändern  so  ihre  Gestalt  Die  Form  der  Küsten  wirken  auf  die 
Zeit  und  Höhe  der  Flut  ein,  welche  Einwirkung  nicht  mehr  be- 
rechnet werden  kann;  hier  muss  die  Beobachtung  zu  Hülfe  gezo- 
gen werden.  Der  Erfahrung  zufolge  ist  Höhe  und  Zeit  der  Flut 
vom  Stande  des  Mondes  gegen  die  Sonne  und  Erde,  sowohl  der 
Richtung  als  Entfernung  nach,  abhängig.  Die  Flut  und  Ebbe 
zeigt  sich  gar  nicht  oder  nur  uubedeutend  in  kleinen  eingeschlos- 
senen Meeren,  vielmehr  nur  im  Weltmeere,  und  die  rranzosen 
und  Englander  haben  in  diesem  eigene  Thürme  zur  Beobachtung 
dieser  Erscheinung  erbaut.  Das  von  diesen  gelieferte  Material 
dient  zum  Beweise  der  aus  Newtons  Lehre  der  Schwere  gezo- 
genen Folgerungen.  —  Zur  Erklärung  der  mechanischen  Gesetze, 
welche  die  Flut  und  Ebbe  befolgen,  erklärt  der  Verfasser  auf 
kurze  Weise  die  Kräfte,  ihre  Richtungen,  Zusammensetzung  und 
erwähnt  der  Reibung.  Mittelst  dieser  vorausgeschickten  Erklärun- 
gen zeigt  derselbe  deutlich  die  Wirkung  der  Sonne  und  des  Mon- 
des auf  die  Erde  und  ihre  flüssige  Hülle,  eben  so  erhält  man 
eine  deutliche  Vorstellung  von  der  geringen  Einwirkung  der  mäch- 
tigen Sonne  auf  diese  Erscheinung,  im  Vergleich  mit  der  des  weit 
kleinern  Mondes,  weil  hierbei  hauptsächlich  der  Unterschied  der 
Entfernungen  in  Betracht  kommt  Die  Wirkung  der  Sonne  beträgt 
nur  %  vo°  c'er  des  Mondes,  beide  erfolgen  zugleich  beim  Neu- 
und  Vollmonde  und  es  entstehen  so  die  grössten  Fluten;  bei  den 
Mondvierteln  trifft  die  Flut  des  einen  Körpers  mit  der  Ebbe  des 
andern  zusammen  und  daher  ist  hier  die  erstere  am  kleinsten. 
Besonders  beim  Monde  ist  auch  sein  Anstand  von  der  Erde  in 
Betracht  zu  ziehen.  Die  obeu  erwähnten  Thürme  liefern,  gleich 
den  Sternwarten,  Materialien  zur  Berichtigung  unserer  Keuutniss 
vom  Lauf  und  der  Masse  der  Sonne  und  des  Mondes.  Nach  La- 
place's  Bestimmungen  befindet  sich  das  Meer  im  Gleichgewicht, 
eine  Ueberschwemmung  des  Festlandes  ist  daher  nicht  zu  besorgen. 

Die  Ueberschrift  der  12.  Abhandlung  „Gleichgewicht  und 
Bewegung"  erregte  uns  Zweifel,  ob  über  diesen  Gegenstand 
ein  flfr  Dilettanten  deutlicher  und  unterhaltender  Vortrag  gehal- 
ten werden*  könne ;  der  geniale  Verfasser  hat  aber  beide  Schwie- 
rigkeiten überwunden.  Er  erklärt  zunächst  die  Kraft,  welche 
wir  nur  durch  ihre  Wirkung  erkennen,  so  wie  diese  auch  ihre 
Grösse  bestimmt.  Indem  die  Wirkung  einer  bestimmten  Kraft  als 
Einheit  angenommen  wird,  kann  man  jede  andere  Kraft  durch  eine 
Zahl  ausdrücken  und  so  die  Betrachtung  der  Kräfte  zum  Gegen- 
stand der  Mathematik  macheu.  Bei  dieser  Gelegenheit  schildert 
der  Verfasser  die  Kraft  der  neuern  Mathematik  und  zeigt  den 
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grossen,  durch  Decartes  herbeigeführten,  Fortochritt  von  «1er 
altern  zur  neuem  um  so  deutlicher ,  als  er  ein  passendes  Beispiel 
anführt .  und  bespricht.  El*  deutet  an ,  wie  die  Aufsuchung  der, 
jeder  Frage  angemessenen,  mathematischen  Operation  zur  Ent- 
deckung der  Analyse  des  Unendlichen  durch  Newton  und 
Leibnitz  gelührt  hat  und  wie  in  der  neusten  Zeit  ein  besonde- 
rer Zweig  der  Mathematik,  der  mathematische  Calcül  ent- 
standen ist  Nach  dieseu  und  mebrern  andern  nicht  unmittelbar 
zur  Sache  gehörenden  Betrachtungen  kehrt  der  Verfasser  zur 
Mechanik  zurück  und  erklärt  die  Masse,  die  bewegende  Kraft 
und  das  Gleichgewicht. 

Archiraedes  ging  vom  Gleichgewicht  der  gleicharmigen 
Wage  aus,  Galilei  und  seine  Nachfolger  vom  Parallelogramm 
der  Kräfte,  Johann  Bern 011  Iii  fugte  diesem  den  Grundsatz  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  hinzu,  dessen  Wahrheit  Lagrauge 
auf  einfache  Weise  bewiesen  hat.  Dieser  Grundsatz  bat  den 
grossten  Nutzen  für  die  Vervollkommnung  der  Lehre  vom  Gleich- 
gewicht —  der  Statik.  Einige  hervorragende  Sätze  dieser  Lehre 
werden  angeführt,  namentlich  der  Schwerpunkt  und  die  Figuren 
der  Korper,  z.  B.  die  Figur  der  Erde  und  die  Anziehung  einer 
Kugel  auf  Punkte,  welche  inner-  oder  ausserhalb  derselben  lie- 
gen. Findet  kein  Gleichgewicht  unter  den  auf  einen  Korper  ein- 
wirkenden Kräften  statt,  so  wird  dieser,  wenn  er  ruht,  sich  zu 
bewegen  anfangen  und  wenn  er  sich  bereits  bewegt,  seine  Ge- 
schwindigkeit, oder  Kichtung  oder  beide  zugleich  ändern.  Durch 
d'Alemhert's  Grundsatz,  wonach  die  Kräfte,  welche  die  verlo- 
renen oder  gewonnenen  Bewegungen  der  einzelnen  Massentheile 
irgend  eines  Systems  zu  erzeugen  fähig  sind ,  unter  einander  im 
Gleichgewicht  stehen,  werden  die  Aulgaben  der  Lehre  von  der 
Bewegung  — der  Dynamik  —  auf  die  Statik  zurückgeführt.  Spe- 
ziell besprochen  und  durch  interessante  Beispiele  erläutert  wird 
das  Gesetz  der  Bewegung  des  Schwerpunktes,  das  Gesetz  der 
Winkelflächen  und  das  Gesetz  der  lebendigen  Kraft.  Das  letztere 
gibt  dem  Verfasser  Gelegenheit,  des  perpetuum  mobile  zu 
erwähnen  und  die  Fruchtlosigkeit,  dasselbe  zu  suchen,  aus  ein- 
ander zu  setzen.  Die  Aufgabe  der  Mechanik  ist  erfüllt,  wenn  sie 
jede  Frage  hinsichtlich  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung  in 
eine  bestimmte  Forderung  verwandelt  hat,  welche  der  mathema- 
tische Calcül  erfüllen  inuss.  So  weit  es  diesem  nach  seinen  neu- 
sten Fortschritten  möglich  ist,  erfüllt  er  seine  Aufgabe,  die  Me- 
chanik aber  hat  die  ihrige  ganz  erfüllt. 

Die  10.  Abhandlung  ist  überschrieben:  Ueber  Wahrschein- 
Ii  ebk ei ts- Rechnung.  Es  wird  zunächst  gezeigt,  was  man  für  ge- 
wiss oder  für  wahrscheinlich  zu  halten  habe;  im  gemeinen 
Leben  wird  beides  bisweilen  mit  einander  verwechselt.  Die  ganze 
Theorie  der  Wahrscheinlichkeiten  beruht  auf  dem  sogenannten 
Zufalle;  an  einem  Beispiele  wird  erläutert,  welchen  Sinn  man 
mit  diesem  Worte  verbindet.  Man  hat  Mittel  gesucht,  die  soge- 
nannten Zufalle  im  Allgemeinen  zu  beurtheiien ,  Jacob  Ber- 
noul Ii  brach  in  seinem  1713  herausgegebenen  Werke  „ars  con- 
jectandi"  die  Bahn,  Laplace  hat  in  seinem  grossen  Werke  die 
vielfaltigen  spätem  Untersuchungen  der  Mathematiker  vor  Augen 
gelegt. 
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Ein  Würfel  dient  dem  Verfasser  als  Beispiel,  um  das 
Mass  der  Wahrscheinlichkeiten  zu  erläutern  und  zu  zeigen,  wie 
man  aus  der  Beobachtung  auf  die  Beschaffenheit  der  Ursache 
sc h Hessen  kann.  Ein  anderes  Beispiel  dient  dazu  zu  /eigen,  wie 
man  die  Wahrscheinlichkeit  eines  Ereignisses  bestimmt  ange- 
ben und  von  dieser  Angabe  Anwendung  machen  kann.  Mit  «Ter 
Anzahl  der  zu  Grunde  gelegten  Beobachtungen  nimmt  das  be- 
stimmte Mass  der  Wahrscheinlichkeit  an  Richtigkeit  zu  und  zu- 
letzt wird  der  wahrscheinliche  Fehler  so  klein,  dass  da»  heraus- 
gebrachte Verhältnis  nicht  mehr  merklich'  von  der  Wahrheit 
abweicht.  Dagegen  wird  dnrch  Beispiele  gezeigt,  wie  man  fälsch- 
lich ein  Ereigniss  für  wahrscheinlich  halten  konnte,  weil  die  zu 
Grande  liegenden  Beobachtungen  nicht  richtig  angestellt  waren. 

Durch  die  astronomischen  Beobachtungen  erhalt  man  nie 
den  wahren,  sondern  nur  den  wahrscheinlichen  Werth  und  dieje- 
nige Bestimmung  desselben  Gegenstandes  ist  die  beste,  deren 
wahrscheinlicher  Fehler  um  kleinsten,  deren  Wahrschein- 
lichkeit also  am  griissten  ist.  Die  Wahrscheii  lichkeits- Rech- 
nung hat  gelehrt,  mittelst  beliebig  vieler  Beobachtungen  eines 
Himmelskörpers  seiue  beste  Bahn  zu  bestimmen,  vorher  hing 
diese  von  der  Geschicklichkeit  des  Rechners  ab.  Dieselbe  Rech- 
nung lehrt  die  Unsicherheit  des  gewonnenen  Resultats  kennen 
und  diese  dient  theils  dazu,  unter  verschiedenen  Resultaten  das 
beste  auszuwählen,  theils  zu  beurtheilen,  wie  weit  man  dem  Re- 
sultate vertrauen  dürfe.  Die  Anwendung  der  Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung  auf  die  astronomischen  Beobachtungen  hat  auch  Au- 
griffe erlitten,  welche  der  Verfasser  mit  gewichtigen  Giänden 
zurückweist,  so  wie  er  auch  den  Grund  angibt,  warum  er  diese 
Betrachtungen  nicht  aul  andere  Wissenschaften  angewandt  hat. 

Die  letzte  Abhandlung,  welche  wir  zu  besprechen  haben, 
ist  die  0.,  ihr  Titel  ist:  Ueber  den  Magnetismus  der  Erde. 

Diese  Abhandlung  ist  die  einzige,  deren  Thatsachen  ohne 
Heiträge  des  Verfassers  sind,  wie  er  selbst  am  Eingange  erwähnt. 
Die  Anziehungskraft  und  Polarität  der  magnetischen  Kiir- 

Ker,  die  magnetische  Abweichung  oder  Decliuation  und  die 
eiguug  oder  Inclination,  wie  auch  der  magnetische  Meri- 
dian werden  erklärt.  Die  Declination  hat  Columbus,  die  In- 
clination Robert  Norman  entdeckt,  beide  sind  Wirkungen  der 
magnetischen  Kraft  der  Erde.  Beide  Erscheinungen  sind  an 
.verschiedenen  Orten  der  Erde,  sowohl  während  eines  Tages  als 
während  grosserer  Zeiträume,  verschieden.  Diese  Verschieden- 
heit kann  zur  Auffindung  der  geographischen  Länge  auf  dem 
Meere  dienen,  wesshalb  Edmund  Halley  bereits  1700  eine 
Karte  für  die  Abweichungen,  Wilcke  1/G8  eine  ähnliche  für  die 
Neigungen  an  den  einzelnen  Punkten  auf  dem  Meere  entwarf. 

Zur  Richtung  der  magnetischen  Kraft  kommt  noch  ihre 
Stärke  oder  Intensität,  welche  zuerst  Humboldt  an  vielen 
Punkten  der  Erde  bestimmt  hat.  Mehrere  namentlich  aufgeführte 
Reisenden  haben  später  derartige  Untersuchungen  angestellt. 
Auch  die  Intensität  hat  an  einzelnen  Punkten  der  Erde  verschie- 
dene Werthe,  welche  nian  mittelst  Karten  anschaulich  gemacht 
hat. 
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Nur  in  Bezug  auf  die  Declination  bat  man  bis  jetzt  die  täg- 
liche Veränderung  des  magnetischen  Zuetandes  der  Erde  unter- 
sucht, dieselbe  ist  von  8  Uhr  Morgens  bis  1  Uhr  Mittag«  am 
grftsstcn  im  April,  etwa  15',  am  kleinsten  im  December.  Diese 
Resultate  verdankt  die  Wissenschaß  Gauss,  welcher  einen  eige- 
nen Apparat  zu  diesem  Behuf  construirt  hat.  Ausser  diesen  re- 
gelmässigen Veränderungen  treten  andere  uliltzlich ,  und  zwar  an 
den  verschiedensten  Orten  der  Erde  gleichzeitig,  ein.  Diese  zu 
erforschen,  hatte  Humboldt  bereits  1806  und  1807  gleichzeitige 

,  Beobachtungen  an  verschiedenen  Orten  veranlasst,  die  Zeitum- 
stände brachten  diese  UV*  Stocken.  Arago  fand  durch  ähnliche 
Beobachtungen  unter  anderra  eisen  Einfluss  der  Nordlichter  auf 
die  Magnetnadel  und  zwar  einen  gleichzeitigen  in  Paris  und  Casan. 
Humboldt  rief  von  1828— 1830  aufs  neue  gleichzeitige  Beobach- 
tungen an  6  Orten  ins  Leben,  allein  an  Genauigkeit  wurden  die 

■  bisherigen  Beobachtungen  bei  weitem  durch  diejenigen  übertreffen, 
welche  von  1836  an  Gauss  an  verschiedenen  Orten  mittelst  des 
bereits  erwähnten  Apparates  herbeiführte.  Die  Gleichzeitig- 
keit dieser  Veränderungen  ist  nan  durch  unzählige  Beobachtun- 
gen, welche  an  den  verschiedensten  Orten  scharf  angestellt  wor- 
den sind,  bestätigt. 

Wie  man  sich  die  Wirksamkeit  der  magnetischen  Kraft  in 
einer  Nadel  zu  denken,  damit  jedes  Theilchen  der  letztern  wie- 
der einen  besondern  Magneten  bilde  und  diese  Krallt  durch  Kunst 
hervorgerufen  werde,  wird  ausführlich  besprochen.  Wir  «erfahren, 
dass  die  magnetische  Kraft  wie  die  Schwere  dem  Quadrat  der 
Entfernung  umgekehrt  proportional  sei;  diess  haben  Coulomb, 
Hansteen  und  besonders  vollständig  Gauss  durch  Versuche 
dargethan.  Hieraus  folgt  die  Wirkung  eines  magnetischen  Kör- 
pers und  sein  sogenannter  freier  Magnetismus.  Diesen  wird 
man  schwerlich  jemals  auf  geradem  Wege  durch  Rechnung  an 
jedem  Punkte  der  Erde  kennen  lernen,  die  Erscheinungen,  unter- 
stützt durch  das  Gesetz,  müssen  uns  dahin  fuhren. 

In  der  Astronomie  suchte  man,  ehe  man  die  Erklärung 
einer  Erscheinung  geben  konnte,  ihren  Grund  zu  errathen.'  Co« 
pernicus,  Kepler  und  Netvton  folgen  aufeinander,  dieser 
erklärte  die  Bewegung  der  Himmelskörper.  Eben  so  dachten  sieb 
Euler  und  Tobias  Mayer,  zur  Erklärung  der  magnetischen 
Erscheinungen,  einen  io  der  Erde  befindlichen  Magneten.  Han- 
steen nahm,  nachdem  die  Erscheinungen  vervielfältigt  waren, 
deren  zwei  an.  Gauss  verlässt  alle  Annahmen  und  bestimmt 
die  unzweideutigen  Bedingungen,  denen  das  Hervortreten  der 
magnetischen  Kraft  auf  der  Oberfläche  der  Erde  durch  ihr  Gesetz 
seihst  unterworfen  ist.  Diese  Erklärung  oder,  astronomisch  zu 
sprechen,  diese  Elemente  gelten  nur  für  eine  bestimmte  Zeit, 
Gauss  selbst  hat  sie  mit  103  beobachteten  Declinationen,  102  In- 
clinationen  und  95  Intensitäten  verglichen,  Erman  hat  auf  zwei 
Karten  derartige  Vergleichungen  in  Bezug  auf  Declination  darge- 
stellt. Am  Schluss  der  Abhandlung  werden  die  vielfachen  Un- 
tersuchungen, welche  Gauss  in  Gemeinschaft  mit  Wilhelm 
Weber  über  den  Magnetismus  angestellt  hat,  besprochen. 
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Hiermit  ist  meine  Aufgabe,  den  Inhalt  dieses  Werkes  in 
Auszügen  anzudeuten,  beendet;  sollte  diese  Darstellung  dazu  die- 
nen, dem  trefflichen  Werke  manchen  Leser  zuzuwenden,  so  würde 
ich  mich  vollkommen  belohnt  fühlen.  Die  Erinnerung  an  den  ge- 
nialen Verfasser  wird  dadurch  in  jedem  Leser  erweckt  und  rege 
erhalten  werden. 


Demonstration  des  formules  de  Mr. 
Gauss  dans  la  Trigonometrie  sph£- 

rique. 

Par 

Monsieur  F.  Arndt, 

•  Docteur  en,  Philosophie  a  Sir  als  u  ad. 


On  sait,  que  les  relations  entre  les  six  pnrties  d'un  triangle 
spherique,  connues  sous  le  noro  de  celles  de  Mr.  Gaussp  ont  ete" 
deduites  frequcmment  des  aualogies  de  Neper ;  mais  celles  -  ci 
resulrant  de  celles -la  par  une  simple  division,  il  est,  ce  me 
semble,  plus  uaturel,  ue  deinontrer  les  formules  de  Mr.  Gauss 
sans  avoir  recours  aux  analogics  de  Nener.  II  e»*t  vrai  quelques 
auteurs  ont  donne*  des  demoustrations  uirectes  de  ces  formules ; 
mais  toutes  ces  deninnstrations  n'etant  pas  assez  courtes  pour  un 
objet  si  eJementaire,  j'ai  juge"  utile  de  dontier  ici  la  mienne. 

En  designant  les  trois  cdtes  du  triangle  spherique  par  a,  b, 
c\  les  angles  oppnses  resp.  par  A,  B%  C,  la  formule  counue 
cosi=cos6cosc*  \-  s\nb  s\i\c  eonA  donne 

coso  =  cos(o— c)  —  2sin6sinc  sin  ^  J2, 

1 

cosa = cos  (ä+ c)  +  2sin6  sine  cos  ^  A*  • 

Ajoutez  d'urre  part  chaque  menibre  de  ces  equations  a  l'unite*,  et 
le  soustrayez  d'autre  de  celle-ci,  faisant  usage  des  formules 
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2  cos  j  o*=  1  +  coscr ,  2  sin  fcj  o*  =  1  —  cos« , 


vous  aurez 


[  1  ] . . . .  cos  i  «*  =  co»  tj  (6  -  c)* — sin6  sine  si  o   A* , 

PI  »>n  $  «a  =  sin  \  (6  -  c)*  +  sin/,  sin  csin^A*, 

[3] ....cos  j  o«  =  cos  j(6  +  c)*  +  sinosinecosi^a  , 
t4l  cos  ?  o*  =  sin  }2 (6+c)*  — sinosinecos  ?  ^4* 

t 

Au  rooyen  de  l'equation  cos^=—  cosßcosCf  sinßsinCcosa,  ou 
bien  des  equations  prcc<*dentes,  en  changeant  les  quantites  o,  6, 
c,  ^  en  les  Supplements  180°—^,  180°— Ä,  190»~Ct  1«0°— «.  on 
trouvera  les  quatre  suivantes: 

Ii  1 

f  1']  »'n  4j        cos  tJ  (Ä- O»— sin B  sinCcos  £  a* , 

[2']....cosi  ^a=sin  ^(Ä-C)a  +  sinÄsinCcosia», 

1  1 

[3']  ....  sin  ^  A*  =  cos  j  (tf  +  O*  +  sin/?  sin  Csin  \  a* , 
[4']  ....cos^*=sini(£f+C)»— sintf  sin  Csin^aV, 

C'est  par  une  simple  combinaison  de  ces  huit  equations  qu'on 
obtient  les  quatre  torniules  de  Mr.  Gauss,  savoir 

la  premiere: 
cos  j  y4  cos  ^  (6  —  c)  =  ±  cos  ^  osin  j  (Ä+  C) 

1  1 

par[t].costj^*-  [4#]con4ja«f 

la"  seconde: 
11  I  I 

cos  ^«In^o-^isin^asin^ (Ä-O 

par^.cosi^-P'Jsin.j«* 

la  troisieme: 
ll  11 

sin  tj^costj (6  +  c)  =±cos2  «cosgCÄ+O 

par[3J.sini  ^-[»1  cosl-a«, 
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la  quatrieme: 

11  1       1  1 

•in  ^  A  sin  ^  (A  -f  c)  =  db  »in  ,j  acos  2      ~  O 

1  t 

par[4J.»in  j  /<*  —  [l'Jsing-a2. 

En  faisant  le  calcul  prenez  ^siuA  au  lieu  de  sin  ^Acos  ^  A, 

de  meine  |vma  au  lieu  de  sin^-acos  ^a  ,     remarquez  ensuite 

qu'on  a  toujours  l'äquation  sin6 sine sin^a=  sin B sin Csina*,  qui 
r&ulte  imraediatement  par  la  nmltiplication  de  ccs  formules  con- 
:  sinasini?=sin/f  sitio,  sina  sin  £*=sin/l sine. 

Quant  aux  doubles  signes  daris  les  Equations  ci  dessas,  pour 
p  le  doute,  je  fais  reinarquer  qu'on  suppose  tei  un  triangle 
spherique  doot  tous  les  töte's  et  les  angles  n 'excedent  pas  180°. 

Cela  pose,  d'abord  il  est  clair  qu'il  faut  preudre  le  signe  su- 
perieur  dans  la  premiere  et  quatrieme  ^quation,  tous  les  sinus 
et  cosinus  4tant  positifs;  mais  .ce  qui  concerne  les  deux  autres, 
pour  demontrer  que  le  signe  +a  e*galeraent  lieu,  voici  une  me- 
thode  pour  y  parvenir. 

Ensubstituantdansles  Equations  cos6=cosccosa-|-sincsinacos/?, 
cosc=cosacos6-f-si nasin AcosC,  la  valeur  cosocosc  +  sinosinecos^ 
ä  la  place  de  cosa  et  faisant  les  reduetions  necessaires,  on  ob- 
tieodra  les  equations  suivantes: 

cos6  sine  =  sino  cösc  coaA  -f  sina  cos/?, 
cosc  sin6  =  sine  cos6  qobA  -f  sina  cosC; 

desquelles  on  deduit  sin(o ±c) (IT cos/1)  =  sin« (cos C±cosß) ,  ou 

1)  sin  (6  +  c)  sin  ^  A*  =s  sina  cos  ^-  (ß  -f  C)  cos  ^  (B —  C) , 

2)  sin  (h-c)  cos \ä*  =  sina  sin \{B  +  C)  sing-(tf—  V). 
Maintenant  la  premiere  equation  de  Gauss  ötant 

cos    A  cos     (0 — c) =cos  ^  a  sin  ^  (B  -f-  C) , 


supposons  qu'on  prenne  le  signe  inferieur 
maniere  qu'on  ait 


dans  la  seconde,  de 


cos  ^A  sin  tj  (6— c)=—  sin  tj  asin,j  (B-Q, 

la  raultiplication  de  ces  deux  equations  donnerait 
Theil  XIII  >  11 
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1  11 

sio  (6— c)cos ^  A* =— sina  sin  ^  (2?+C)«in  ^  <ß—  C) , 

ce  qui  ne  s'accorde  pas  avec  la  formule  2).  De  meme  s'il  fallait 
preodre  le  signe  inferieur  daiis  la  troisieme  equation,  laraultipli- 
cation  de  celle-ci  par  la  quatrieme  donnerait 

1  1  1 

sin  (6+c)sin  ^  ^*=— sioa  cos  ^  (B+Cjcos  .j  (ß—Ci , 

s 

contre  la  formule  1). 

Voilä  donc  göneralement  dämonbe*  qu'il  faut  preodre  le  signe 
supeYieur  dans  toutes  les  quatre  forniules  de  Gauss,  des  qu'on 
suppose  qu'aucun  cdte  et  qu'aucun  angle  n'eet  plus  grand  que  180°. 

Stralsund  le  19.  mai  1849. 


Ein  Wort  für  die  Romershaugen'sclien 
Messingtrumente  den  Herren  Barfuss 
und  Schneitier  Gegenüber* 

Von  dem  , 

Herrn  Dr.  August  Wiegand, 

Oberlehrer  an  der  HcaUchulo  su  Halle. 


In  den  Schriften:  „Handbuch  der  bOhern  and  niedern 
Messkunde  etc."  von  Dr.  Barfuss,  Weimar  1847.  und  „Die 
Instrumente  und  Werkzeuge  der  höhern  und  niederen 
Messkunst  etc."  von  Schiieitler ,  Leipzig  1848.  sind  auch  die 
Koiaershausen'schen  Messinstrumente  theihveise  einer  Beurtei- 
lung unterworfen  worden,  uod  zvrar  wird  derselben   in  beiden 
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Schriften  nur  mit  Geringschätzung  und  einer  gewissen  Wegwer- 
fang  gedacht  Keineswegs  deshalb  nun,  weil  ich  in  meiner  Schrift . 
„Der  geodätische  Messapparat  und  sein  Gebrauch'4  2. 
Auflage.  Halle.  1848.  jene  Instrumente  als  zweckmässig  und  vortheil- 
halt  aufgeführt  habe  und  durch  die  Urtheile  genannter  Herren  meine 
Autorehre  verletzt  glaubte,  sondern  lediglich  aus  dem  Grunde, 
weil  ich  die  Romershausen'schen  Instrumente  durch  längeren  un- 
ausgesetzten Gebrauch  hinlänglich  zu  erproben  Gelegenheit  hatte, 
nehme  ich  Veranlassung  gegen  das  unbegründete  und  übereilte 
Urtheil  jener  Herren  das  Wort  zu  ergreifen.  Huren  wir  zunächst 
die  Herren  über  das  Spie^eldio^ter.  Der  besseren  Vergleichung 
wegen  setze  ich  die  Urtheile  heider  gleich  neben  einander: 


Sehn  eitler  sagt  8.  56.: 

„Die  Idee  zu  diesem  Instru- 
mente ist  sehr  einfach  und  nicht 
neu,  da  im  Grunde  das  Fallon- 
sche  Spiegellineal,  ein  zu  dem 
beschränkten  Gebrauche  viel  zu 

dasselbe  ist. 


Bei  a  und  b  (Fig.  05.}  be- 
finden sich  Dioptern,  von  denen 
jedes  durch  zwei  messingene 
Stifte  gebildet  wird,  die  eine 
schmale  Spalte  zwischen  sich 
lassen.  Die  Spalte  des  Objec- 
tivdiopters  6  ist  jedoch  etwas 
breiter  als  die  des  Oculardiop- 
ters  a,  damit  man  noch  deutlich 

Senug  einen  Fluchtstab  durch 
ieselbe  sehen  kann.  Gegen  die 
Visirlini e  ab  ist  nun  der  ebne 
Spiegel  cd  unter  45°  Neigung 
gestellt  und  wenn  daher  ein  Strahl 
mn  so  darauf  fällt,  dass  er  mit  der 
Visirlinie  ab  einen  rechten  Win- 
kel macht,  so  wird  er  in  der 
Richtung  dieser  Linie  reflektirt 
und  geht  folglich  durch  das  Oku- 
lardiopter  a.  , 

Hieraus  ergiebt  sich  der  Ge- 
brauch des  Instrumentes  leicht. 
Die  ganze  Vorrichtung  ist  in 
einem  viereckigen  prisma- 
tischen Gehäuse  von  4*  Län- 
ge, das-  an  der  Seite  entspre- 
chende Ausschnitte  hat  und  worin 
sich  noch  eine  ähnliche  zum 
Abstecken  von  Winkeln  von  45° 
befindet. 


Barfuss  sagt  S.  159.: 

Der  Gedanke  zu  diesem  Instru- 
mente ist  äusserst  einfach  und 
keineswegs  neu,  denn  das  Fal- 
lon'sche  Spiegellineal  ist  im 
Grunde  dasselbe  Werkzeug. 


Bei  a  und  b  (Taf.  V.  Fig.  10.) 
befinden  sich  Dioptern,  von  de- 
nen jedes  durch  zwei  messin- 
gene Stifte  gebildet  wird,  die 
eine  schmale  Spalte  zwischen 
sich  lassen.  Die  Spalte  des  Öb- 

t'ectivdiopters  6  ist  jedoch  etwas 
ireiter  als  die  des  Okulardiop- 
ters  a,  damit  man  noch  mit  ge- 
höriger Helligkeit  einen  Abstecke- 
stab durch  dieselbe  sehen  kann. 
Gegen  die  Visirlinie  ab  ist  nun 
der  ebene  Spiegel  cd  unter  45° 
Neigung  gestellt  und  wenn  da- 
her ein  Strahl  mn  so  darauffällt, 
dass  er  mit  der  Visirlinie  ab  ei- 
nen rechten  Winkel  macht,  so 
wird  er  in  der  Richtung  dieser 
Linie  reflektirt  und  geht  folglich 
durch  das  Okulardioper  a. 

Hieraua  ergiebt  sieht  der  Ge- 
brauch des  Instrumentes  leicht 
etc.  Die  ganze  Vorrichtung  ist 
in  einem  viereckigen  prisma- 
tischen Gehäuse  von  4  Par. 
Zoll  Länge  angeordnet,  worin 
zugleich  sich  noch  eine  ähnliche 
befindet,  mit  der  man  Winkel 
von  45*  abstecken  kann. 


it 
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Ohne  mich  weiter  auf  eine  Untersuchung  einzulassen ,  ob  Herr 
Schneitier  von  Herrn  Harfuss  oder  ob  beide  von  einem  drit- 
ten \\  örtlich  abgeschrieben  habet»,  will  ich  mir  so  viel  sagen,  dass 
weder  die  Beschreibung  noch  die  beigefügte  Zeichnung  die  ge- 
ringste Aehnlichkeit  mit  dem  Rninershausen'schen  Spiegeldinpter 
haben,  dass  somit  beide  Herreu  das  betreffende  Instrument  nicht 
einmal  gesehen,  geschweige  denn  geprüft  haben  und  beide  also 
urtheilen,  wie  der  Blinde  von  der  Farne. 

Das  Romershausenscbe  Spiegeldiopter*)  hat  mit  dem 
Fallon'schen  Spiegellineal  nicht  die  geringste  Aehn- 
lichkeit  —  seine  Diopter  sind  weder  durch  messingene 
t  Stifte  gebildet,  noch  ist  dasselbe  in  einem  vierecki- 
gen Gehäuse  eingeschlossen.  Es  hat  dagegen  die  beque- 
mere Form  eines  kleinen  Taschenfernrohrcs,  dessen  Ocular 
zwei  parallele  Durchsichten  enthält,  welche  mit  einer  auf  das 
Objectivglas  geätzten  oder  durch  ein  feines  Haar  gebildeten  Rich- 
timg^slinie  correspondiren.  Im  Innern  des  Rohrs  befinden  sich 
zwei  feine,  für  die  Winkel  von  90"  und  45"  unwandelbar  recti- 
ficirte  EM e t a I Isp i  e ge I.  Diese  Einrichtung  gewahrt  vor  allen 
anderen  ähnlichen  Instrumenten,  wegen  einlacher  Brechung  des 
Lichtstrahls,  mehr  Klarheit,  Sicherheit  und  Leichtigkeit  im  Visi- 
ren aus  freier  Hand;  sie  gestattet  die  bei  praktischen  Messungen 
so  überaus  nützliche  Construction  des  rechtwinklig-gleichschenkli- 
gen Dreiecks  auf  eine  schnelle  und  leichte  Weise  und  in  Folge 
dessen  nicht  allein  Horizontal-,  sondern  auch  Höhenmessungeo, 
sie  macht  die  sofortige  Bestimmung  der  Entfernung  unzugänglicher 
Punkte  bei  coupirtein  Terrain  möglich  und  giebt  die  Factoren  zur 
Flächenberechnung  unmittelbar  auf  dem  Felde. 

Hieraus  ergiebt  sich  nuji  von  selbst,  dass  der  von  obigen 
Herren  empfohlene,  mir  durch  längeren  Gebrauch  übrigens  eben- 
falls vollkommen  bekannte,  alte  Adam  sehe  W  inkel  spie  gel 
nicht  die  Hälfte  der  Leistungen  des  Romershausen'schen  Spiegel- 
diopters für  sieb  in  Anspruch  nehmen  kann  —  abgesehen  davon, 
das«  seine  doppelte  Spiegelung  und  wandelbare  Rcktification  we- 
nig Klarheit  und  Sicherheit  im  Visiren  gestattet.  Hr.  Barfuss 
hofft  zwar  die  beim  Spiegeldioptcr  angegebenen  Vortheile  auch 
auf  den  VVinkelspiegel  übertragen  zu  können  und  will  zu  dem  Ende 
entweder  zwei  dergleichen  Instrumente  für  die  verschiedenen  Win- 
kelgrossen vorrichten  oder  vier  Spiegel  in  einem  Kasten  anbrin- 
gen. Letzteres  möchte  aber  wohl  schwer  ausführbar  sein  und  das 
complicirte  Instrument  sehr  versteuern,  ohne  dass  es  zugleich  die 
Bequemlichkeit  und  Sicherheit  des  kleinen  und  billigen  Spiegel- 
diopter« erlangte. 

Nicht  besser  wie  mit  den  Beurtheilungen  des  Spiegeldiopters 
sieht  es  mit  des  Herrn  Schncitler  Urtheile  über  den  Romers- 
hausen'schen Längenmesser  (Diastimeter)  aus,  und  ich  glaube 
auch  hier  dreist  behaupten  zu  können,  dass  der  genannte  Herr 
dieses  Instrument  ebenfalls  nie  gesehen,  geschweige  denn  geprüft 


*)  Romershuuaent  Spiegeldioptcr  und  Längcnmeicer  etc.  Halle,  1845. 
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hat.  Es  Hesse  sich  wenigstens  dann  gar  nicht  begreifen ,  wie  der- 
selbe jenes  Instrument  mit  dem,  nach  ganz  andern  Grundsätzen» 
und  auf  ganz  verschiedene  Weise  construirten ,  uralten  Pantome- 
trum  Paccccianum  zusammenstellen  kann.  Wunderlicher  Weise 
stützt  er  sich  hierbei  auf  ein  im  Jahre  1819  von  Schul  z-Mon- 
tanus  abgegebenes  Urtheil,  wonach  dieses  unter  allen  Distanz- 
messern der  zweckmassigste  und  brauchbarste  sein  soll»  indem 
es  auf  10000'  nur  einen  Fehler  von  j\  der  ganzen  Länge  zulasse. 
Er  lugt  mit  einer  gewissen  vornehmen  Verachtung  noch  hinzu: 
„Abermals  ein  Beweis,  was  von  allen  solchen  geometrischen  Wun- 
derwerken, an  die  ein  Newton,  Tob.  May  er,  Had  ley,  Rams- 
deu  etc.  nie  gedacht  (?)  bei  Messungen,"  wo  es  auf  mehr  als 
ungefähre  WVitenbestimmungen  ankömmt,  zu  halten  ist'. 

Hierzu  nur  ein  paar  Bemerkungen.  Schulz-Montanus  konnte 
natürlich  das  jetzige  Diastimeter  des  Dr.  R.  nicht  kennen  und 
es  ist  deshalb  lacherlich,  wenn  sich  Herr  Sehn  eitler  auf  das 
Urtheil  desselben  beruft;  noch  auffallender  ist  es  aber,  wenn  er 
Nichts  anerkennen  will,  «or.in  nicht  schon  jene  älteren  berühm- 
ten Mathematiker  gedacht  haben.  Er  verneint  dadurch  jeden  mög- 
lichen Fortschritt  und  setzt  sich  mit  sich  selbst  in  Widerspruch» 
indem  seine  •  Schrift  doch  den  jetzigen  vervollkommneten  Stand- 

5 unkt  sämmtlicher  Messapparnte  darstellen  soll.  Er  hatte  daher 
iesen  schwierigen  (tir  Civil  •  Militairmessiing  wichtigen  Distanz» 
Messungen  eine  besondere  Aufmerksamkeit  widmen  und  sich  kein 
absprechendes  Urtheil  darüber  erlauben  sollen,  ohne  sich  vorher 
persönlich  mit  den  neueren  Instrumenten  dieser  Art  bekannt  zu 
machen. 

Die  Messung  mit  dem  Römers  hau  seif  sehen  Diastimeter 
giebt  bei  genauer  und  richtiger  Behandlung  in  gehöriger  Sehweite 
der  unmittelbaren  Kettenmessung  nichts  nach  und  übertrifft  die- 
selbe an  Genauigkeit  bei  coupirtem  Terrain.  Es  gewahrt  diese 
Yortheile  durch  das  ihm  zu  Grunde  liegende  eigcnthümliche  Prin« 
zip ,  wornach  es  bei  constanter  Tangente  des  parallaktischen  Win- 
kels  uur  den  Radius  ändert  und  s  deshalb  auch  bei  Messungen 
sehr  kleiner  Winkel  nach  meiuen  sorgfaltigsten  Prüfungen  dem 
kostbarsten  Theodoliten  nichts  nachgiebt.  Eine  längere  Einübung 
erfordert  dies  Instrument  allerdings;  das  kann  aber  doch' wahr- 
lich! kein  Vorwurf  für  dasselbe  sein,  sonst  wäre  auch  das  Ur- 
theil eines  ungeübten  Schützen  gerechtfertigt,  dass  eine  Büchse 
nichts  tauge,  weil  er  nichts  damit  treffe.« 

Herr  Dr.  Barfuss  scheint  vom  Rom  ers  hause  n'schen  Di- 
astimeter gar  nichts  gehört  zu  haben,  denn  er  erwähnt  nur  den 
praktisch  völlig  unbrauchbaren  Reichen  bacb'schen  Distanzmes- 
ser. Eben  so  wenig  scheint  ihm,  sowie  auch  Herrn  Sehn  eitler, 
das  nicht  minder  interessante  und  zur  Messung  grösserer  Entfer- 
nungen bestimmte  Mili  tairfernrohr  *)  bekannt  zu  sein.  Schoo 
beim  ersten  Gebrauche  dieses  Instruments  überraschte  mich  die 
Genauigkeit  der  damit  erlangten  Resultate  so  ungemein,  dass  mir 


*)    Roinershaucen'«  Militairfertirohr  etc.  Halle  184«. 
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die  allgemeinste  Anerkennung  desselben  unzweifelhaft  schien  und 
meine  Vermuthung  wurde  auch  bestätigt  zunächst  durch  das 
Urtheil  des  Königl.  Preuss.  Premierlieutenant  Hellmath*)  sowie 
durch  die  zu  meiner  Kenntniss  gekommenen  Urtheiie  der  vierten 
preussischen  Artilleriebrigade  und  eines  wflrttembergischen  Inge* 
nieuroffieiers  **). 

Ebenso  unbekannt  wie  das  vorige  Instrument  sind  den  Her- 
ren Schneitier  und  ßarfuss  das  Komershausen'sche  Spie- 
gelniveau und  das  Reductionsniveau.  Was  das  erstere  betrifft, 
so  halte  ich  damit  ein  Nivellement  vom  Geistthore  in  Halle  längs 
der  Magdeburger  Chaussee  und  von  da  aus  links  seitwärts  nach 
dem  Bade  Wittekind  unternommen  und  dasselbe  mit  einem  sehr 
genau  gearbeiteten  Nivellirinstruiuente  mit  Fernrohr  wiederholt. 
Ich  habe  mich  da  Oberzeugt,  dass  der  Gebrauch  von  jenem  die- 
sem  nicht  nur  nichts  nachgiebt ,  sondern  namentlich  wegen  bedeu- 
tenderer Abkürzung  der  Arbeit  einen  grossen  Vortheil  voraus  bat. 
Seine  vorzügliche  Brauchbarkeit  dürfte  auch  wohl  aus  der  That* 
sache  hervorleuchten,  dass  die  Nivellements  der  Prinz  Wilhelms- 
Bahn  vorzugsweise  damit  ausgeführt  worden  sind.  Mit  dem  Re- 
ductionsniveau habe  ich  eigene  Messungen  zur  Zeit  noch  nicht 
unternommen  und  enthalte  mich  deshalb  jeden  Urtheils,  muss 
aber  hinzufügen,  dass  ich  es  von  den  mit  der  Separation  in  der 
ungemein  coupirten  Wettiner  und  Löbejüner  Gegend  beschäftigt 
gewesenen  Feldmessern  habe  ganz  vorzüglich  rühmen  huren. 

Mochten  diese  Mittbeilungen  die  Folge  haben,  dass  den 
Romershaushausen'schen  Instrumenten  die  allseitige,  verdiente  An- 
erkennung zu  Theil  würde. 

In  Bezug  auf  das  sonst  so  treffliche  Werk  des  Herrn  Schneit- 
ler  können  wir,  schliesslich  den  Wunsch  nicht  unterdrücken,  dass 
der  Herr  Verfasser  bei  einer  neuen  Auflage  auch  den  neueren 
Instrumenten  eine  gerechte  und  aus  eigener  Prüfung  hervorgegan- 
gene Würdigung  zu  Theil  werden  und  nicht  nur  dem  Alten  und 
Bekannten  allein  das  Wort  reden  möge. 


*)  Die  Distanz- Melsungen  der  Artillerie  u.  s.  w.  mit  Hülfe  de«  Ro- 
mers  hansen'schen  Längenmessers.  Von  O.  Hellmuth,  Premier- 
Lieutenant  im  Preuss.  27.  Inf.-RegiraenL 

**)  So  eben  erfahre  irh  durch  den  hiesigen  Mechanilrus  Herrn  Ju- 
lius Schmidt,  dass  in  Folge  zahlreicher  Bestellungen,  eine  Menge 
Militair- Fernrohre  nach  Schleswig-Holstein  abgehen.  . 
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Tom  Maximum  und  Minimum ,  dem 
eine  oder  zwei  Oerade  unterworfen 
sind,  welche  von  1  oder  2  gegebenen 
Punkten  an  einen  gesuchten,  in  ei- 
ner Curve  gelegenen,  Punkt  gehen, 
Punkte  und  Curve  in  derselben  Ebene 

gedacht. 

Von 

<  * 

Herrn  Brenner, 

m  Tuttlingen  im  Königreich  Würtemberg. 


Sind  die  Coordinaten  der  Curve  durch  x  und  jy,  und  die  de« 
gegebenen  Punktes  durch  a  und  6  dargestellt,  *so  ist  für  den 
Fall  fragliche  Linie 


und  man  hat  ala  Bedingung  des  M.M. 
woraus  folgt 

—  gi-  ist  die  Tangente  des  Winkels,  den  die  Normale  der  Curve 

mit  der  Abscissenaxe  macht  Ebenso  'ist        die  Tangente  des  Win- 

kels,  den  eine  durch  die  Punkte  (at  6)  und  (x,v)  gehende  Linie 
mit  derselben  Axe  bildet,  woraus  folgt,  dass  die  gesuchte  Linie 
mit  der  Normale  der  Curve  zusammenfallt. 

Im  zweiten  Fall  seien  (Taf.  II.  Fig. 3.)  die  beiden  Punktet  und  B 
mit  den  Coordinaten  o  und-  6,  a!  und  b't  und  die  Curve  CV%  wKh 
rend  OX  die  Abscissenaxe  darstellt.   Ist  M  der  gesuchte  Punkt, 
und  zieheich  AM  und  BM>  so  ist  die  Summe  dieser  beiden  Geraden 
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«=:V(a-i:)H(6-y)HV  (a'         +  (©'  -y)» 
Die  Bedingung  des  M.M.  liefert  nun  die  Gleichung 

> 

woraus  folgt 

_  1  =  (6' -y)  V (q-*)H(6-y)*+  (6  -y)  V (o7-*)» + (o7^)* 

"  3/7    (a'  —  x)  V  (a-^r)H(o-y)a  +  (a  -  *)  V  (a'— y)*  ' 

T heilen  wir  nun  den  Winkel  AMB  durch  hM  in  zwei  gleiche 
Theiie  und  untersuchen,  ob  nicht  LM  die  Normale  der  Curve 

ist.  In  diesem  Falle  müsste  identisch  sein  tg(Lj!fiV)=— ^ ,  indem 
wir  MN  parallel  OX  ziehen.   Wir  bähen  aber 

Da  man  aber  die  Gleichung  hat  te2Z(l  —  tgZa)=2tttZ,  so 
setze  man  in  diese  Gleichung  Z=LMN  und  für  tgLMN  und 

tg2L^fiVobigeWerthe,  während — ^  durch  dessen  Werth  in  xt 

y,  «,  6,  a'  und  6'  ersetzt  wird.    Macht  man  noch  zur  Abkürzung 

* 

a  —x=A, 
a'  —  x=A', 
b  -xz=B, 

b' — x=ff;  so  kommt  endlich 

AB'+A'Bf  /B'VA*T/ß+ B\TW*+B*\9~* 
AA'-BB'L     \A'*nPT&+A^ÄF+w)  J 

B  ^&TK*+BSrA*+B* 


A'V  A*  +  B*+AyÄ*+IS* 


eine  Gleichung,  von  deren  Indentitat  man  sich  durch  Reductiön 
bald  überzeugt.  Es  folgt  hieraus,  dass  AM  und  BM  mit  der 
Normale  gleiche  Winkel  machen ;  und  zwar  geht  die  Normale  mit- 
ten zwischen  A  und  B  so  hindurch ,  dass  der  eine  Punkt  auf  der 
einen  und  der  andere  auf  der  andern  Seite  derselben  gelassen 
wird,  weil  2 L MN=  BMJS -f  A MN. 
Will  man  nun  die  Aufgabe  lösen: 

Von  einem  gegebenen  Punkt  C  an  einen  gesuchten 
in  einerCurve  gelegenen  Punkt  eineGerade  zu  ziehen, 
die  ein  M.M.  sei,  so  muss  man  in  die  Gleichung 
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für  y  und  dyx  die  aus  der  Gleichung  derCurve  gezogenen  Werthe 
substituiren  und  die  Gleichung  in  Beziehung  auf  x  auflösen,  öder 
kann  man,  auf  Polarcpordinaten  ubergehend,  statt  der  Gleichung 

By»  (h  —y)  +  a  —  x^=0 

eine  andere  aufstellen. 


Es  sei  (Taf.  II.  Fig.  4.)  die  Curve  LM,  der  gegebene  Punkt 
A,OB  die  Axe,  HM  der  Radius  -  Vector  r,  Winkel  MRB=w, 
AN  die  Normale,  so  dass  M  den  gesuchten  Punkt  darstellt, 
so  ist  bekanntlich 

\%NMR=~, 

- 

Br 

tgw  

ts>ANB=z  tg  (w — NMR)  =  T  ; 

demnach  ist  die  Gleichung  der  Normale,  die  durch  den  Punkt  A 
gebt: 

y  —  jr  (*'— o),  wo  x1  und.y  die  tWdinaten  der 

l+tgt*£ 

Normale. 

Mau  hat  aber  fär  Af  y=rsinic  und  x' =zr  cos  tc,  folglich 


dr 
r 


tgtc  

«  O  y*  % 

I)  rsintc  — 6  =  -  ^(rcosic— a), 


welche  noch  mit  der  Gleichung  der  Curve  zu  verbinden  ist, 
um  r  und  w  zu  bestimmen. 

Will  man  aber  von  zwei  Punkten  an  einen  in  einer  Curve  gesuch- 
ten Punkt  zwei  Linien  ziehen,  deren  Summe  ein  M.M.  sei,  so  ist 

tg  (2  MNB)  (Taf.  II.  Fig.  4)  =  tg  (2  LMN)  (Taf.  II.  Fig.  3.). 

(b  ~ y)  (o' - x)  +  {b'  - y)  (a - x) 
(a-x)(a'-x)-(b-y)(6'-y) » 

tgfC  

während  tg MNB=  


1  +  tgiü- 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung 

tg2MNB(l-tg*MNB)=2tgMNB,  so  hat  man 
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wo  nur  Doch  j?  durch  rcoste  und  y  durch  rstnto  zu  ersetzen  ist. 
Zur  Anwendung  de«  Obigen  gehen  wir  auf  einige  specielle  Auf- 
gaben Ober. 

Aufgabe  1. 

Von  einem  gegebenen  Punkte  soll  in  einen  noch  ge- 
suchten Punkt  eines  Kegelschnittes  eine  Gerade  ge- 
sogen werden,  die  ein  M.M.  ist 


Auflösun 


Die  allgemeine  Gleichung  fär  Siese  Art  von  Curven  ist 

p 

r=t  .  r  ,  woraus 

_  pesinw 

*  dr  es'mtc 

r     l+ecosto " 


Hieraus  ergibt  sich 

^ W     r       sin  to 


und  dadurch  wird  nach  1) 


r 


/>sin  t^— 6(1  +  ecostc)=  7+7^  —«Kl  +  ecostc)]. 

Die  weiteren  Entwicklungen  und  Heductionen  liefern 

3)  pe  sin  to  -f-  (l+tcos  to)  [a  sin  to —  b(e + cos  to)]  =0. 

Hat  man  einen  Werth  w'  gefunden,  der  dieser  Gleichung 
beinahe  genügt,  so  ist  der  Correctionswerth 

* 

_   p  e  sin  txf  +  (1  +  e  cos  top  [a  sin  to'— 6  (e  -f  costoQ]  

~~~p  ecosw/+(i +ecosw0[acosw'-|-6sinto/]--esinto'[osinto/— 6(e+costo0l 


Geht  man  aber  auf  ein  anderes  Coordinatensystem  Aber,  so  das« 
die  Axe  durch  den  Punkt  A  selbst  geht,  so  wird  das  neue  b* 
gleich  Null  und  jenes  a  geht  über  in  a'=  Vd*  +  b*  Die  Winkel 
aber  werden  von  RA  angezählt.    Setzt  man  nun  ARM^v  und 

ARB  =  v\  so  ist  w=v+t>'  und  tg^=~»  während  ist 

K 

 P  

r*"l+ccos(o+rO' 
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Hierauf  wird 

8r 

g0~  7  _  tgp  +  etg  p  cos  (p + pQ — g  gjn(p  +  p') 
1+tgp^      1  +  «cos(p  +  p')  +  <?tgrsin(p  +  p')  ' 

Gleichung  1)  gibt  somit 

.  tgp  -|-  etgrco8(p  +  tQ  -  esin(p +  pQ 

^^^^(p  +  p^etgt/siDCp+potP008^^1^008^  +  °K 
welches  nach  allen  Reductionen  gibt 

4)  ^8in(p  +  p0+(«iup— esinvO[l  +  eco«(p  +  pO]=0. 

Ist  xf  ein  Werth,  der  dieser  Gleichung  heinahe  genügt,  so 
hat  man  den  Correctionswerth 

i  * 

sin  (p"4  pO  +  (sin  p*—  «  sin  p')  [1  +  e  cos  (p*  +  ©0] 


^-cosCpHpO+cos^^+^cosCp^+pO]— esinCp^+pOCsinp*—  esinp') 

k 

ist  der  gegebene  Punkt  nicht  sehr  weit  von  der  Cur?e  ent- 
fernt, so  kann  man  für  einen  ersten  Näherungswerth  sinp=p  und 
cos  t>=l  setzen,  weil  p  klein  ist,  und  es  entwickelt  sich  dann  ans  4)  ' 

esinpYl-r^cose^-) 

v—  —  L — 

fcos0'(l+£)+e+«Vini,' 

Für  einen  Punkt,  der  in  der  grossen  Axe  der  Curve  selbst 
liegt,  hat  man  o=0  und  p'=0  und  es  ergibt  sich  sowohl  aus  3) 
als  auch  aus  4) 

aiaw(pe.+  a  -f  aecosep)=0. 
Diess  liefert  die  vier  Werths 

€0  =  0, 

«=180«, 

costp=  —  ^  — -,  und  wenn  der  Werth  »'  der  letztem  Gleichung 
entspricht, 

«>=360-«'.. 

Ist  +  ~  grosser  als  -f-  1  oder  —  1,  so  gibt  es  nur  zwei  M.Iii . 
Punkte. 
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Um  zu  entscheiden ,  wie  viele  M.M.  im  Allgemeinen 
existiren,  gehe,  man  zur  Bedingung  (a— x)  {-(b — •v)dyx  =  0  zu- 
rück und  verbinde  sie  zunächst  mit  der  Gleichung  fiir  die  Ellipse 

BW 

und  Hyperbel  y1  =  B2 ±  —jir »  80  w'iT&  Ulan  entwickeln 

^  A*±ß*x 

wodurch  höchstens  vier  Werthc  angezeigt  werden.  Für  die  Para- 
bel aber  ergibt  sich  bei  Benützung  ihrer  Gleichung  y*=2px, 

y*  +  %py(p-a') — 2#»«A=0; 

wo  a'  die  vom  Scheitel  an  gerechnete  Abscisse  des  Punktes  A 

ist. 

Will  man  aber  die  Gleichung  3)  in  Anwendung  bringen ,  so 
rouss  man  e—  1  setzen  und  hat 

p  s\nw  +  (\  +  cos  to)[a  sin  to  — 6(1  -f-  costc)]=0, 

welches  nach  gehöriger  Entwicklung  gibt 

welches  zuerst  gibt  |«7=90°undl  u>=270°.  Beide  Werthe  lie- 
fern wi=180°,  wodurch  ein  unendlich  entfernter,  folglich  gar  kein 
Punkt  angezeigt  wird.    Die  andere  Gleichung 


tg.„a+(g«w(?£±E)_|=0 


kann  höchstens  drei  Werthe  liefern,  so  wie  es  auch  mit 

der  Fall  ist.  Demnach  bietet  die  Parabel  höchstens  drei  M.M. 
Punkte  dar. 

Für  die  Grenze,  wo  beide  Gleichungen  anfangen,  zwei  imaginäre 
Werthe  zu  liefern,  hat  man  vermöge  der  Cardanischen  Formel 

b*p  —  (~*£*,'y=Ot  wenn  man  bedenkt,  dass  a+af  =  ^p. 

Aufgabe  2. 

Von  zwei  beliebig  gelegenen  Punkten  an  einen  gesuchten 
in  der  Peripherie  eines  Kreises  liegenden  Punkt  zwei 
Gerade  zu  ziehen,  deren  Summe  ein  M.M.  sei. 
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Auflösung. 

Es  seien  (Taf.  II.  Fig.  5.)  von  A  und  Äan  eioen  noch  gesuchten 
Punkt  D  in  der  Peripherie  eines  um  C  beschriebenen  Kreises 
zwei  gerade  Linien  AD  und  BD  zu  ziehen,  deren  Summe  -ein 
Ai.JH.  sei.  Bezeichne  ich  die  Coordinaten  von  A  mit  a,  0  und 
die  von  B  mit  n',  6',  die  fragliche  Summe  mit  u,  so  wie  die 
Coordinaten  des  Punktes  D  mit  y,  während  alle  Coordinaten 
von  C  aus  gerechnet  werden,  wo  CX  die  Abscissenaxe  ist,  so 
haben  wir  folgender  Bedingung  zu  genügen : 

• 

V  (a  — *)»  +  (6— i5*  +  W-*)*  +  (A'-£02  ' 
Die  Gleichung  des  Kreises 

r*=aa+ya  liefert  aber 

%*=—-,  und  diess  substituirt,  gibt 

y(g— ar)-.(p— y).r       y(o'— (6'  -y)  x  ■ 
Vr(a-jr)»+(6  -.¥)a  +  V  («'-*)»+ (6^j»  ' 

Nehmen  wir  nun  für  einen  Augenblick  an,  CX  habe  die  Lage, 
dass  sie  den  Punkt  des  Ai.M.  in  der  Peripherie  gerade  treffe, 
so  bat  man  in  diesem  Falle  y  =  0  und  a*  =  r,  folglich 

5)  V(«-r)»f6"  +  V^-DH** 


Es  ist  nun  zweckmässiger,  wenn  wir  uns  an  diese  Bedingung  hal- 
ten, anstatt  die  Gleichung  '2)  zu  bentitzen.  Da  die  Wurzelgrossen, 
als  absolute  Werths  der  Linien  A  D  und  Bl),  nur  das  positive 
Zeichen  haben  können,,  so  sieht  man  zunächst,  dass  einer  der 
Werthe  b  oder  //  negativ  sein  muss,  dass  demnach  der  den 
MM.  Punkt  treffende  Halbmesser  oder  dessen  Verlängerung 
stets  zwischen  A  und  B  auf  solche  Weise  hindurch  gehen  muss, 
das*  der  eine  Punkt  auf  der  einen  und  der  andere  auf  der  andern 
Seite  desselben  zu  liegen  kommt,  wie  auch  diess  oben  schon 
bemerkt  worden. 

Obige  Relation  lässt  sich  noch  einfacher  ausdrücken,  wenn 
man  die  ejne  Grosse  auf  die  andere  Seite  der  Gleichung  bringt, 
quadrirt,  reducirt  und  wieder  die  Wurzel  auszieht.  Es  ergibt  sich 
hiedurch 

b        .  b' 
±  rr 


u — r        o — r 


Um  nun  die  Fälle  auszuscheiden,  in  denen  das  positive  oder 
negative  Zeichen  zu  wählen  ist,  geben  wir  dieser  Gleichung  fol- 
gende Form: 


I 
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- 


a'-r 


Haben  die  beiden  Grössen  o'— r  und  a — r  das  gleiche  Zei- 
chen, d.  h.  liegen  A  und  B  innerhalb  oder  beide  ausserhalb  des 
Kreises,  so  ist,  unter  der  Voraussetzung,  das«  6  positiv  ist,  das 
negative  Zeichen  au  nehmen,  weil  6'  negativ  sein  muss,  und  da- 
durch wird  wirklich  5)  befriedigt 

Haben  hingegen  c' — r  und  a— r  verschiedene  Zeichen,  welches 
der  Fall  ist,  wenn  der  eine  Punkt  innerhalb,  und  der  andere 
ausserhalb  des  Kreises  liegt  und  der  den  M.M.  Punkt  treffende 
Halbmesser  selbst  (nicht  dessen  rückwärts  gehende  Verlängerung) 
zwischen  A  und  B  hindurchgeht,  so  ist  das  positive  Zeichen  zu 
nehmen,  damit  6'  negativ  wird. 

Auch  diese  Bedingung  befriedigt  die  Gleichung  5).  Denn 

O*  — 'T 

setzt  man  6'=  6  g  y ,  so  gibt  5) 


Der  Nenner  im  letztem  Posten  stellt  noch  immer  die  absolute 
Grosse  BD  dar  und  damit  sie  wirklich  positiv  werde,  hat  man 
die  negative  Wurzel  zu  nehmen.   Dann  hat  man  aber 


V  (o— r)»+6*  V(a— r)*-f  6* 

Wenn  demnach  beide  Punkte  in  oder  beide  ausserhalb  des 
Kreises  liegen,  so  steht  die  einzige  Bedingung  fest 

6)  -JL+^L=o.  ' 

'  a  —  r  T  a'—r 

Liegt  hingegen  der  eine  Punkt  in  dem  Kreise,  der  andere  aus- 
serhalb desselben,  so  hat  man  ausser  der  obigen  auch  noch  fol- 
gende Bedingung  zu  untersuchen: 

Um  nun  den  M.M.  Punkt  in  der  Peripherie  des  Kreises  wirk- 
lich zu  bestimmen,  gehen  wir  wirklich  vom  ursprünglichen  Koordina- 
ten-System  mit  der  Abscissen •  Axe  CX  zu  einem  andern  über, 
dessen  Abscisse  CX'  durch  den  gesuchten  Punkt  D  geht.  Setzen 
wir  den  Winkel  X'CX=tot  so  wie  die  seenndnren  Abscissen  des 
Punktes  A  gleich  «,  ß  und  des  Punktes  B  gleich  <*',  ß%  so  hat 
man  für  diesen  Uebergatig  bekanntlich 
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a  =  6sin«o+i 
ß—bcosw — asinte; 
o'  —  b'sinuf+a'coaw, 
0' =6*  cos  w — a!  sin  tc. 


Die  Bedingung  a~r  +  ^~  =  0  liefert  aber  die  Gleichung 

2»inwco8tc(«o'—  66')  +  (sinte*-  cosic2)(a6'  +  6«0j  _fl 
+  rco«w(6  +  60--r«nfi»(a  +  «')  »  ~  ' 


oder  auch 


8)         »in  2tc  (aa'— 66') — cos  2«  (a6'  -f  6a') 
+rcostc(6  +6')—  rsinip(a  +  oO 


Die  Bedingung         -  ~r^=0  aber  gibt 

r  sin  w  (a' — a)  —  r  cos  tc(6' — 6)  —  (6a' — ab1) = 0. 

Bringt  man  diese  Gleichung  unter  die  Form 

/6'-6\     6o'  -  ab1  ^ 
sintr  —  cos  tri  —  1=  —j—,  r  «od  setzt 

6'  — 6 

— — -  =tgft,  so  bat  man  hieraus 

m  •  /        ,     6a'  — a6' 

Diese  Gleichung  gibt  zwei  Werthe  für  w.  Denn  wenn  der  eine 
to'  ist,  so  ist  der  anderen; — u?'-f-2f*.  Die  beiden  hiedurch  angezeigten 
Punkte  sind  aber  nichts  anders,  als  die  Durchschnittsnunkte 
der  die  Punkte  A  und  B  verbindenden  Geraden  mit  dem  Kreise. 
Denn  substituire  ich  in  die  Gleichung 
> 

r  sin  w  (a' — a)  —  r  cos  w  (6'—  6)  —  (6ä' — a6')  =0 

y  statt  rsintc  und  x  statt  rcostc,  so  geht  sie  über  in 

y  (a'  -  a)  -  x  (6'  -  6)  -  (6a' -a6')=0, 

welches  nichts  anders  ist,  als  die  Gleichung  für  die  Linie,  die 
durch  die  Punkte  (a,6)  und  (a',60  hindurchgeht  Uebrigens  fragt 
sicbs  noch,  ob  beide  Punkte  M.M.  Punkte  sind. 

Es  lässt  sich  schon  a  priori  einsehen,  dass  nur  Ein  Maximum 
■und  Ein  Minimum  existiren  kann.  Dennoch  ist  es  interessant  zu 
wissen,  wie  viele  Werthe  für  w  die  Gleichung  8)  liefert.  Zu  die- 
sem Zwecke  setzen  wir  in  der  der  Gleichung  8)  unmittelbar  vor- 
angehenden . 


176 

sin  und  cosw=  — ,  welches  gibt 

r        •  r  ° 

2:ry(aa'-60')  +  (y*— i*)(flö'  +  6a0  +  r»  *  (6 +  &')—»*  y(a+  a')  =0. 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  des  Kreises 

**  +  y*=r* 

und  eliminirt  eine  der  Unbekannten,  um  die  andere  zu  bestimmen» 
so  wird  manhiedurch  auf  eine  Gleichung  des  vierten  Grades  geführt, 
wodurch  im  Allgemeinen  vier  Punkte  bestimmt  werden. 

Um  die  Bedeutung  der  beiden  andern  nicht  zu  den  M.ftf. 
Punkten  gehörigen  Punkte  zu  erfahren,  bedenken  wir,  dass  es 
noch  zwei  Lagen  des  Radius,  wie  z.B.  CE  pibt,  in  denen  AE  und 
Eß  mit  demselben  zwei  gleiche  Winkel  ALC  und  BEF  machen. 
Nimmt  man  hier  CF  als  Äbscissenaxe  an,  so  liegen  beide  Punkte 
A  und  B  auf  Einer  Seite  dieser  Axe  und  man  hat  als  Bedingung 
für  die  Gleichheit  der  Winkel 

*          *      .      b          h'  _ 
oder  -|-  ,  =  0. 


r — a      a'—r        r — a  *  r  —  a 

Da  sich  diese  Bedingung  von  6)  in  Nichts  unterscheidet,  so  ist 
klar,  wie  bei  der  angegebenen  Coordinaten- Verwandlung  auch  hier 
die  Gleichung  8)  zum  Vorschein  kommen  muss.  Demnach  liefert 
8)  ausser  den  beiden  M.M.  Punkten  auch  noch  zwei  andere  Punkte 
mit  der  Eigenschaft,  dass  die  von  A  und  B  an  sie  gezogenen 
Geraden  mit  dem  betreffenden  Radius  gleiche  Winkel  machen.  In 
der  That  befriedigt  auch  obige  Bedingung 

a  —  r 

t 

a*  r 

wo    eine  negative  Grosse  ist,  die  Gleichung  5)  nicht.  Denn 

diese  gibt  die  Grosse 


(fl-0 


Allein  aus  dem  angegebenen  Grunde  muss  die  Wurzel  des  zwei- 
ten Pestens  negativ  genommen  werden,  und  dann  hat  man  eine 
Grosse,  die  nicht  =0  ist,  nemlich 

26 


V(«-r)*+A* 


Wollten  wir  nun  unsere  M.M.  Punkte  aaf  algebraischem  Wege 
erhalten,  so  konnte  diess  nur  durch  Auflösung  einer  Gleichung  des 
vierten  Grades  geschehen, Hadem  man  dazu  obige  zwei  Gleichun- 
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gen  in  x  und  y  benuzte.  Besser  ist  es ,  8)  näherungsweise  auf- 
zulösen. Ist  v>'  ein  Werth,  der  dieselbe  beinahe  befriedigt,  so 
ist  ein  Näherungswerte 

rfn^«^-^^ cos^Cg^-f  ba')+rcome'(b±W  —ntoufja+if) 
2cos2*c'(tf«'— bb1)  +2sin2t*'(a6'  f  6fl')-rsimc'(6+A')— rcosic'fa+aO 

Die  Gleichung  8)  und  deren  Näherungswerth  lassen  sich  verein- 
fachen, wenn  man  tu  einem  neuen  Cnnrdinatensystem  übergeht, 
auf,  solche  Weise,  dass  die  neue  Abscissenaxe  den  Winkel  ACB 
halbirt.    Denn  gesetzt,  es. sei,  für  unsern  jetzigen  Zweck,  CA" 

dies«  Abscissenaxe,  so  ist  X'CX^^ACX +  BCX),  folglich 


wenn  man  X"CX=v  setzt. 

Setzt  man  nun  die  neuen  Coordinaten  gleich  A,B  und  A',B 
so  ist 

A  =  Ö6m  r  -f-  acose , 

Zf=6cos»— osinp; 

A'=b'&\n  r  +  ci'cosü, 

Mt ,  ß'=b'cosD  —  a'siov.« 

Nmi  ist  AB'  +  BA'—Q,  und  so  bekommen  wir  statt  8)  nwd 
deren  Nähern ngswerth 

10)     2fsin«r(^'-  BB')  4  r(Ä+  B1) -rtgw(A  +  A')=0  und 

BB) 


a-cosip».  +  ^0_2co7^orrÄ£f 


wo  aber  to  von  der  Axe         an  zu  rechnen  ist. 

Ausser  der  Vereinfachung  bietet  die  Gleichung  10)  noch  einen 
andern  sehr  bedeutenden  Vortheil  dar.  Sind  neiulich  die  beiden 
Punkte  A  und  ß  so  ziemlich  gleich  oder  auch  nur  sehr  weit  vom 
Kreise  entfernt,  oder  ist  der  WinkeMCft  ziemlich  klein,  so  wird 
der  das  M.M.  treffende  Radius  auch  beinahe  den  Winkel  ACB 
in  zwei  gleiche  Theile  theilen  und  för  eine  erste  Annäherung  kann 
man  dann  setzen 

shne'  =  tg«^=w',  welches  gibt 

r(B+B') 
m  tiA+A*)  —*l(AA'~-t$B') '' 

Ist  auf  solche  Weise  der  Winkel  w  bestimmt,  so  wird  man  haben 
AD—  V aa+»*  +  ra- 2(a  cos  w  +  6  sin  w), 
ÄD=V~  a*  +  6*  +  r»-2(tfcosW©Vinit>V 
Tlieil  XIII.  1» 
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Schliesslich  bemerken  wir  noeb,  das«  eich  auf  dl«  Gleichung 

Ixy  (aa'  -  660  +  (y* -**)  (ab'  +  6c')  +r*r(*  +  *')  — f*jK«  +  «0«=O 

eine  Metbode  gründen  liesse,  Torilegende  Aufgabe  durch  Coestruc- 
tion,  vermittelst  eines  Kegelschnittes,  aufzulösen. 

An  diese  Aufgabe  schliesst  sich  von  selbst  die  folgende  an : 

.  *  .  ■  .   .  ..  •  '  . 

Aufgabe  3. 

In  einem  Dreieck  einen  Punkt  zu  bestimmen,  von  dem 
aus  drei  Gerade  in    die  Spitzen  desselben  gezogen, 

ein  Minimum  seien. 

Auflösung. 

Es  »ei  (Taf.II.  Fig.  6.)  das  Dreieck  ABC  und  der  gesuchte  Punkt 
D,  so  wird  A  /)+  DB+DC  fragl.  Minimum  sein.  Der  Punkt  D 
wird  bestimmt  sein,  wenn  ich  auch  nur  zwei  der  letzten  drei  Li- 
nien kenne.   Ich  setze 

AD=x,   BD=y,  CD=z; 

so  wie  die  Seiten  des  Dreiecks 

■=a,   AC=b,  AB—C. 


Soll  ar-f-y  für  einen  beliebigen,  aber  bestimmten  Werth 
von  i,  ein  Minimum  sein,  so  kann  man  sich  mit  z  um  C  einen 
Kreisbogen  gezogen  denken,  und  dann  inuss,  wie  diess schon  oben 
bewiesen  worden,  ^  AÜC-^  BDC  seht.  Gleicherweise  ist 
jZADB=z^BDC,  wenn  a:  +  z  bei  beliebigem  Werth  von  y  ein 
Minimum  sein  soll.   Hieraus  ist  klar,  dass 

ADC=AÜB=BDC=\W,  wenn  *+y+*  ein  Min. 
Man  hat  daher 

&  +  *-*gtmW±stm*  oder 

1 1)  y2  +  *a  -f  Jf*  =*    »  und  ebenso 

12)  *z=6* 

13)  ^  +  y2f^f  =  e«  .'  '  ...  V, 
Die  Summe  dieser  drei  Gleichungen  liefert 

14)  +  y»  +  z*  +i  (xy  +jrz  +yt)  -         +  (,%  + 

Nun  ist  der  fnhalt  des  Dreiecks  A DB = ^xy sin  1:20*  oder 

\  ,   :  .... 

V3 .  xu 

AADB-- — Gleicherweise  ist 


ii'  i 
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JADC=~i~  und 


Die  Summe  aber  gibt  den  Flächeninhalt  i des  gansen  Dreieck«,  d.h. 

-y  (ay  -(-  xz  +  yz)=i,  woraus 
3 

9  -   I  , 

Addire  ich  dies*  tu  14)  und  siebe  die  Wurzel  aus,  so  kommt 

*«Iches  ich=ff  setze 

Ziehe  ich  11)  von  12)  ab,  so  habe  ich 

6»— a* 

x  — y=   -       t  welches  gibt: 

Wird  diese  Gleichung  aufs  Neue  mit  x — y=^  verbunden, 
so  entwickelt  eich 


so  wie»  durch  Buchstabenverwechslung 
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* 

Die  Wurzelzeichen  ergaben  sich  durch  folgende  Betrachtung- 
Gesetzt,  es  sei  a  die  grösste  Seite  des  Dreiecks,  b  die  mittlere, 
c  die  kleinste,  so  kann  die  Wurzel  in  15),  da  wir  nur  positive  . 
Werthe  fiir  j;,  y  und  z  annehmen  dürfen,  nur  positiv  sein.  Die 
Wurzeln  in  15)  und  18)  sind  an  sich  gleich;  allein  sie  müssen 
auch  noch  gleiche  Vorzeichen,  d.  h.  das  positive,  haben,  weil 

man  sonst  nicht  hätte  x—y=^~->  wie  sein  muss.  Dasselbe 

kann  auch  in  Beziehung  auf  die  übriges  Wurzeln  gefolgert  werden 
aus  der  Verbindung  von  16)  mit  19)  und  von  17)  mit  20). 

Von  Interesse  ist  auch  die  Beantwortung  der  .Frage,  ob  es 
nicht  Fälle  gebe,  wo  kein  Minimum  möglich  seif  Diese  Unmöglich- 
keit ergibt  sich  für  imaginäre  Werthe  von  x  oder  y  oder  z  oder 
auch  von  q.  Die  Grössen  unter  den  Wurzelzeichen  können  nicht 
negativ  werden,  bevor  sie  durch  Null  gehen.  Es  wird  also  t.  B. 
x  erst  anfangen  Imaginär  zu  werden,  wenn  schon  vorher  gewor- 
den ist 

Es  ist  aber  klar,  dass  nicht  der  eine  Werth  15)  von  x  imaginär 
sein  kann,  wenn  es  nicht  gleichzeitig,  der  andere  16)  auch  ist.  Es 

t>     J  =0.    Somit  ist   auch  die 
Wurzel  in  18)=0,  folglich  auch  in  17)  neinlich 

Und  so  sind  gleichzeitig  alle  Wurzeln  in  15)  — 20)  der  NuU  gleich. 
Addirt  man  alle  Gleichungen  15)  — 20),  so  hat  man 

2C*+jr+s)^2f=:0. 

Setzen  wir  nun  in  <y  den  Inhalt  t  gleich  der  bekannten  Formel, 
so  haben  wir 

aa  +  6*  +  c*+V3V  "<af  b+c)(a+t>-c)(a-b+c)(—a+b+c)=0. 

Setzen  wir  die  Wurzelgrösse  auf  die  andere  Seite  des  Gleichheit*- 
zeichens,  quadriren  und  reduciren,  so  werden  wir  auf  die  Gleichung 
geführt 

Lösen  wir  diese  Gleichung  nach  einander  in  Beziehung  auf  aa, 
6*  und  c2  auf,  so  kommt: 

a«=-?(6«-e»)*.   6»=-?(««-e*)*     c»=  -  j(e«  -  a»)*; 
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welche  Gleichungen  nicht  existiren  können,  wenn  nicht  ist 

6»-c»=0,  a*— c«=0,  ©*— o*=0;  woraus  folgt 

a=6=c=0  und  ebenso  x=y=zz=0. 

Somit  hat  sich  alles  auf  den  Punkt  zurückgezogen,  woraus 
folgt,  dass  im  Allgemeinen  so  lange  ein  Minimum  existiren  wird, 
so  lange  o,  b  und  c  noch  Werthe  haben ,  d.  h.  also  ffir  jedes 
Dreieck.  Dennoch  gibt  es  einen  Fall,  wo  insofern  kein  Min. 
statt  findet,  als  man  keine  negativen  Werthe  für  x,  y  und  2  zu- 
lasst.  Bevor  jedoch  einer  dieser  Werthe  negativ  wird,  muss  er 
durch  Null  gehen,  und  nehmen  wir  diese  in  Beziehung  auf  x  an, 
so  haben  wir 

t~ + V^Lca~(^~)2 1 ~  0  * woraus  f#,gt 

Ersetzen  wir  V  und  t  durch  deren  Werthe,  so  kommt 

Diese  Gleichung  wird  befriedigt  durch  den  Werth 

a*=b*+c?  +  bc,  und  vergleichen  wir  diess  mit 
aa=6*+c»-26c.cos BAC,  so  ist 

cosÄJC=-^und^C=]20o.  .  . 

In  der  That,  nimmt  man  an,  dass  die  Dreiecksspitze  A  auf  AD 
mehr  (und  mehr  zurück  weicht ,  so  bilden  x>  y  und  z  doch  stets 
zusammen  das  Minimum,  bis  in  D  das  Dreieck  ABC  mit  DßC 
zusammenfallt.  Weicht  A  auf  der  Verlängerung  von  AD  noch 
weiter  zurfick,  so  wird  x  negativ  und  j£  BAC>  120*. 
Daraus  folgt,  dass  für  Dreiecke,  die  einen  grosseren  Winkel  als 
120°  haben,  kein  Min.  statt  findet,  in  so  fern  negative  Werthe 
von  xy  y  und  2  ausgeschlossen  sind. 
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«  »  •  . 


>  i 

/ 


Heber  die  Aehnliclikeit  der  Curven 

und  Körper. 


Herrn  Brenner, 

Lehrer  tu  Tuttlingen  im  Königreich  Wurtemberg. 


A.  Polygone  oder  gebrochene  Linien  sind  ähnlich,  wenn  sie 
eleich  viel  Seiten  und  Winkel  haben,  wenn  die  in  gleicher  Reihen- 
folge liegenden  Winkel  einander  gleich  sind,  und  die  gleiche 
Winkel  eioschliesKCnden  Seiten  nach  derselben  Reibenfolge 
einander  proportional  sind.  Homolog  heissen  diejenigen  Seiten 
oder  Stucke,  z.  B.  Diagonalen,  die  die  Schenkel  der  gleichen 
Winkel  sind.  Homolog  heissen  ferner  zwei  Punkte,  von  de- 
nen aus  man  jedes  Polygon  in  ahnliche  Dreiecke  au  theilen  im 
Stande  ist,  wofern  in  jedes  Eck  ein  Strahl  gezogen  wird.  Dem- 
nach sind  auch  diejenigen  Ecken  der  Polygone  oder  gebrochenen 
Linien  homolog  ,  die  die  Scheitel  gleicher  Winkel  enthalten.  Ge- 
rade Linien  heissen  homolog,  welche  die  Verbindung  zweier  ho- 
mologen Punkte  vermitteln ,  und  man  schreibt  ihnen  eine  homologe 
Lage  zu,  selbst  wenn  man  sich  dieselben  unbegrenzt  denkt  In 
letzterm  Fall  heissen  sie  auch  homologe  Axen,  welche  nicht»* 
anders  sind,  als  eine  ununterbrochene  Reihenfolge  homologer 
Punkte.  Diejenigen  Seiten  homologer  Axen  nennt  man  ebenfalls 
homolog,  auf  denen  die  ähnlichen  Theile  der  Polygone  liegen. 
Zieht  man  von  beliebigen  homologen  Punkten  im  Umfang  des 
Polygons  oder  in  der  gebrochenen  Linie  auf  homologe  Axen  senk- 
rechte Linien,  so  sind  nicht  nur  diese  Senkrechten  selbst  homo- 
log, sondern  sie  schneiden  von  jenen  Axen  auch  homologe 
Stücke  ab. 

B.  Man  bezeichne  die  Seiten  zweier  ähnlichen  n  Ecke  durch 
x^,*""  *»  und  S',S",SmS""  S»,  wo  die  mit  gleichen 

Stellenzeigeru  versehenen  homolog  sind,  so  hat  man 
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7  =  7" 
ST  £** 


f  ,  ■ 

Multinlicirt  man  je  die  2  ersten,  3  ersten  a.  s.  w.  Gleich nn geh 
mit  einander,  so  hat  man 

S'      S"      S"      ST"  S» 

7- 7"- lr- 

■  *  ' 

Alle  diese  Verhältnisse— r, —  haben  demnach  eine  Icon- 

»'    t        *•  ' 

stante  Grösse,  die  wir  gleich  c  setzen«  uod  dann  haben  wir 

7  —   *-="js  =*•- 

Dasselbe  eonstante  Verhältsiss  lässt  sich  fiir  alle  homologen  Li- 
nien nachweisen,  z.  B.  auch  fiir  die  oben  berührten  Senkrechten 
und  die  durch  dieselben  von  homologen  Axea  abgeschnittenen 
Stücke. 

C.    Da  sich  mm  jede  Curve  als  ein  Polygon  oder  als  eine 
roehene  Linie  von  anendlich  vielen  unendlich  kleinen  Seiton 


eilten  l&sst,  so  gilt  alles  oben  Gesagte  auch  von  ähnlichen 
Corven.  Die  Curven  aber  sind  in  der  Regel  durch  Gleichungen 
segeben,  und  an  laset  sich  demnach  die  Frage  stellen:  Welche 
Bedingungen  müsse* erfül It  sein,  damit  zwei  Curren 
ähnlich  sind? 

Nehmen  wir  zwei  beliebige  ähnliche  Curven  an,  legen  ihreCoordi- 
naten  -  Axen  homolog,  und  stellen  wir  die  Coordinaten  der  erstem 
durch  jc,  die  der  letztem  durch  x*,  y',  vor,  so  haben  wir ,  wenn 
wir  uns  in  diesen  Curven  zwei  homologe  durch  (x,  y)  und  yO 
gegebene  Punkte  denken: 

V  x' 
=c  und  eben  so  —  =c. 

&  * 


Ist  demnach  die  Gleichung  der  einen  Curve  y=zf(x),  der 
andern  y,=  <p(xf) ;  so  ist 

Diese  ist  die  Bedingung  der  Aehnüchkeit,  uud  man  sieht,  das* 


Digitized  by  Google 


184 

die  beiden  Funktionen  /  and  <p  dieselbe  Form  haben 
müssen» 

Die  Bedingungen  aber»  die  die  einzelnen  ConfHcienten  der 
Veränderlichen  x  und  x'  zu  erfüllen  haben,  finden  sich,  wenn 
man  in  <p(x*)  die  Veränderliche  x*=cx  setzt,  die  Funktion  fix) 
mit  c  multiplicirt  und  in  der  Gleichung 

q>(cx)=cf(x) 

die  Coefficienten  der  gleichen  Potenzen  von  x  einander  gleich  setzt, 
x  mag  mit  irgend  welchen  Vorzeichen  versehen  sein ,  oder  nicht; 
z.  B.  mit  trigonometrischen  oder  logarith mischen.  Nur  müssen  die 
den  Vorzeichen  voranstellenden  Coefticieoten »  wofern  sie  sich  nicht 
unmittelbar  vor  x  setzen ,  d.  h  wofern  sie  sich  nicht  unter  das 
Vorzeichen  bringen  lassen,  gleichfalls  einander  gleich  gesetzt 
-werden. 

In  Beziehung  auf  implicite  Funktionen  y  von  x,  die  durch 
eine  Gleichung  zwischen  «  und  x  gegeben  sind,  ist  Folgendes  zu 
bemerken,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  von  homologen 
Axen  ausgegangen  wird. 

Obschon  die  Auflösung  einer  solchen  Gleichung  mehrere  Funk- 
tionen v  von  x  liefert,  so  stellt  immerhin  Eine  Gleichung  nur  Eine 
Curve  dar  und  die  verschiedenen  Werthe  von  y  repräsentiren  nur 
verschiedene  Zweige  der  Curve.  Sollen  nun  zwei  Gleichungen  durch- 
aus gleich  viele  und  lauter  ähnliche  Zweige  liefern,  so  kann  diess 
nicht  anders  sein ,  als  wenn  beide  für  y  gleichviete  und  durchaus 
Funktionen  von  derselben  Form  (von  x)  darbieten,  und  diess  fin- 
det nur  statt,  wenn  auch  beide  Gleichungen  durchaus  dieselbe 
Form  haben.  Die  Aehnlichkeitsbedingungen  werden  sich  hierauf 
dadureh  linden,  dass  man  in  die  Gleichung  zwischen  x*  und  tr* 
durchweg  y1  durch  cy  und  x*  durch  cx  ersetzt,  und  die  Coefti- 
cienten  der  gleichen  Potenzen  von  x  und  y  einander  gleich  setzt» 
mit  welchen  sonstigen  Vorzeichen  x  und  y  auch  behaftet  sein 
mögen. 

Um  fär  die  vorgelegte  Form  der  Gleichungen  die  möglichst 
kleine  Anzahl  von  Bedingungen  zu  erhalten,  wird  man  vorher 
jede  Gleichung  mit  einer  möglichst  kleinen  Anzahl  von  Coeffici- 
enten oder  Constanten  darstellen. 

So  Ifisst  sich  z.  B.  die  Gleichung 

ay^+bx-t-  cara=0  einfacher  durch 
ya  +  Ax  -f  Är*=:0  ausdrücken. 

Coefficienten  vor  logarithmischen  und  Wurzeigrössen  lassen 
sich  unter  das  Zeichen  bringen. 

So  Ifisst  sich 

alog:r"  darstellen  durch  loga?"  (oder  auch  durch  A\o%x)  und  . 

«V*  +  eP dureh  VÄ+Ex*. 
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Da  die  Verhftltnisszahl  c  unbestimmt  ist,  so  kann  man  dieses  e 
vermittelst  einer  der  erhalteneu  Gleichungen  eltminiren ,  wodurch 
eich  die  Anzahl  der  Bedingungsxleichungen  auf  eine'  weniger  re- 
ducirt.  Dennoch  ist  es  leicht,  e  zu  bestimmen  und  dann  wird  c 
den  linearen  und  c*  den  quadratisch  vergrößerten  Zustand  der 
durch  die  Gleichung  zwischen  af  und  y'  dargestellten  Curve  be- 
zeichnen. 

1.  Beispiel.  < 
Man  habe  die  Gleichungen 

1)   y*+<Lr  +  &**=J0  und  t9 
2)   y*  +  Ax'  +Bx*=Ot  so  ist,  tf  =  cy  und  x'=-cx  setzend, 
c%y*  +  Acx  + Bc*x*=iO,  und  mit  c1  dividirend: 

«t  +  -x  +  Bx*=Q.   Die  Vergleichung  mit  1)  gibt  «=~> 
c 

A 

woraus  c=3~  und 

u 

b  —  B  als  die  einzige  stattfindende  Bedingung. 

■ 

2.  Beispiel. 

< 

Man  habe 

1)  |=aVH^J» 
2)  y'=A^~B+Ex*~,  so  ist,  wenn  y'=cjf  und  x'  —  cx 

gesetzt  wird,  so  wie  die  vor  dem  Wurzelzeichen  stehenden  Coef- 
ficienten  unter  dasselbe  gebracht  werden  i 


y_  V  aH+atex** 


^ \A*Ex*\  woraus 
«»o=^,  welches  gibt  c=-a\j'>  und 


l    i  f 


a*e=  A*E. 

3.  Beispiel. 

■  •  '  -  ■  • 

1)  y=asinfcr  +  ecos/?r  und 

2)  j/srylsinÄr'  +  ÄcosFa;'  geben 
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y=  —  «in  Bcx  +  ^  cos  Fex  und 

c  c 

«=~ ,  welches  gibt   c=^  ' 

■  ► 

b=Bc, 


/==Fc. 
Eliminationen  aber  liefern 


,  BA 
aK 

a 


4.  Beispiel. 
1)   #v=a  V"6  +  ecosy*» 


2)  y'=A  V  Ä+jEcos'fV  liefern 
V  a*6  +  cos»/*. 


aT i«Ä  .  EA*       ~       -  .  . 


a«6  =  -^-.worausc=- \  y 


/"=  Fe  oder  /• 

D.  Hat  man  aber  Polarcoordinaten,  so  nehme  man  die  Axen 
mit  homologer  Lage  und  als  Anfangspunkt  homologe  Punkte.  Bei 
gleichen  Winkeln  v,  die  nach  den  homologen  Seiten  der  Axen 
gezählt  werden,  sind  die  beiden  Radii  vectores  r  und  r'  selbst 

homolog,  und  so  hat  man  -=c,  bei  demselben  v.    Die  Bedin- 

r 

gungen  der  Aehnlichkeit  werden  sich  daher  einfach  dadurch  erge- 
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ben,  dass  man  r'  durch  rc  ersetzt,  die  beiden  v  aber  einander 
gleich  macht,  und  im  Uebrigen  ganz  Hie  oben  verfährt,  währ 


hier  dieselben  Bemerkungen  in  Beziehung  auf  die  Vorzei- 
chen von  o  ium|  r  gelten.  Das«  hierin  auch  das  Verfahren  för 
implicite  Funktionen  eingeschlossen  ist,  wird  kaum  zu  erinnern 
nöthig  sein,  eben  so  wenig  als  dass  beide  Gleichungen  zwischen 
r  und  r ,  r'  und  v'  durchaus  dieselbe  Form  haben  müssen. 

■ 


r  -  7 — :  —p   und 

6s!iut  \f  cosgc 


'  B*\i\Ev  +  FcoaGv  ' 
so  gehen  diese  zwei  Gleichungen  nach  obigem  Verfahren  über  in 


r~  "  und 


sit,^  +  L  COBffV 


.1  w 


'  '  r- 


woraus  folgt 


—  » 


sin  £*c  +  ^  cos  G  c 

t=  r>  >  welches  gibt  :  cr=  =  •  -  . 
£=e. 
->»  =  ^  und 

.  ~\\---f.  ■  G  rrryl'  »>•    i-.,;..t  / 

r.  Aus  dem  Obigen  folgt,  dass  sich  desto  mehr  Bedingun- 
gen der  Aehnlichkeit  darstellen,  je  mehr  die  Gleichung  coustante 
CoefBcienten  hat. 

Jede  Curve  aber  lässt  sich  durch  verschiedene  Gleichungs- 
formen darstellen,  d.  h.  durch  Gleichungen  mit  mehr  oder  weni- 
ger konstanten;  und  zwar  bietet  die  allgemeinste  Gleichung  einer 
Curve  die  möglich  grünste  Anzahl  von  Constanten  dar,  wahrend 
die  einfachste  Gleichung  die  möglich  kleinste  Anzahl  derselben 
enthält.  Geht  man  nämlich  für  eine  vorgelegte  allgemeinste  Glei- 
chung auf  ein  neues  Coordinaten-System  über,  dessen  Axcti  durch 
£  und  v  repräsentirt  sein  mögen,  so  hat  man,  wenn  die  Coordina- 
-  ten  des  neuen  Anfangspunktes  a  und  b  sind,  so  wie  der  Winkel, 
den  die  Axe  der  |  mit  der  Axe  der  x  macht,  gleich  r  gesetzt 
wird , 

x—a  f  |cosr— vsint, 
y  =  h  +  lainr  \  veose . 


; 
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Substitut!*  man  nun  diese  Werth«  flir  x  und  «  in  die  allge 
nste  Gleichung,  so  kann  man  über  die  drei  beliebigen  Gros- 
sen «,  6  und  v  auf  solche  Weise  verfügen,  dass  im  Allgemeinen 
drei  Coeffictenten  auf  Null  gebracht  werden.    Daraus  folgt 

1)  dass  zwei  Curven  ähnlich  sein  können,  wenn  auch  die  Form 
ihrer  Gleichungen  nicht  dieselbe  ist,  in  welchem  Falle  ihre  Axen 
keine  homologe  Lage  haben; 

2)  dass  nur  dann  die  möglich  kleinste  Anzahl  von  AehnUch- 
keitsbedingungen  zum  Vorschein  kommt,  wenn  die  Form  der  Glei- 
chungen die  einfachste  ist. 

Will  man  daher  die  Aehnticbkeit  zweier  Curven  untersuchen, 
so  versuche  man,  ihren  Gleichungen  durch  Coordinaten- Verwand- 
lung dieselbe  Form  zu  geben,  wobei  zu  bemerken,  dass  man  na- 
turlich keineAehnlichkeit  vermuthen  darf,  wenn  die  eine  Gleichung 
transcendent  ist,  die  andere  aber  nicht,  oder  wenn  ^5 1  tll)£  4^?  \  tili 
transcendent  sind. 

Will  man  aber  die  möglich  kleinste  Anzahl  von  Bedingungs- 
gleichungen erhalten,  so  gebe  man  jeder  Gleichung  ihre  einfach- 
ste Form  und  stelle  die  Bedingungen  ganz  nach  oben  angegebe- 
ner Weise  auf,  oder  noch  besser,  man  nehme  die  Coorclinaten- 
Verwandlung  nur  in  Beziehung  auf  Eine  Curve  vor,  stelle,  wie 
oben,  die  Aehnlichkeitsbedingungen  auf,  wodurch,  wenn  wirklich 
Aehnlichkeit  vorbanden  ist,  eine  homologe  Lage  der  Axen  bezweckt 
wird,  und  eliminire  zuletzt,  aus  den  erhaltenen  Gleichungen, 
nebst  c*,  noch  a,  b  und  r. 

So  enthält  z.  B.  die  allgemeine  Gleichung  der  Kegelschnitte 

y*  +  Ax*  +  Bary+Cy+Dx  +  E=Q 

fünf  Constanten,  woraus  sich  zunächst  fönf  Bedingungsgleichungen 
ergehen.  Die  Elimination  von  c,  u,  b  und  v  reducirt  sie  aner 
auf  Eine,  woraus  folgt,  dass  im  Allgemeinen  für  die  Kegelschnitte 
höchstens  Eine  Aehnlichkeitsbedjugung  existirt. 

F.  Interessant  ist  auch  die  Untersuchung  der  Frage:  Welche 
bekannteren  Curven  sind  unbedingt  und  welche  nur  bedingt 
ähnlicht 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  ist  es  unumgänglich »nöth ig, 
die  einfachste  Form  der  Gleichungen  zu  wählen. 

1)  Die  Gleichung  der  geraden  Linie  ist 

y=0,  y=0  oder  cy=0; 

woraus  weder  eine  Bedingungsgleichung  noch  eine  Bestimmung 
für  c  hervorgeht.  In  der  That  lässt  sich  die  Gierade  ganz  belie- 
big als  Curve  oder  gebrochene  Gerade  betrachten,  wo  zwei  anein- 
ander stossende  Seiten  einen  Winkel  von  180°  mit  einander  machen. 
Setzt  man  c=l,  so  sind  beide  Gerade  congruent. 

2)  Die  Gleichung  des  Kreises  ist 
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Aas  der  letztem  ist 

+  :ra  =  ^  ,  daher  r=^  und  c=* 


alle  Kreise  unbedingt  ähnlich,  wie  auch  aus  der 
Eleraen  targeo me trie  bekannt. 

3)  Die  Gleichung  der  Parabel  ist 

y*=2/*r,  y'*=2/V;  daher 

y*=—  x,  p=~  und  c—~ 
■  c  c  p 

1         ■     *  I 

1  .  ■ 

Alle  Parabeln  sind  unbedingt  ähnlich. 

4)  Diess  findet  überhaupt  för  alle  zweigliedrigen  Curveir  statt. 
Denn  habe  ich 

•  .. 

y+/ur~  =  ö,   y»  +  /V«=0; 

so  ist 

yn    Pf^*—*>xm^O  und  p  =  Pc--* , 


i «     ■   i, *«**««.*<  • 

5)  Die  Gleichung  der  gemeinen  Cycloide  ist 

*  =  r  arc  (sin .  vers .  =  «■ )  -  V  2ry  - 

♦  *  ■ 

.r'=  #arc(«n.vers.  =  ^)— V"2%'-y»; 

wo  r  und  Ä  die  Radii  der  Erzeugungskreise  bedeuten.  Aus  der 
zweiten  Gleichung  folgt : 

ar=  —  arc (sin. vers.  =-^)- Y  ~^y  —  y*' 

Diese  Gleichung  fallt  mit  der  ersten  zusammen,  wenn  man  setzt 

Jt  R 
r=  — »  woraus  c=  —  • 

er  * 

Demnach  sind  alle  gemeinen  Cycloiden  ähnlich. 

6)  Anders  verhält  es  sich  mit  der  Ellipse  und  Hyperbel.  Ihre 
Gleichung  in  Polar-Coordinaten  ist: 
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c  P  P 

r  =  rrr        »   P— — »  oder  c= — und  e—K. 

I+Acosü     r    c  p 

Zwei  Ellipsen  oder  Hyperbeln  sind  also  nur  dann  ähnlich,  wenn 
ihre  Excentricitäten  gleich  sind. 

Will  man  auf  die  Axen  übergehen ,  so  hat  man 

f>=±a(l-«*).  P=±A(l-E*); 

«voraus  man  ableitet  A=zca  und  B=c6,  und  wenn  man  c  eliminirt: 

A:a  =  B:b. 


G.  Will  man  aber  eine  Curve  construiren,  die  einer  gegebe- 
nen ähnlich  ist,  so  kann  man  sich  entweder  vorsetzen: 

1)  die  neue  Curve  um  ein  gegebenes  Vielfaches  vergrössert 
oder  verkleinert  darzustellen.  In  diesem  Fall  muss  man  der  Ver- 
hältnisszahl c  den  bestimmten  Vergrösserungswerth  zuweisen,  die 
neue  Gleichung  in  derselben  Form ,  nur  mit  unbestimmten  Coefli- 
cienten,  hinschreiben,  und  diese  letzteren  vermittelst  obiger  Bedin- 
gungsgleichiingen  bestimmen.  Oder 

2)  kann  man  sich  vorsetzen,  irgend  einen  oder  vielleicht  meh- 
reren Coefticienten  einer  bestimmten  Zahl ,  z.  B.  der  Einheit  gleich 
zu  bringen,  wo  dann  c  erst  einen  dieser  Bedingung  entsprechne- 
den  Werth  erhalten  wird. 


Habe  ich  z.  B. 


so  setze  ich 


Aus  1)  habe  ich 


y  STö+ettfa*' 
A 

1 


.1. 


und  aus  2) 
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■'  tfio'-f  '  1  i!et;  if* 


welches  liefert  «^^^'^-''^^'^ 

,  b     Bt*  e^Ec* 

Hier  kaon  man  nan  entweder  F  oder  JB  oder  JE;  oder  zugleich 
B  und  A,  E  und  ^ ,  nicht  aber  &  und  £  der  Einheit  gleich 
setzen.   Setzt  man  B=A=l,  so  ist 

IJ.  Alles,  was  Aber  die  Aehnlichkeit  der  Curven  in  der  Ebene 
gesagt  worden  ist,  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  auch  auf  die  Aehn- 
lichkeit der  Flachen,  der  Korper  und  der  Curven  im  Räume  aus- 
dehnen, nur  Ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  die  Bemerkungen  in 
E.  auf  den  Raum  übertragen  werden,  man  nicht  bloss  über  drei, 
sondern  ober  sechs  beliebige  Constanten  der  Koordinaten  -  Verwand- 
long  Frei  verfugen  kann,  woraus  sich  die  Folgerung  von  selbst 
ergibt.  Auch  hier  haben  die  homoloeen  Coordinateti  homologer 
Punkte  das  eonstante  Verhältnis»  e.  Habe  ich  z»  B.  zwei  Curven 
de*  Kanmes,  die  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt  werden  : 

■?»nI    liti  '  "  '     "  L*    I  <l:-ij.'jJ  ■  _i  :!■{":'■  (■•}  ."         y  It.  .»,.»^1 

n^tiitjnü-'  y^ax  +  &ra,    x~ex  -f/ir* 


l'if'r'  u  ir  ft 

y'=Ax'+Bx'*,    i'  =  Ex'  +  Fx'*; 

so  setze  ich 

y'  =  cy,  z'=ci  und  x'—cx 

uud  habe  dann 

y  ~  As  +  ßfrtV  X= E*  +  Fcx* 

und  folglich 

a  —  A\  e-E;  b=Bc  und  f=Fc. 

I.  Sind  zwei  Differentialgleichungen  gegeben,  und  ich  will 
untersuchen,  ob  sie  ähnliche  Curven  liefern»  so  kann  ich  bei  un- 
gleicher Form  nicht  auf  die  Nichtexistenz  der  Aehnlichkeit  schlies- 
sen,  weil  eine  und  dieselbe  Urgleichung  sehr  verschiedene  Diffe- 
rentiale von  jeder  Ordnung  haben  kann  und  demnach  die  Mög- 
lichkeit vorhanden  ist,  dass  zwei  verschiedene  Differentialgleichun- 
gen dieselben  Integrale  aufweisen  können. . 

Allein  wenn  zwei  Differentialgleichungen  von  derselben  Form 
(also  nur  mit  verschiedenen  Constanten)  vorhanden  sind,  so  ist 
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gewiss,  dass  sie  auch  Integrale  von  gleicher  Form  liefern,  welche 
für  die  Curven-  Aehnlichkeit  bloss  noch  Hie  oben  angegebenen 
Bedingungen  in  ihren- Coefficienten  zu  erfüllen  haben.  Diese  Aehn 
lichkeit  oder  Unfihnlichkeit  lässt  sich  jedoch  schon  aus  den  con* 
stanten  Coefficienten  der  Differentialgleichungen  selbst  absehen, 
indem  man  setzt: 

dy'  =  coy ;  bxJ  =  cdx ; 

5V=^;  Px'=cd*x;  (woraus  noch  folgt): 

•  ■  * 


By'    du     6ay'  . 

1 

und  hierauf  die  Coefficienten  derselben  Differentiale  oder  dersel- 
ben Potenzen  der  Veränderlichen  mit  einander  vergleicht. 

Hat  man  ferner  nur  Eine  Differentialgleichunjr,  so  kann  man 
vermittelst  obiger  Methode  .eine  andere  Differentialgleichung  dar- 
stellen, welche  eine  der  obigen  Curve  ähnliche  Curve  liefert. 
Hiebei  schreibt  man  sich  eine  Differentialgleichung  von  derselben 
Form,  nur  mit  unbestimmten  constanten  Ooefhcienten,  hin,  setzt 
y  =  cy ,  x'-=.cx,  öyV^djr*  u.  s.  w.  und  macht  die  betreffenden 
Coefficienten  beider  Gleichungen  einander  gleich.  Man  kann  hie- 
mit  den  Zweck  verbinden ,  eine  der  Constanten  einem  bestimmten 
Werth  z.  B.  der  Einheit  gleich  zu  machen.  Hat  man  hierauf  das 
Integral  gefunden  y'  ,  so  ist 

» 

■ 

y~~f(cx). 


•  ■  ,  * 
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Note  sur  l'integrale  tleflnie 


r 


1(1— fr  Cosx  +  r«)  Cos  nxdx. 
Par 


Monsieur  D.  Bierens  de  Haan 

Docteur  *•  «ciences  4  Dementer. 


1.  On  a  fait  plusieurs  fois  la  remarque,  que  plus  une  integrale 
dlfinie  contient  de  constantes,  plus  eile  peut  donner  lieu  genera- 
lement  ä  d'autres  integrales  definies,  non-seulement  en  les  speVia- 
lisant,  mais  surtout  par  l'application  des  thäoremes  plus  ou  moios 
g4ne>aux  de  cette  brauche  de  I  analyse.  Mon  but  est  de  traiter 
de  cette  maniere  l  integrale  meotionnee  ci-dessns,  qui  en  fournira 
plusieitrs  autres,  a  ce  que  je  crois  nouvelles. 

Cette  integrale  demiie: 


J*\\  —  2r Cos  x  +  r»)  Cos  nxfa  =— *  £  ( 1 ) 

et  J\\  -  2r  Cos  x + r*)Bx =0  0->;, 

[oü  dans  la  premiere  n>0...(o)  et  partout  +  \C.r =  — 1.(0)] 

bien  connue,  se  trouve  entre  autres  dans  les  Beiträge  zur 
Theorie  bestimmter  Integrale  du  Prof.  Dr.  O.  Schlo- 
milch,  page  34.  Nr.  [10]  et  [Hl. 

Coniinencoiis  par  la  coostante  r,  et  differentions  par  rapport 
ä  eile,  il  vient 

p*— 2Cosx  +  2r  n       a  .  .  /»*  — 2CoB*  +  2r-  a  A 

0  • 

Thell  XIIL  13 
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d'oü,  puisque  j*  Cosnj&r=0...(a)....,  j  dx=tt...(b): 


1— 2rCos.r+r* 


1     r»(t-2rCoSx  +  rV^(-2LWf2r)  „  a_ 

==r-=S5|/   l-2rCos*+r*  Co.**ö.r 


"CosiurCosxa*     1  />*2r-(— 2Cos;r-r-2r)  „  a 


/*  _< 
1— fcrC 


2rCosa;-|-r* 


 L  - 2rCoaa  + r*)— r(-2Coy.r  +2r)  »  . 


r  Cosar&r 


1  /^»2r-(-2Cos.r  f  *r)  „  1  0      tt  ttt 

=  3^      I-2r€osa:+r*  2  ^  1=7«  =  F=^  <6> 

La  formule  Cos(n— l)a:= Cos« Cosa:  +  Sin narSinjr...(c) 
donne  par  l'application  ä(3)  et  (4) 


Lea  founules  (3),  (5)  et  (7)  sont  respectivement  les  nie  nies 
que  Prof.  Sch  lö  milch  a  trouvees  I.  c.  formules  [7],  [22]  et  [121. 
Cette  coincidence  resulte  des  propri&rfs  de«  se>ies,  dont  il  a  fait 
usage  nour  parvenir  ä  ces  integrales,  d'^tre  les  unes  les  denvees 
des  autres  par  rapport  ä  r,  ou  du  moins,  de  ponvoir  etre  trans- 
formees  aise'ment  ponr  ce  but. 

II  y  a  de  plus  ä  observer,  que  les  integrales  (5)  et  (6)  an- 
raient  «te  trouvees  par  la  Substitution  de  w=0  et  n=l  dans  l'in- 

legrale  (3),  qui  jouit  ainsi  de  la  conditio!)  w^O....(y). 

2.  Quant  a  Tintegration  par  rapport  ä  r  il  convient  de  faire 
usage  des  formules  suivantes: 
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C       fr       _         2_      „Arftrt  V[*-(3<W)»]i 

«/  l-lVtW+T5*"*  V[4-(2Co8ar)*J  ArClg  /  r  2Cos;r)r  ( 


1    \    .  rSino: 

=^Arct*r^ii--(d) 


r-^             1  ,  l— 2rCoso;+ra  CosxA 
ra^^j'  r»  +  3i^Arct« 


rSinx 


1— rCosx ' 

dont  la  somme  et  la  difference  <lonnent 


ß 


br  1-fr*     ,       ,  Cosa:   .    .     rSinr  . 


En  appliquant  la  formule  (d)  ä  (5)  et  (6),  et  (e}  a  (6)  [puisque 
■'npplication  ae  (e)  ä  (5)  coincide  avec  celle  de  (a)  a  (6),  conime 
il  est  aise  de  voir]  on  obtieot  a  l'aide  de  la  transportatien  des 
foncüons  sous  les  signes  d'intlgration  dans  les  integrales  double», 
qni  en  resultent, 

/*  r  Sin  x  '  Bx         pbr       n  7 1  -f  r  .a. 

ArctS  l-rCos*Sin^=V  Ü=r»=  V  \=r"  (8) 

/*  A         rSino;    Cosäxta;       /*  rdr  n„. 

qui  donne  a  l'aide  de  (a) 

/"a         rSinx    Cos*rd.r      n/Air      \  ,tA, 


La  difference  de  (8)  et  (10)  donne 

ArctS  W(W  Sin  2  '  (11> 

Lesformules(d)et(e)donneotdccette  raauierepourl  integrale  (I) 

13* 
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mx  Cosx~ 


Oll 


Lfr  +2  Aro*  |=aK£  •  süü.  J «— 

,  puisque^*  Sin  w.rSina:8ax=0....(g): 

o 

Aumoyen  de  la  formule  Sin(»  +  l)x=SinNxCosx+Cos?tf:Sin:r  (h) 

on  a  par  les  integrales  (12)  et  (13)  a  laide  de  la  Substitution  de 
n+1  au  Heu  de  n  dans  (12): 

/*      .     rSinx    _  .       n  r»-»     »/r«+i  r«-^ 

Aretgl^rCo^Co8Mj:S,OJ;aa:==2  Ml  *  4^+1  +  r^\) 

=rCs+i  -"=r>  (14) 

Enfin  on  obtient  par  lapplication  de  la  formule  (0  auz  iutegTales 
(4)  et  (7)  au  moyen  de  la  mime  niethode  que  ci-dessus 

^"[/r-ZCl— 2rCo*:r+r»)]  CoanxCoaxda^z  +  r«)  r»-*cr 

o 

-2^-1  +  n  +  l^' 
f\h-l{\ -2r Cosx-fr*)]  Sin  «xSin-rd* = j  ftl—r*)r*-*dr 

o 

n(r*-x  r»+'\ 
d'ou  ä  cause  de  (g)  et  de  /   CosnxCosx&r  =  0....  (i 

o 

f"l(l-2rCo8x+r*)  Cos nx  Cos  *d*=—  \  (^y  +  ^zi)  <15> 
/(t-2rCo8x  +  ra)Sin»xSinx8x  =  j {-^  -  — ^  (W) 

o 

L'application  de  la  formule  (f)  aux  integrales  (3)"et  (5)  reprodui- 
rait  les  integrales  (1)  et  (2).  —  L'integrale  (II)  rentre  dans  (12) 
pour  n=l. 

Les  deux  dernieres  integrales  auraient  pu  etre  calcolee» 
moyen  d©  l'integrale  (1)  ä  l'aide  des  formules  connues 
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2  Co«  nx  Cos  x = Cos  (n  - 1)  x  4  Co«  (n  +  i )  x  ...(k) 
et  2  Sin  nx  Sin x = Cos  (n  - 1)  x  -  Cos  (n  + 1)  x ...  (I) 

comme  aussi  les  integrales  (4)  et  (7)  au  moyen  de  (3);  de  mcme 
oo  trouverait  les  integrales  (13)  et  (14)  au  rooyen  de  (12)  par  les 
formules  anologues 

2  Sin  nx  Cos  x  =  Sin  (n  4  l)x  4  Sin  (n  —  1  )x...  (m) 
et  2  Cos  nx  Sin  x=  Sin  (n  4  \)x — Sin  (n — l)x ...  (n). 

De  ces  diverse«  integrales  les  (8)  et  (10)  se  trouvent  chez 
Prof.  Sehl  ö  milch  I.  c.  form.  [31]  et  [14],  la  dernierc  pour  une 
raison  semblable  a  celle  mentionnee  pour  nos  integrales  («>),  (o) 
et  (7). 

On  a  icl  partout  la  condition  n>0...(o). 

3.  Passons  ä  la  constante  »,  et  coramencons  par  la  differen- 
tiatioo  par  rapport  ä  n.  A  cause  de  la  conformite  entre  le«  va- 
leurs  de«  integrale«  (I)  et  (12),  on  peut  le«  combiner:  on  obtient 
alors : 

—  ^^(1  -~2rCoBx+r*)Cosnxdx 

-  o 

=  +2/    Arct*  pz^i  ^nxB.c=  nr*- , 
4^f*/(l  -  2r  Cos*  4  r*)*  Sin  nx8a: 
=42/>ÄArctg  j^g^L  xCo8nxdx  =  nr* 

+ J*  */(  1— 2rCosx  4  r*)^  Cos  iuro\r 

n*  rSloa?   „  (w  fr)*— 2(wfr- 1) 

=  -2/  Afctgj^^^ ;  **6in«*a*  =  *r-  ^  > 

o 

-y*Ä/(t  ^2rCo»a:4rÄ)a:,Sinfur&r 
a  /»«    ^    rSin*    _„     ,  n ,    >r  (n fr)\n/r-^34ti.3(nfr  - 1) 

—J^W Cosr  +  »"*)  .r«  Cos  turi* 
=  4  2/'  Arctg  pfe*4«»  »8«  > 


n/r— 1 
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(ii/r)4~4(nfr)»(it/r~3)~2^(wA—  1) 
'  n* 

etc.         etc.  etc. 


d'oü  se  deduisent  aisöraent  les  formules  generale«  pour  p~0  et 
entiertf): 

/        — 2r  Cos*  +  r^PCoa  nxdx 
«-^Vtg^^^Sin«^ 

o 

f_DM  i«r»  (2.3....2/i(l-^/r)+4.5....V3-^r)(«/rWi 
^     „Vti  -  j      +67....2/K5-~»/r)(»A-)«+   } 

=  [_(l-»/r)  +  nE3"(w/r)  +OT4T5(n/r) 

gj^l)-«/r  a      (*fr)*P  "1 

- 

—  (— l)P^l7rr"/T2;;  fl)r ,    n/r    (wfr)»  frfr)' 
~  n«P+»  L       1  +  1.2  2.3 

,  («fr)«      (nfr)»_  .  (wfr)V-'       (n/r)«F  Hl 

+  2.3.4  ~~§XO  + "  TO     +  A2?+I)J 
^       _(-l)p+ WIT2;>+I)  <=*p  (-w/r)« 

J* "/(l  - 2r  Co&r  +  r*).r*P+ » Siniwraj: 


/   IM.««  (2.3...(2^  +  i)(nA— l)+4J$...(2p  +  l)(nA— 3)(wfr)a) 
=    J£T  i  +«.7..^p  +  l)(nfr-5)(«fr)*+... 

M         (  ...  +  (»/r-2p-l)(nfr)2P  ) 

lt  rtfsulte  de  la  coaformitä  entre  les  valeura  des  integrales  (13) 
et  (t5),  (14)  et  (16)  respectivement,  qui  depend  seuleroent  de  celle 
entre  (1)  et  (12),  quon  ait  en  sc  scrvant  des  formules  (k)  ä  (o) 

\-f*  K 1 — 2r  Cos  x  \  r2)  Cos  n.v  Cos  xc.c 
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=—4^*  Arctg  |  ^y'^J^j.  Simia*  Cos  ar&g 

=J^ 71 1(  l  -  2  r  Cos  *  +  r»)  Cos  (n  -  i)  xdx 
+jf  7f(l—2rCos;r  +  ra)  Cos  (n  + ljtf&c, 

+2 y^/(l-2rCos  Jr  +  ^)Sinn.rSin.T3ar 
=  +  4 y  *  Arctg  f^^.  Cos  lurSio  *&r 

= y  */(l  — 2rCosar  +  r*)Cos  (n  -  1).t8* 
-  J  "/  ( 1  —  2r  Cos  *  +  r»)  Cos  (n  + 1)  .r8x. 

0 

Si  donc.on  differentie  les  preroiers  membres  de  ces  equutions  war 
rapport  a  n,  le  resultat  pourra  se  d^duire  des  forniules  (17)  et  (19) 
en  y  faisant  successivenient  n  egal  ä  n —  1  et  ä«  +  l;  tandis  que 
le  nouveau  facteur  Cos  x  ou  Sin  x,  ne  contenant  pas  de  n ,  la  forme 
des  integrales  elles*m6mes  sera  celle  des  integrales  (17  et  18)» 
(19  et  20)  sauf  le  facteur  Cosa:  ou  Sin qui  s'y  est  iotroduit. 
Alnsi  on  aura,  en  faisant  attention  au  changement  de  signe,  in- 
trodult  par  la  differentiaüon ,  apres  uoe  reduction  facile: 

(21  et  22) 

f*1^  —  2r  Co*  x  Co»  »*Cos  xdx 

=—2^  Arctg  *VSId  na:  Cos  xBx 

J_  «i»(-(n-l)W 


2  j   «gF  {_(w+l)fr)«l 

l  +  (n  + 1)^+». =0  ITa+l)" 

(23  et  24) 

^"/(l  -  2rCosa;+r«).TVI  iSiniurCosa&r 
=  2 y^Arctg TIIVCoTJ  Jt*,'+I  Co«»*Co»*^ 
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{^  (n  +  1)*+*  4„         r(a+l)  - 
(25  et  26) 

f  **  (1  -  2r  Cos  *  +  r*)  «V  Sin     Sin  *to 

o 

(   1       *V*{—  («  —  !)&•)• 

2  f  _  {  — (n-f  1)/rl« 

1  r(o  +  j) 

(27  et  28) 

/   1(1  -2rCo8x+r*)x*P+iCoanj:&\nxda: 

n 

~~'{f  ArCtg  l-SrCo8JrJ?>H^ISinWJ:Sil? xdx 

o 

(n  _  i)2p+a  sf0         r(a  +  l) 

r*       «=*p+  i  {  —  (n+l)/r}°  ( 

At#-An  dlWr*Jttant  formales  (3)  et  (4)  par  rapport  ä  n, 
on  obt.ent  en  observant  la  conformitö  des  valeurs  de  ces  inte- 
graies  quant  a  cette  constante: 

_  f"SmnxBx  2r    /**  CosnxBx 

© 

—  t      f*  IT, 

/»»    Cosm^*  2r       /»»  Sinnar&r 

=  j^^r»(/r)» 
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o  o 

_  _  _ 

d'oü  Ton  conclut  generalement: 

/*    Cosnxdx  n 

O 

■ 

P 

/'l-Sc^+r»3:VMSi,1J=(-|>Pf'"~'(fr>V4'-  (32) 

Au  contraire  en  multipliaot  de  part  et  d  autre  simplement  par 
3n,  et  eo  integrant  par  rapport  ä  n,  on  trouve 

/»     Sinn;r9a:  1 
1— 2rCos*+r*  x 
o 

2r     pn    Coanxdx      Sin.r_     it  r* 

l-r*J  1— 2rCosj:+rä    x    ~~  l  —  r*  fr ' 

o 

/»«    Costu&r  1 
J  l-2rCo*r+r» 

2r      /»«    Sinnarfa?      Sinar        *  _  _rf_ 

-  —  T^f*J    l-2rCosjr+r«  r»  (fr)»' 

/»    Slang  da:  1_ 
l-2rCosx+r*  ar» 

0 

2r      /**    Cosnaröa?      Siiu?   r» 

=  +T^*J  1— 2rCosx+r»  "^5""*r=Mä  (fr)1' 

Ainsi  on  a  les  forraules  genereles: 

■ 

/»«   Cotkj8j       1  _.    ...    *_  f 
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/»    SinnxBa:  l   _n  r- 

l-'2rCoar+r*  ~  l~  U   1        (fr)V+l'  w 


*    Sinu.r&£      Sin.r__  tk  r**~ 1  _ 


1— 2rCos.r+r*  2  (F)V 


(36) 


On  deduit  des  integrales  (4)  et  (7;  la  relation 
/*»    Coswxa^r     „  1+r»  /»*    Sin»*  3* 

O  U 

dont  on  cooclut,  puisque  leur  rapport  est  independant  de  m,  que 
la  differentiatiou  et  Fintegration  par  rapport  ä  la  constanten  de 
cette  integrale  (4)  nous  fourniront  les  suivantes: 

<» 

/*    Cosnx&r     Co&z  «1-f-r*  r*- 1 

1^2rTWj-7S  "^T  =  (-  l)p  2  1^»  (Tr^F  <39> 


/ 


*    Sitmx&r       Cos*      /     iN  ,  .  w  i+r*  r»-1-  ... 
i-2rCos*+r»  ^F^^^  J  CT  (R*  (40) 


De  ces  integrales  tontes  sont  soumises  ä  la  condition  »>0  (a) 

exceptees  les  (29)  et  (30),  qui  jouissenl  de  la  condition  it^Lo....  (y) 

ä  cause  de  la  formule  (3)  dont  elles  sont  deduitcs.  De  meine  on 

a  partout  »—0  et  entier  (6).  De  plus  la  condition  1  =r^—l(ß) 

se  change  dan»   les  integrales   (17)  ä  (40)   dans   la  suivante 

1  ^r^....0(c)»  puisque  les  valeurs  de  toutes  ces  integrales  sont  des 

fonetions  (fr)  et  ainsi  valent  seuleroent  pour  des  valeurs  positives 
de  r. 

Les  integrales  (1?)  ä  (40)  se  divisent  naturellement  *en  quatres 
groupes,  savoir: 
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17,  19,  21,   23,  25   et  27 

18,  20,   22,  24  ,   26  et  28 

29,  32,  33,  36,   37  et  39 

30,  31,  34  ,  35  ,  38  et  40 

doot  lea  dem  deroiers  groupes  surtout  sont  assez  simples 

5.  Apres  avoir  vu  de  nouveau  la  fertility  de  cea  principaux 
theoreme«,  la  differentiation  et  Integration  par  rapport  ä  une 
coostante  sousle  signed'inte^ration  döfinie,  passons  ä  Pusage  d'une 
propriete*  curieuse,  dont  joutssent  lea  fonctiona 

4 

/(l-2rCo*r  +  r«),  (l-2rCos.r  +r*)-»  et  Aictg^g^ 

et  qui  nons  servira,  non-  seulement  a  obtenir  quelques  nouvelles 
iotegrales,  mais  ausai  ä  reduire  la  limite  de  quelques  unes  de  noa 
integrales  n  a  son  double,  moyennaut  quelque  restrictioo  a  l'egard 
des 


Prenons  ä  ce  but  r  successivement  positif  et  negatif  et  fai* 

soos  r*=p  (J);  de  sorte  qur  pour  cette  nouvelle  constante  la 

conditioo  (p)  devlenoe 


l=P  —  0  


On  obtient  alors 


(o) 

/  (1 — 2rCo*r  +  r«)  + 1(1  +  2HW  +  r») = /[(l  +  r*)« — (2rCoso:)*] 
— /[l+r*_2r*(2Cos*;r— 1)]=/(1— 2rM?o«2*+r*)=/(l— 2oCos2x+o*)> 

l-2rCos.r+r*  +  l+2rCos*  +  r*~*  U+r»)*-(2rCosa:)a 

Ä<2  1  — 2oCosL  +  os  '  (p) 

  1  1   ^  4rCosjr 

l-2rCo*r+^-~  l  +  2rC*sa:  +  r»-  (1  +  r*)^(2r€o8.r)* 


4rCosa:  ,  „ 

(q) 


—  l  —  SjCosl-r+p»' 
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1  r  Siiur  r  Situ- 

rSina:     ,    .        —  rS'inx  ,    1— rCofu:  ~~~  HrCoso: 

ArC^l3 rCosx  +  ArC^l  +  rCo7*  =  ArCl*  -T7~r»Sin»a:  ~ 

1  +  l-r*Cos'* 

2ra8ingCoss  p  Sin  2a?  . 

=  Arctg r=^Ts^-Sin»x)  =  Arct«  1-pCosfer '  (r) 

.rSinar  rSing 
rSiiu?  —  rSioj;       .         1  —  rCosx  l-t-rCosj; 

ArctSl-rCos:r ~  Arctg 1+HCos^r  =  Arct«  ggjn^  ~ 

l-r«Cos** 

.       2rShu:  . 

On  voit  de  suite  que  ces  transforrnations  ne  sont  pas  appli- 
cables aux  integrales  (l7)  ä  (40) ,  puisque  leurs  valeurs  etant  des 
fonctions  de  (/r),  ne  valent  parouite  que  pour  r  positif.  Occupons- 
nous  donc  des  integrales  (1)  ä  (16)  et  premiereroent  qoant  au 
changeraent  des  integrales  elles  meine.  II  faut  observer,  que  par- 
tout, oü  dans  les  valeurs  de  ces  integrales  r  est  elev4  a  uoe  puls* 
sance,  fonction  de  n,  il  faut  distinguer  les  cas  de  n  pair  et  im- 
pair.  ou  egal  a  2m  et  ä  2m  —  1. 

(1)  donne  par  (o),  pour  «=2m-l: 

^*/(1-2oCos2# +o»)Cos(2m-l)*ax =0 ;  (41) 

(2)  donne  par  (o): 

J**^— 2oCos2*  +  9*ß*=0>  (42) 

qui,  au  fond,  ne  differe  pas  de  (2); 

(3)  donne  par  (p)  pour  n=2m—  1: 

/»*Cos(2m~l)a:&r 
o 

(3)   donne  par  (9)  et  (4)  par  (p)  pour  n=2m: 

**Cos2wu:  CoRxdx 


/  1^ 


2pCos2o:-|-()a 


0;  (44) 
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(4)  donne  pour  n  =  2m— 1,  par  l'application  «ucceseive  de  (p) 
et  de  (q): 

/»Coa(2m-l)g.Cosa:6\r_g  jfm 
o 

/»  Cos  (2m  —  l)x .  Coaa  ar  &r  n  (Af{. 
1-2oCo82*  +  «*     -U;  (40; 
o 

d'oü  ä  cause  de  2Cos9x— l  =  Cos2a:  par  (43;: 

/*  Cos(2m  — 1)3?  Co«2.r  3j-  _  n  .7 
l-2oCos2:r  +  o*     ~U;  {4° 
o 

(5)  donne  par  (9): 

1-2oCon2*  +  o*=0;  (48) 

o 

(7)  donne  par  (p)  pour  n=2m  et  n=2m— 1,  et  par  (9)  pour 
n=2m—  1,  succeasivement: 

o 

/*  Sin  (2m— l)arSin j-8jt     *   p™  _ 
l-2pCos£r  +  p»  ~  2  l+p' 
o 

/*  Sin  (2m— l)jrSinarCoajrgjr  _  () 
l-2pCos2*  +  p» 


d'oü 


/*Sin(2m— l)j:Sin2j:&r  A 

L'application  de  la  formule  (r)  a  (8),  (9)  et  (10)  nous  fournit 
les  integrale«  suivantes: 

/*  pSinfcr        dx  n 

o 

/*  pSin2x      Cobxüx  ...      .  /ieo. 

A«fci±^2S-sn;j-=-*'(1-f)-  (S3) 
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Arctsr-Tc^-si^"==0-  <54> 

o 

De  meme  (12)  (13)  et  (14)  donneot  par  (r)  pour  n=2m  et 
»=2m  — 1  succesivement : 

i*äas  a-«-*a*=-C .  (55, 

o 

^  Arctg  1-gCostL  s'lp2™*Co»*a*=0>  (57) 

/*  o  Sin  2  x 

Arctg  ii_^0B2jr  Cos  2»urSiiiÄfcr=:0,  (59) 

/^-,^Co.(2M-IW,=-^-£l)  (60) 

Si  Ton  fait  le  meine  usage  de  (»)  pour  les  integrales  (8),  (9) 
et  (10),  et,  en  prenant  successivement  n=2m  et  n=2m  — 1,  de 
märaepour  les  integrales  (12),  (13)  et  (14),  on  obtient: 

/*      4  2rSina-    Är         ,1  +  r 
AretgT=prgjn^=Jr/nr-r,  (61) 

0 

Arct«  1-r»    Sin*  =°'  «> 

O 

■  * 

/*  2rSin# 
Arctg  x  _r.r  S\n2,nxdT=0 ,  (64) 

-  s 

/*         2rSin:r  r2m~i 
Arctg-y-^-  Sin (2m -1)^=«^-^  (65) 

u 

/*  *       2rS'mar  _  n/Jim+i      -am— 1\ 

#  A,ctg-T-7i-Sln2mxC«s^  =  f(£F7+.^i)(66) 
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y^^Arctg  ?y~^Sin(2m-l)a:Co8^=0,  (67) 
y  Arctg-^^Cos2morS,n^=^^(TT--2^f;(68) 

Arctg^^  Co»  (2m  -  l)o:Sin^=0  (69) 

L'application  de  la  formnle  (o)  aux  integrale«  (15)  et  (16)  donne 
respectiveraent  pour  n  =  2metn=2m—  1 : 

J*  T/(l-2oCo»2.r-f  o2)  Cos2m#Cos*a*=0,     '  (70) 
7(1  -2pCos2o:  +  oa)Sin2ma-S,mxaj:=0,  (71> 


o 


yn/(l-2PCo«2x+^)Cos(2m-l)xCo8a:8x=-^(^-f  (72) 

/* *  /(l~-2oCos2x  -f-  o»)Sin(2m  -  l)*Sin  ^=~-|(^ri  ~  »  )•  <73) 

Pans  toutes  ces  integrales  (41)  a  (73)  on  a  m>0,  exceptee  l'in- 
tegrale  (44),  qui  vaut  encore  pour  m2to,  comme  le  demontre  l'io- 
tegrale  (48). 

Les  integrales  (52)  a  (60)  et  (61)  a  (69))  formen t  deux  nou- 
veaux  groupes  diverses  de  celui,  que  composent  les  integrales  (8) 
ä  (14)  en  ce  que  les  fonctions  sous  le  signe  Arctg  y  sont  difle- 
rente*. 

6.  ISous  avons  observe^  que  ces  meraes  transformations  peu-/ 
vent  servir  ä  changer  les  liniites  de  quelques  unes  entre  les  inte- 
grales (1)  a  (16);  effecttions  ce  changement,  en  faisant  partout 
w  =  2.r  (0),  ce  qui  reduit  les  limites  de  #,0  et  7t,  nour  y  aOet 
2  it.  II  est  clair  que  ce  changement  ne  peut  aVoir  lieu  que  pour 
des  valeurs  paires  de  n  ou  egales  a  2  m. 

Alors  (1)  donne  par  (o) 

J  27/(l—  2oCosy  +  oa)  Cos myay=- 2 jt       .  (74) 
(3)  par  (p) 


ft»    Cos  my  By  2^"* 
I  -2oCosy+o*  ~~  F^7 


(75) 
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et  (4;  par  (q) 

p*  Cos  2  mg  Cos»  gas       l  +  r*  *  +  P 

/      1  — 2oCos2a:  +  D»  - Äl-r*r       4r"~4  T^^"  » 

d'oü,  puisque  Cos2j-r=2Cos«;r=l,  ä  Taide  de  l'integrale  (74) 

C  a?rCo8fflyCosy8y         1  + 
</      l-2oCosy  +  o*  —  Äl_^     '  <7ö) 
0 

Enfin  l'integrale  (7)  donne,  par  l'application  de  (q) 

/'"Sin  2  mj;  Sin   Cos  xbx         „     (  I 
J      1  — 29Cos2a:  +  ^    — *r  4^' 

iouJt  i=w^+P=n<   ■  <"> 

Les  integrales  (42),  (53)  et  (55),  trouvees  dans  le  Paragraph* 
precedent,  nous  offrent  encore  pour  ootre  but  actuel  les  suivantes: 

/*2,r/(l-2pCosy  +  ^)8y=rO,  (78) 

«»  s 

/**  pSiny   l  +  Cosy  a  ' 

/»«".        «Sin«  .  p»   

y  Arct«i=pT^  <*» 

L'integrale  (74)  donne  au  moyen  des  fornules  (h)  et  (I) 
y*4Ä/(l-.  2ßCosy+^)Oo8myCosy0y^-^~  +  ^)  (81) 

y>S7r/(l-2PCosy+^)SiomirSin^=  -  *  (~^-^).  (82) 

De  meroe  l'integrale  (81)  nous  fournit,  a  cause  des  formu- 
les  (ra)  et  (n): 

y'l7r*         pSinw  _  7t/om+l  om~l\ 

%  Arc,gi=csfV&l,w'*Co,^=2(ÄriTt^-v  **> 

II  s'ensuit  que  la  valear  de  ces  iotegrales  prises  entre  les  Ii« 
niites  0  et  2«  est  preeisement  la  double  de  la  valeur  des  memes 
integrales  prises  entre  les  limites  0  et  »,  savoir: 
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les  integral«*  (74),  (75),  (76),  (77),  (78),  (80),  (81),  82,  (83)  et  (84) 
respectiveroent  de  (l),  (3),  (4),  (7),  (2),  (12),  (15),  (16),  (13)  et  (H). 

Qnant  ä  l'integräle  (79)  on  vdrifie  cette  meme  propriete*  en  pre- 
nant  la  sorome  des  integrales  (8)  et  (9). 

Du  reste  cette  propriete  de  ces  integrales  dencnd  uniqueraent 
de  ce  qu'elle  ait  Heu  pour  les  integrales  (1)  et  (74);  car  ce  chan- 
ceraent  de  limites  n  ähere  aucuuement  l'equation  (a),  ä  l'aide  de 
laquelle  les  autres  integrales  (2),  (3),  (4),  (7),  et  (12)  a  (16)  sont  de- 
rivees  de  l'integräle  (1)  comme  nous  I  avons  mooträ  au  6. 1,  saus 
autre  restriction  a  l'ägard  de  la  valettr  de  r  que  la  condition  (ß)t 
qui  comprend  celle  (^)  comme  cas  particulier.  Ainsi  nous  pou- 
Tons  conclure,  puisque  pour  ce  m*me  changement  de  limites  la 
valeur  de  l'integräle  (6)  est  doublte  aussi,  que  les  integrales  re 
Staates  (5),  (8),  (9)  et  (10)  devront  jouir  de  la  memo  propriettf, 
de  sorte  que  Ion  doive  avoir: 

1  -  2oXosy  +  o*  ~  *  (85> 

f*"  Arcte  _£Sinjr_  Jy  _  \±q 
J      Arctg  j  _  ^ Cogy  Sioy  -  nl  ^ ,  (*» 

o 

Od  a  ainsi  pour  toutes  ces  fonetions  la  relatlon 

\(xyBx=2j     <P(*)te=J  (A) 

7.  Plusieurs  des  integrales  definies,  trouvöes  dans  les  §§.  5. 
et  6.  sont  susceptibles  d'etre  assujeties  aux  methodes,  dont  nous 
avons  fait  usage  aux  §§.  3.  et  4.,  ä  Tegard  de  la  constante  n. 

Leur  application  sera  bien  facile  ici,  soit  que  les  valeurs  des 
integrales  ä  traiter  soient  zero,  soit,  parceque  au  moyen  de  la  for- 
mule  evidemment  vraie 

£y^)«.=(g)' (b> 

oü  o,  6  et  p  sont  des  constantes,  on  peut,  eo  posant  6=m, 

14 
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p  =  n  et  fl=2ni  ou  =s2ni— 1,  suivant  les  cas  divers,  d'oü  tonjonrs 

^y.^^y ,  ramcner  aisemeut  ces  integrales  aux  integrales 

correspomlantes  qui  se  trouvent  parroi  Celles  (3),  (4),  (7)  «M^) 
4  (16),  qui  sont  traitees  successiveroent  dans  les  §§•  cites: 
Operation  faciie,  puisque  le  rapport  des  valeurs  de  ces  integrales 
respectivement  correspondantes  est  1'unite,  ou  du  moins  une 
fonetion  independante  de  la  constante  n. 

Dann  le  premier  cas,  oü  la  valeur  des  integrales  est  aero, 
l'influence  de  la  Differentiation,  comroe  de  Integration  par  rapport 
art.se  presente  du  premier  abord:  dans  le  cas  contraire,  pour 
toutes  les  integrales,  qui  se  rapportent  a  un  loearithme  ou  a 
un  Arctangente,  on  ne  pourra  se  servir  que  de  la  differentia- 
tion  par  rapport  ä  cettc  constante  n. 

Commencons  par  les  iptegrales,  ou  Ton  tronve  le  signe  loga- 
rithmique  sous  le  signe  d'integration  definie.  II  est  aise  de  voir, 
que  les  integrales  (4t),  (70)  et  (91)  donneront  tant  par  la  diffe- 

rentiation  que  par  Integration  par  rapport  a  n : 

-       >  - 

J^"lt\-»QVo8%*+Q*)z±*Cos(2m-l)zdx=0,  (89) 

o 

j^/fl— 2pCos2^+o*)*+(Vf  »  Sin(2m— l)jr&r=0,  (90) 

jT^fil— 2pCo«2a-+p*):ri*J'  Cos2m:rCosard;r=0,  (91) 

Vl-2pCos2*+pVi(2,'+,)  Sin2m*Cosj&r=0,  (92) 

J^^/(l— 2oCos2^+pV±2pSin2m^Si"^=0,  (93) 

£  *  /( 1  -2pCos*r + q*)x±Pp+ D  Cos2mxSin.i  dx  =--0 .  (94) 

Quant  aux  integrales  (72)  et  (73)  elles  donneront  ä  l'aide  de 
I  equation  de  reduction  (B)  et  des  integrales  (17)  ä  (20): 

1**1(1 — 2  p  Cos  2  x  +  p')  x2J»  Cos  (2  m  —  1)  #  Cos  xdx 


1  t-(m-l)/p}«i 
_ (-~l)p  f^p"->n-2/>  +  l)  Uro  - 1)** I »  a=  0     Aa  +  1) 

j      (      p    «=?r  (-  m/g)« 
+  mV+«.;A  r(«  +  l) 


(95) 


■ 
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rnl{\-<29  Cos  2  * + «*)a:»P+>Sin  (2  m  - 1)  x  Cos  «&r 

0 

il        «=*H-i  {-(>»— 
<m-l)«p+».fo        r(a  +  l)  t 
g     «yy+i(— TO/g)« 
+  m*M«"  «f0  T(a+1) 

/**  /(l—  2oCos2j?  +  oa)a:«PSin  (2m—  l) xSinxdx 

(_ l)P+»ffo»~iIX2ö+l)  )(m— !)?'+'  •=<>  *Ta+l) 
=  2«/^i  < 


)  9  *%lp(-~mlQ)a 

\      ~mVH,f0  T(a  +  1) 

J**  l  (1 — 2  q  Co«  &r  +  ©*)       1  Cos(2m  — 1)*  Sin  xdx 


(97) 


r  1  ^4i|-(m-l)/9h 

(-D^o»-'/!?^)    (m-DW^o      r(«  +  l)  f  (g8) 

\     ~"  m~*^T*  £0     T(o  +  l)  ' 

8.  Passons  maintenantaux  deux  groupes,  oü  lafonctton  prinzipale 
sous  le  siiiae  d'intögration  est  un  Arcte,  et  traitons  en  pre- 
inier  lieu  le  Croupe  des  integrales  (55)  ä  (60),  dont  Celles  (56), 
(67)  et  (59)  donneront  tout  de  suite: 

y^fctg  i^c5^a;±2psin(2m""i):r8:rs=0,  m 

0 

•  /Arclg  r^^^±'"+"Co8(2„,-l)^ir=0,  (100) 

O 

Jxrctg  lZZ^2zx±*P  SMmx  Cos  xaor=0,  (101) 
o 

/^rctgr^^a.+(2P+i)Cos2ma:Cosa:aa:=0,  (102) 

y^tg  _^|^-^-2i.Co82ma;Sina;aa-=0  ,  (103) 
o 

/£rcJtg  1^S"!o28^?  «±(  *l>+ 1 )  Sin  2  m  *  Sin  «ftr  =  0 ;  ,(104) 
o 

tandis  que  les  integrales  (55),  (58)  et  (60)  fonrniront  au  moyen 
du  proc«*d«S  du  §.  precädent  et  des  memes  formules  (17)  ä  (20): 

U* 
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0 

_(-l)^rg-vrT2^+l)«=»F  O^m^  ,105) 


qCobl2x 


~      2sr+ttf»*p+s        «=0  n<x+I)" 

(        t       «=«Pj-(m-l)/ol.  \V 

i 

/*»         o  Sin  2.3* 

/Arctgjf^^ar*P+i  Co8(2m-l)*Cog*ea- 

o 

«et1 t— («—w 


r  l  «=«h 

2*i»+ 5  )  _p_  «=*p+i  (—mlg)' 

ß***  l-SgC^2x  ^Coa(2m^1)xSm^ 
o 

/        1  <-(m-l)/g)« 

(~l)P^%P»»--JT2p-f  l))(m~l)gp4-i  afp  •  ü[a+l) 

2*p+*  )   Q    «=*p  ( -  m/p)«  l* 

Arctg  i^p'collx      1  Sin  ^  m~ 1)T  Sin  *ax 

.  (-ljp+'ttp"-1^;^)  (OT-  l)»P+g  ^ 

l        mip+»    fcf)  r(o+l) 

Apr^sent  nous  avons  ä  tratter  le  Croupe  (64)  a 
te-grales  (64),  (67)  et  (69)  donnent  de  suite: 

* 

y^rctg  2^"f  .r*  "Sin  2mxBx=0,  (III) 
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y?rdg^^*t(»+i)Ck»aii»ac=0."  (112) 

» 

/Arctg  ^~^±2pSin(2m-l)^Co^a:=0 ,         (1 13) 
/tolg^^xlWi^otC^-lWJawa»«©,      (114)  * 

o 

yjrctg  jr±2PCos(2m-l)arSin^a^=dO,  (115) 

■  . 

/Arctg^^ü^A)Sin(2m-l)xSiiu:a^=0.  (116) 

Au  contraire  leg  integrales  (66),  (66>  et  (68)  toujoura  a  laide 
des  meines  formules,  que  ci-dessus,  epgendrent  les  suivaotes: 

ßitci^^  *«PSin(2m-l)*a* 

(-\)r7tr**-iIX<2p+\)        t~(2m- l)/r)«  m7, 
=  ~  *p(2m-l)«P+*      o=o       IXa+I)  ' 

/Arctg^!^  **+  1Cos(2m  - 1)^ 

(-\)Pnr*»-lrVp+2)  a=*$+x  |-(2m-l)/r)« 
=   2VH(2m-J)*P+*  Aa+1)     '    1  ' 

/"  Arctg?^  «*  SM»*  Cos 

il        «yp{-(2m-l)fr)|«  \ 
(2m-i)"p+i«=o  r(«+r/ 
r»  ^FK(2m-t-l>frK*(IIW) 
+  (Wl)*'+l«=o     IX«  +  1)  1 

(120) 

Arctg  j!^?  *VHCos2m*Cos*i3* 

,         1     _*^2P+l  {— (2m— l)ürl« 
(-pp+Iftr*»-|n(2p+2)  J  (2w-l)gP:T«a=o         IX«* +  1) 

=  •  '     2*FM  J  r»  «=2P+M^j2m  +  l)iV)f| 

(  +  (SU+D^^e  r(a  +  l)" 
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- 

(121) 

Arctg  ^f^rV  Cos2roar  Sin  *6.r 


_1  *  l-C2m-l)/r|» 

~  <*ii+l)V+».fo  T(a+1) 


(122) 

Arctg  2[f|"a        > Sin 2 m *  Sin  xdx 


1  •=*!»+ 1  {— (2m— I)/rl< 


(— l)>mJ^ir(2/?-f  2)  J    (2m-i)«P+a  «=-0         I>  +  1) 


.r*  » |  —  (2m -f  1)/r)°  I 

(2m+l)«iFpr.=o         T(a  +  1)^ 


9.  Restent  les  integrales,  aui  ont  sous  le  eigne  d'integratioo 
fonction  priucipaie  (1 — 2oCos2a:+ o»)-1.   T raiton s  les  dans 


unc 

l'ordre  suivant: 


(43),  (44),  (45).  (49),  (50),  (47)  et  (51). 

On  pourra  appliquer  ä  toutes  et  la  differentiation  et  Integration 
par  rapport  ä  m  sous  le  sißne  d'integration  d4finie,  dont  les  resul- 
tats  se  präsenteront  ou  d  eux-memes,  ou  comme  des  suites  neces 
saircs  des  resultats  obteous  dans  le  $.  4.   Ainsi  Ton  trouvera: 

l-2,Co»2*T?*  *=°'  128) 


"Cos  (2m — l)jrCoj»jr3^  „     (  — 1)*»    *  v- 


/'»Sin  (2 


(128) 
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/*$in(2ro— l).rSiiu&r    ,      (— 1)P  * 


(W3; 


° 

/»Sin  (2m— l)*Sinx9.r   1      .  ,    *  tm 

0  / 

/       l-2eCos2*  +  -(-l^^.f^.^,  (13b) 

0  * 

•  % 

o 

7       l-2MCos2x  +  p^^-0,  (I3J) 

0 

m 

/*  Cos(2m— Sin2g&E  t,     n  , ,  ^ 

i-2eCos^+^*±(VM,==0-  (l40) 

10.   Enfin  les  integrales 

(74),  (81),  (82),  (80),  (83),  (84),  (75).  (76)  et  (77), 

doubles  de  celles 

(I),  (15),  (16),  (12),  (13),  (14),  (3),  (4)   et  (7), 

donneront  de  meine,  au  raoyen  des  methodes  des  §£.  3.  et  4.,  des 
integrales  doubles  de  celles,  qui  sont  deduitesdesdernieres.  De  cette 
maniere  les  integrales  (17)  a  (40)  prises  entre  les  limites  0  et  2rc 


Digitized  by  Google 


216 

auront  aussi  une  valeur  double  de  cell  es  prises  entre  les  limites  0 
et      de  «orte  que  pow  toutes  ces  integrales  od  a  la  relatioo 

q>(x)Bx=^J      <p(x)Bxz=J      <p(x)dx.  (A) 

II  n'est  pas  besohl  de  transcrire  toutes  ces  integrales  ici,  pulsque 

ni  leur  forme  ni  leur  valeur  ne  change  proprement,   pourvu  que 

1    /  *n  P* 
1  od  raette  partout  ^  j    ä  la  place  de  /    ,  et  qu'on  fasse  atten- 

o  O 

ion  a  la  condition  actuelle  t  _  q  ^  0. 

11.  On  Deut  reroarqiter  en  dornier  lieu,  que  dans  les  inte- 
grales de  la  forme 

x=  f  Arctg^  ^"£*sxf(a,t,Co8pxt8\nqx}8x  ,       (C)  ' 

A  =  y^Arctg^^^^  (l>) 

»  /~*n  2rSin 

I    Arctg^^  f(x*,Co8px,S\nqx)dx.  (E) 

V 

v=f  Arclgri|^W,Cosw,SinW)^  (F) 

ou  appartiennent  respectivement  les  groupes 

(8)  a  (14),  (18),  (20),  (22),  (24),  (26)  et  (28), 
(52)  ä  (60)  et  (99)  ä  (110), 
(61)  ä  (69)  et  (111)  ä  (122). 
(80),  (83),  (84),  (86),  (87),  (88) 

et  celles  designecs  au  §.  pre'ce'dent,  on  peut  faire  usage  des  formules 

Arcl8        = J  -  Arctg<p ,  (0 

Arctg  i=|— Arctg^,  («) 
l~t-<p  n 

Arct8  n^=4  +  Arctg  V.  (p) 


uiginze 


d  by  Google 


\  ■ 

217 

De  cette  maoiere  on  troavera  des  nouveaox  groupes  aii  moyen  des 
fonuules  de  r4duction  «uivantes,  oü  Ton  a  mis  simplement  f  au 
lien  de  f{x*>  Covpx  ,S\nqx)  ©a  de  f(^fCo6p^tS\npy)  : 


/**  A       1  - r Sinx  -r Cour  ^_ 
J    Ä      1  +  r  S\nx  -  r  Cosa: '  VJi 

0 

=  ~  /    fdx  —  x, 

/"  Arctg '  ~:.C°*I/gx 

0 

4,/    '  ' 

(H) 

l+rSinar— rCosar  Ä 

f      Arct^  t-2  rr:  r:   fbx 

J     A  Clg  1— rSinx— rCoax  1 

0 

—  —  /    /c\r  4-  x , 

(1) 

J     Arctg  j  +  ^  Sin2x_  e  Cq82Lj.  /  ** 

-*  fnf*x~X, 
—  4  /    '  ' 

(K) 

V"/ 

r  Ar«*1-*0****  fdx 

9 

—  ^  /  /a* — l . 

(L) 

(M) 

P*         1  — 2rSiiu?— t%  ^ 
J           ©  1  +  2r  Sinx— r2 ' 

0 

=  t  I     /cor  —  <i , 

'  0 

(N) 

J    Arc'«  ärSiox  ^ 

0 

0 

4Jw 

>  * 
(P) 

• 

o 

(Q) 

• 

/     Arct6     0Sin«  ^ 

(R) 

PtnAtta  l  +  pSiny-oCosy 
J     Arct»  i  -  «Siny  -  *Cosy  ™ 
• 

=4^  -/%.+*: 

(S) 

oü  toutes  les  integrales  /*  ßx  txj 

que  Tön 

trouve  i 

o  c 

second  membre  de  ces  equations ,  sc 

i  rcduisent  aux  suivantes : 

/"§K=V*f=»  <A')' 
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o  •  o 

o  -sn^=l)c^+',82=»<c')-1/  -si^r=°(F')' 

x^Slnpxdx^-^  y  z'SiazBt,  (G') 


x*Cospxdx  =jjrfi  J  x'Ck)8z8z; 


(H') 


x«SinpjrCosa:&r(r)  «t  I  ^Cos/*rShu:ar  (K')»  qui  sc  de 
duisent  de  (G');  '  * 

/•« 
*«Cos/KrCos*&r(L')  et  /     x*S'mpx&\nxBx(W),  qui  se  de 

duisent  de  (H') . 

Des  formules  (A')  i  (F')  il  suit,  que  les  integrales  (8)  et  (10),  (52) 
et  (54),  (61)  et  (63)  donnent  pour  reeultat  Tinfini  positif  pour  les 
changemente  de  la  fonctioo  sous  le  eigne  circulaire  inverse  donnes 
dans  les  formules  (G)  ä  (P).  Lorsqu'au  contraire  on  change  les 
fonctione  dans  les  integrales  (9),  (53),  et  (62),  prises  entre  les  Imiites 
0  et  ä  1' aide  des  formules  de  röduction  (G)  ä  (P)  leurs  valeurs 
restent  les  meines,  sauf  le  eigne,  qui  change  seulemeot  pour  les 
deox  premieres  transforroations ,  tandie  qu'il  reste  le  im* nie  pour 
la  troisieme.  De  memo  pour  les  integrales  (86)  a  (88),  le  change- 
ment  de  fonction  au  moyen  des  formules  (Q)  ä  (S),  entre  les  limi- 
tes  0  et  2«,  na  aucune  influence  sur  la  valeur  propre,  mais  seu- 
lement  sur  le  eigne,  qui  ne  reste  le  meme,  que  pour  la  troisieme 
transformation. 

Les  autres  integrales  indiquees,  au  contraire,  peuvent  ätre 
transformees  au  moyen  des  formules  de  re*duction  (G)  a  (S)  et  des 
formules  (G')  ä  (M') ,  sauf  d'etre  exposees  ä  la  complication ,  que 
comportent  les  integrales  (G')  et  (IT). 

Or,  cette  complication  s'en  va  completement  dans  le  cas,  oü 
Ion  aurait  1=0.;  car  alors  ces  formules  se  röduisent  aux  suivantes : 

f"  Sin2mxdx=—  ~Tcos2m*l=0,  (G,) 
y"ÄSiii(2m-l)«öi=-^J=l  rCos(2«t-l)^  %£rV 
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/n  |  n 

Coapx  Zx  =  -  { Sin  px =0 , 

d'oü  par  les  equatious  (k),  (l),  (m)  et  (»): 

1/   2     f     2  V 

J*J&iu(2m—l)xCoBxdx=0  > 
*Cos  (2m— 1)  xSlikr&r =0 , 

o 

■ 

/   Cosf>xCosa:o\r  =  0, 

o 

et  de  meme  pour  les  Hrattes  0  et  2n: 


**  Sin  py*y=^  t7t\Cospy  =0 , 


doü  Ion  obtient: 


f  **Sin/>y  Cosy  8#  =  0, 

0 

./ 


Co«p3fSinv8jr=0 


(H.) 


(K.) 

(Li) 
(Mi) 


(«») 


da) 
(K8) 


Aiosi  les  valeurs  des  integrales  (12)  pour  n  =  2w,  (13)  et  (14) 
n=2ro— 1,  (55),  (58),  (60),  (04),  (67)  et  (69)  cbangent  seulement  de 
eigne  pour  leedeux  preroiöres  transfurmations  respectivement  a  l'aide 
des  formules  (G)  et  (H),  (K)  et  (L),  (M)  et  (O);  elles  restent 
tout-a-fait  les  meines  pour  les  transformations  respectives  (I), 
(M)  et-(P).  Au  contraire  les  valeurs  des  integrales  (12)  pour 
«=2m-1,  (13)  et  (14)  pour  n=2w,  (56),  (57),  (59),  (65),  (66)  et  (68) 
subiront,  par  ces  traosTormation ,  les  changemeuts  de  eigne,  que 
comportent  plusieurs  des  formules  de  r^duction  (G)  ä  (P) ,  comme 
on  Pa  vu  precödemment,  et  seront  en  outre  augmentees  des  ter. 

mes  (Gt)  ä  (K*)  multipliäs  par  j  ou  ^  selou  loccasion.  Quant 
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-  »  ■ 

aux  integrales  (80),  (83)  et  (84)  on  n'a  pas  b esoin  de  faire  aucune 
distinction  entre  les  cas  de  n=2m  et  n  =  2m — l,  com  nie  nous 
avons  du*  faire  pour  les  integrales  (12)  a  (14);  et  par  l'application 
des  formules  (Q)  ä  (S)  elles  ne  changeront  point  de  valeur  et 
seulement  de  signe  par  (Q)  et  (R). 

Toutes  ces  integrales  resteront  donc  b'ten  simples:  ce  n'est 
pas  le  cas  pour  les  transformations  analogues  des  integrales  (18), 
(20),  (22),  (24),  (26),  (28),  (99)  ä  (110),  (111)  a  (122)  et  Celles 
designees  dans  le  $.  precedent,  qoi ,  outre  la  moindre  simplicite, 
quelle»  coroportent  dejä,  seront  de  plus  compliquees  par  lea 
integrales  (Gf/)  et  (H'),  qui  sy  introduisent. 

Noas  ne  transcriront  point  toutes  cos  integrales,  qui  «Tailleurs 
se  deduiront  aisement  au  moyeu  des  formules  de  ce  |. 


.  Remarque,  On  a  eu  partout  ici  les  conditlons 

*  _ 

Mais  il  est  quelquefois  aise  de  tronver  les  valeurs  des 
integrales,  dans  le  cas,  oü  Ton  aurait 

*  =r'  =  1  ou  -l=r>  =  —  °°i 

4 

V  » 

on  n'a  qua  poser  rr'ssl  et  (>p'  =  l,  doü  ces  conditions: 
«£r'>t  ou  -1^^-cx,  ao>  o  >  1; 

tandis  que  la  forme  des  fonctions,  pour  r,  comme  pour  o: 

/(l— 2rCosx  +  rl)  se  change  on  <  lil—WCoHX  -f  r'«)-2*r' 
(1— 2r  Cos*  +  r«)-*  r'«  (I  —  2r'  Cosx  +  r/»)-1, 


Arcts  j_ra  —  Arcts  j_r/s » 

1— r«  1— r7* 

de  sorte  que  la  forme  des  integrales  reste  la  meine  dans 
quatre  cas,  ce  qui  n'a  pas  lieu  dans  les  autres  fonctions. 


N.  B.  Nous  avons  cm  devoir  reserver  pour  la  fin  une  appre- 
ciation  de  la  validite  du  procede  de  differentiation  et  dintegration 
par  rapport  ä  une  constante  sous  le  signe  d'integration  definie, 
dont  nous  avons  fait  un  si  frequent  usage.  Pour  pouvoir  appliquer 
rigoureuseraent  ä  une  forntule  quelconque 
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Jk f(ptx)dx=(p(p) 


ces  proceVles,  il  Taut  qu'on  ait  (voyer  eotre  autrea  lea  „Analy- 
tische Studien  du  Prof.  Dr.  O.  Schlömilch.  Abtbl.  I. 
Seite  9.) 


Lim  fl t8*=0, 


(Y) 


6  +  M,x) 

$  dp 


(Z) 


devient  aero,  loraque  9  decroit  juaqu'ä  aero  (oji  a  1>1>0). 

Dana  )e  cas,  oü  <p(p)  ne  contient  pas  de  x,  comme  H  arrive 
partout  dans  notre  note,  la  condition  ( Y)  devient  Lim  t.  /    d  x'=  0 

/i 
dx,  pour  a=0  et  b=n 

a 

ou=2«,  etant  une  conatante  n  ou  2»,  son  produit  avec  «  qui  est 
aero,,  reste  ze>o  lui-meme. 
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ircl>unffsanf£at>en 


Schüler. 


Wenn  man  über  den  drei  Seiten  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks ausserhalb  desselben  Quadrate  beschreibt,  so  sind  die  Mit- 
telpunkte dieser  drei  Quadrate  die  Spitzen  eines  Dreiecks,  des- 
sen Flächeninhalt  dem  Flächeninhalte  des  Quadrats  gleich  ist, 
welches  sich  Aber  der  halben  Summe  der  beiden  Katheten  des 
rechtwinkligen  Dreiecks,  über  dessen  Seiten  die  drei  Quadrate 
beschrieben  worden  sind  ,  beschreiben  liisst. 


Die  Mittelpunkte  der  fünf  Diagonalen  eines  Fünfecks  nnd  die 
Schwerpunkte  der  fünf  von  rwei  Dingonalen  und  einer  Seite  des 
Fünfecks  eingeschlossenen  Dreiecke  sind  die  Spitzen  zweier  ein- 
ander ähnlichen,  aber  verkehrt  liegenden  Fünfecke. 
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XVTD. 
Hlscellen. 

Von 

Herrn  Professor  C.  A.  Bretschneider 

in  Gotha. 

/  * 

t 

Es  ist  * 
0=1-C2»+1),  (^-<*»+l>.  gfc» 

+(*»  +  «•  (^ä4-*- 

<-■>-      = »-<w»     2,+ (Sj,2*-  <2ra>»  fo* 

otter  nenn 

F(«,0fy,*)_l  +  | -  *  4-  .r«  4- .... 

gesetrt  wird , 

0=F(-2»-l.-„,-2».2  |  „  M.ekig. 
(-1)-  =  F(-2m,  -n,  -9»,  2)  j  m  positiv  und  ganz. 
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*  Druckfehler  im  3ten  Hefte  des  12ten  Theils. 

Seite  281  Zeile  3  voo  oben  ist  zu  lesen  Halskreis  statt  Halbkreis. 
„    282    „     1  von  oben  ist  zu  lesen  qx  statt  ox. 

282    „     15  von  oben  ist  zu  lesen  ojd^^zf,  statt  a^^AJ. 

„     4  von  unten  lies  ■>..  statt 


y/~a*n— b*         Vo«n-  6»' 
281   „     15  voo  unten  ist  zu  lesen  ix  statt 

284  „     10  von  unten  ist -zu  lesen  ot  =  o»  statt  o/=o*. 

285  „     1  von  oben  ^  statt 


»» 


„     2  der  Aufgabe  5  ist  zu  lesen  RCN  statt  CRN. 

290    „     2  von  unten  ist  zu  lesen  it*y*— (aH — *)*=.. 

statt  ny-(^i  WV^*  ^  -*)»=.... 

292  „  17  und  18  von  oben  rouss  wenigstens  wegfallen: 
„in  Crelle  s  Journal",  da  der  Broder  des  Herrn 
Verfassers  des  Aufsatzes  Nr.  XX.  seinen  frü- 
her filr  das  Crelle'sche  Journal  bestimmt  gewe- 
senen Aufsatz  später  zurückgenommen  bat. 

Druckfehler  im  lsten  Heft  des  13ten  Theils. 

Seite  86  in  den  Gleichungen  (40)  statt  x,  y,  z  soll  trieben  a,  b,  c. 

„    94,  in  der  Note,  Zeile  1,  statt  „Winkel  läppen»  soll 
stehen  „ Winkelfasser". 


In  dem  Aufsätze  XIV.  aind  leider  wegen  Undentlichlreit  des  Mann- 
ten pts  wahrscheinlich  einige  Druckfehler  «(eben  geblieben.  Ich  bitte 
Herrn  Doctor  Bieren«  de  Haan  nach  sorgfältiger  Durchsicht,  des 
Anfant7.es  mir  die  in  demselben  etwa  stehen  gebliebenen  Fehler  snr 
Anzeige  Im  Archiv  recht  bald  mitzutheilcn.  G. 
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XIX. 

Heber  Normal  -Curven  und  NTormal- 

Flächen. 

Von 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  su  Tuttlingen  im  Königreich  Würlemberg. 


A.  Gleitet  eine  Gerade  a  mit  einem  ihrer  Endpunkte  Aber 
•ine  ebene  Curve  auf  solche  Weise  hin,  das»  sie  derselben  stets 
normal  bleibt,  so  beschreibt  der  andere  Endpunkt  eine  neue  Curve, 
die  wir  Normalcurve  heisseo,  während  wir  der  Erzeugungs- 
Curve  den  Namen  Urcurve  beilegen.  Die  Gerade  a  heissen  wir 
Erzeugungslinie  und  ihre  beiden  Endpunkte,  bezieh  lieh  ihrer 
Läge  in  beiden  Curven,  correspondir ende  Punkte.  Hieraus 
ist  Klar,  dass  jeder  in  a  angenommene  Punkt  eine  Normalcurve 
beschreibt. 

Es  sei  (Tat ,111. Fig.  1.)  die  Curve LM  mit  der  Abscissenaxe  AX, 
während  deren  Coordinaten  durch  x  und  «  bezeichnet  sein  mögen. 
Ein  beliebiger  Punkt  in  derselben  sei  Jv,  in  welchem  BN—a 
normal  steht,  so  bildet  die  Verlängerung  NC  die  Normale,  welche 

gleich  ist  y  V  1  +  Ziehe  ich  BD  und  NE  senkrecht  auf 
AXf  so  wie  ND  parallel  mit  AX,  so  ist  EC  die  Subnormale 
=ryoyx,  und  die  Dreiecke  BDN  und  NEC  sind  einander  ähnlich. 
Bezeichne  ich  die  Coordinaten  des  Punktes  B  mit  x'  und  y',  so 
bat  man  folgende  zwei  Proportionen: 
 ' 

jr  VTTfy**:y  =  a:y  — Jf  und  y  V  1  +fy,*:y&>,=  a: x'  —  x, 
woraus  sich  ergibt: 

1)  (y-y)Vl  +  V-ü=0 

und 

Theil  Xlll  15 
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2)  -  .r)  VTTdy?  +  **a*  =  0. 

* 

Verbindet  man  hiermit  noch  die  Gleichung  der  Urcnrve 

3)  y=f(x) 

und  eliminirt  aus  allen  dreien  y  und  x,  so  restirt  eine  Gleichung 
zwischen  x'  und  y\  welches  die  Gleichung  der  Nonnalcurve  ist. 

Will  ich  auf  die  Normalcurve  abermal  eine  Normalcurve 
bauen,  und  zwar  mit  dergleichen  Erzeiigungsliuie  a,  jedoch  rück- 
wärts nach  der  Richtung  DC  genommen,  und  stelle  ich  deren 
Coordinaten  mit  x"  und  y"  vor,  so  darf  ich  in  den  Gleichungen  1) 
und  2)  dem  a  nur  das  entgegengesetzte  Zeichen  gehen,  x  durch 
x',  y  durch  y' ,  x'  durch  x"  und  y'  durch  y"  ersetzen.  Ver- 
wechsle ich  hierauf  noch  alle  Zeichen,  so  habe  ich 

3)  (y'-y")  Vl+3*V«  -  a = 0 . 

4)  VT+Ö^V7  +  ady'r = 0 . 
Eliminiren  wir  aus  t)  und  2)  dy,,  so  kommt 

und  nehmen  wir  hievon  das  Differential,  indem  wir  einen  neuen 
ganz  beliebigen  unabhängigen  Veränderlichen  annehmen,  so 
kommt 

5)  ty-y)  (By'-Zy)  +  (dxf  -  &r)  =0 . 

Eliminirt  man  jedoch  ans  1)  und  2)  V" l+By**,  so  folgt  unter  der 
selben  Voraussetzung,  aus  der  man  5)  erhalten  hat: 

(y '  —y)  dy  +  {x'  —  x)dx—0 

und  durch  Subtraction  von  5) 

Die  Division  der  beiden  letztern  gibt 

ö!'=If'  oder 

und  folglich  auch 

i 

Zieht  man  endlich  noch  1)  uncj  3),  so  wie  2)  nnd  4)  von  einander 
ab,  so  kommt 

y~y"  und  x=x* . 
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Hieraiis  folgt,  dass  die  nach  angegebener  Weise  auf  die  Nor- 
malcurve  gebaute  zweite  Normalcurve  mit  der  Urcurvo  zusammen- 
fallt und  dass  demnach  von  einer  Ur-  und  Normal  •  Curve  jede 
als  die  Normalcurve  der  andern  betrachtet  werden  kann.  Auch 
fallen  die  Normalen  und  Krümmungshalbmesser  beider  für  corre« 
spondirende  Punkte  zusammen. 

Während  man  nun  fiir  die  Urcurve  bat: 

s 

Tangente  =y  V 1  +  dxf* 
Subtangente  =  yöjr, , 

Normale  —  Vl+fy««, 
Subnormale  =  yBg*; 

so  ist  für  correspondirende  Punkte  der  Normalcurve: 

> 

Tangente  =  dx9(a+y  Vi  f  6^*«), 
Subtangente  =ö*,(y+  ^===)  , 

Normale  =a+yVl  +  a^, 
Subnormale  =  byx  (y-f  ^=^|) ■ 

Beide  Curven  haben  dieselbe  Abgewickelte ,  und  der  Krfiin 
mungshalbmesser  der  Normalcurve  ist  für  correspondirende  Punkte 
um  a  grosser,  als  der  der  Urcurve. 

Als  Beispiel  für  den  Uebergang  von  einer  Urcurve  zur  Nor- 
malcurve mögen  die  Kegelschnitte  dienen.  Ihre  allgemeine  Glei- 
chung ist 

y2  —  2px  \q.x%. 

Daraus  ergibt  sich: 

Dies»  io  I)  und  2)  «ubstituirt,  gibt 


und 

15' 
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<*     *>V  2px  +  9x*  +a,V2F  +  ?i»-0* 

Die  Elimination  von  x  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen 
führt  zu  einer  sehr  cotnbinirten  Gleichung  zwischen  jr*  und  x'. 

Nehmen  wir  aber  die  Gleichung  des  Kreises  i/M  a*— ra,  so 
hat  man: 

Dadurch  gehen  1)  und  2)  über  in: 


und  diess  gibt: 


rV  rar' 
*=—?-,    <r=— — 
J     a  +  r  « -f-  r 


Substituirt  man  diese  Werthe  in, die  Gleichung: 

3fa  +  ar*:=r»,  so  kommt  y*-|-j:'*  =  (<i+r)Ä. 

Die  Normalcurve  des  Kreises  ist  demnach  wieder  ein  Kreis, 
folglich  beide  einander  ähnlich.  Diese  Bemerkung  fuhrt  zur  fol- 
genden Untersuchung : 

ß.    Beschäftigen  wir  uns  mit  der  Frage: 

Welche  Curven  liefern  Norraalcurven ,  die  ihnen  ähnlich  sind  ? 

Zum  Uehui  dieser  Untersuchung  darf  man  nur  in  den  Glei- 
chungen 1)  und  2)  y'=cy  und  x'=cx  setzen,  so  hat  man: 

(c-l)yVITty?-a=Q  und 

(r  -  \)x  vt+^;h«%x=o  . 

Die  Integrale  dieser  beiden  Gleichungen  ,*  so  wie  die  Elimination 

von  dyg  aus  beiden  liefern  nach  einander: 

■ 

»  grx_fla-c* 

y  +x  ~c— 1— (c-l)2' 

wo  C  und  C  aus  den  Integrationen  hervorgegangene  Constanten 
sind. 

Alle  drei  Gleichungen  aber  geben  den  Kreis. 


uiyiiizeo 
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1 

Noch  untersuchen  wir,  ob  nicht  die  obigen  zwei  Differential- 
gleichungen durch  singuläre  Werthe  befriedigt  werden.  Bekannt- 
ich ergibt  sich  der  einer  Differentialgleichung  zukommende  sin- 
gulare Werth  am  Kürzesten  dadurch ,  dass  man  deren  allgemeines 
Integral  in  Beziehung  auf  die  Constante  differentiirt,  und  zwischen 
dem  Integral  und  diesem  Differential  die  Constante  selbst  elimi- 
nirt  Befriedigt  der  aus  der  Eliminationsgleichung  gezogene  Werth 
fär      (oder  x)  die  Differentialgleichung,  hingegen   das  Integral 


hat  man  einen  sinzulären  Werth.    Auf  solche  Weise 

erhält 


C=*(c-1)  und  C=y(c-1), 
und  ferner  als  wirkliche  singulare  Werthe: 


a 


y=±^i  und  *=±£=i' 

wofern  man  das  positive  Zeichen  fu'r  y  und  das  negative  für  x 
nimmt  Beide  Gleichungen  zeigen  aber  die  gerade  Linie  an. 
Daraus  zieht  man  den  Schluss,  dass  es,  ausser  dem  Kreis  und 
der  geraden  Linie,  keine  Curven  gibt,  denen  ihre  Normalcurven 
ähnlich  wären. 

C.  Ohschon  die  Gleichungen  der  Normalcurven  meist  von 
sehr  combioirter  Natur  sind,  so  bietet  deren  Kectification  und 
Quadratur  dennoch  keine  grosseren  Schwierigkeiten  dar,  als  die- 
jenigen der  Urcurven. 

Stellen  wir  uns  zwei  einander  unendlich  nahe  liegende  Krüm- 
mungshalbmesser in  beiden  Curven  vor,  welche  paarweise  einan- 
der decken,  so  ist  der  Krümmungshalbmesser  der  Urcurve  gleich 

ai»  

und  der  correspondirende  der  Norroalcurve 

wo  %  den  Bogen  der  Urcurve  bezeichnet.  Stellen  wir  nun  durch 
*'  den  correspondlrenden  Bogen  der  Norroalcurve  dar,  so  hat  man: 

<^3  .  /       Bs*  \> 

woraus  sich  ergibt: 

a:te3*s-dy*x=zd$''-ds:d*  . 

und 


cir  —  *)—«         3,*  • 
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i 

- 

dx 

Nun  aber  ist  —  g-  die  Tangente  de«  Winkels  «o»  den  die  Nor- 

9  dx 
male  mit  der  Abscissenaxe  macht,  d.  h.  tgto=—  woraus 

dw^        8p8*x — Bxd*y 


Da  nun  cos  w*  =      ,    so  ist 
und  so  hat  man 

— *)=a#ic  und        #  =  a«>  + C. 

Sind  die  beiden  Grenzen  des  Winkels  to  gleich  «/  und  «r*,  so  ist 

1)  «,=«  +  a 

Es  ist  aber  w"  —  w'  der  von  den  äussersten  Noimalen  eingeschlos- 
sene Winkel,  und  a(u>"  —  w')  ist  der  von  diesem  Winkel  einge- 
schlossene Kreistagen,  beschrieben  mit  dem  Radius  a.  Hieraus 
ergibt  sich  der  Satz: 

Man  findet  den  Bogen  einer  Normalcurve,  wenn 
man  den  entsprechenden  Bogen  der  (Jrcurve  um  den- 
jenigen  Kreisbogen  vermehrt,  welcher  mit  dem  Radius 
a  in  dem  Winkel  beschrieben  wird,  dendie  äussersten 
Normalen  mit  einander  machen. 

Es  sei  ferner (Taf.  III.  Fig.2.)  4 Beine  beliebige Curve,über  welche 
in  ihrem  Mittelpunkt  G  eine  Gerade  CD  normal  dahingleitet,  so 
sei  der  Flächenraum  gesucht,  den  diese  Gerade  CD  in  ihrem 
Laufe  beschreibt  Ist  EF  eine  der  CD  unendlich  nahe  Lage, 
so  ist  GH=ds,  und,  weil  CEFD  ein  Paralleltrapez  ist,  indem 
die  Punkte  C  und  D  Norroalcurven  beschreiben,  auf  denen  CD 
gleichfalls  normal  ist, 

Flächengebalt  CDFE^ad*, 

wenn  man  CD=a  setzt  Dies«  gibt  für  den  ganzen  beschriebe- 
nen Flächenraum  i 

wofern  «'  und  t"  die  äussersten  Grenzen  der  Curven  bezeichnen. 
So  haben  wir  den  andern  Satz: 

Gleitet  eine  Gerade  mit  ihrem  Mittelpunkt  normal 
Ober  eine  Curve  hin,  so  beschreibt  sie  einen  Flächen- 
raum, welcher  dem  Produkt  aus  der  Länge  der  Curve 
und  der  Geraden  gleich  ist. 
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Wenden  wir  diesen  Satz  auf  den  zwischen  einer  Urcurve  und 
ihrer  Norraalcurve  liegenden»  ringförmigen  Flächengehalt  u'  an, 
so  werden  wir  eine  In  der  Mitte  liegende  Nonnalcurve  annehmen 

mit  der  Erzeugungslinie     •    Ihr  Bogen  ist 

und  folglich  der  gesuchte  Flächeninhalt: 

2)  a'  =  «  +  ^(u>"-0 

No.  1)  und  2^  lösen  die  Kectificati6n  und  Quadratur  für  Gren- 
zen, die  in  Beziehung  auf  die  Urcurve  gegeben  sind,  oder  sich 
vermittelst  der  Gleichung  der  Urcurve  bestimmen;  denn  w  und  * 
sind  Funktionen  von  x  (oder  auch  von  y) ,  dem  die  Werthe  von 
to'  und  to"  und  auch  von  t  fflr  bestimmte  Grenzwerthe ,  die  wir 
durch  (x)'  und  (x)"  (oder  auch  durch  (y)'  und  (y)")  bezeichnen, 
entsprechen.  Allein  denkt  man  sich  die  Grenzwerthe  (xj  und 
ix')"  (oder  auch  (y')'  und  (y)*)  der  Normalcurvc  gegeben ,  so  be- 
nutzt man  die  Gleichung  A.  *2) ,  nemlich  (x'—x)  V 1 ify** +^udy* 
=0,  [oder  auch  die  Gleichung  A.l),  neml.  (y'  —  y)  V  1  -f-fy**  —  a 
=0],  welche  Gleichungen  in  Verbindung  mit  denjenigen  der  Ur- 
curve (x)'  und  (x)"  [oder  auch  (y0  und  (y)"\  in  (x')'  und  (xf 
[oder  auch  in  (y'Y  und  (y')"\  bestimmen  wird,  welche  Werthe 
dann  nur  in  die  obigen  1)  und  2)  substituirt  werden  dürfen. 

Will  man  jedoch  den  von  der  Norraalcurve ,  der  Abscissen- 
axe  und  den  beiden  Grenznrdinaten  (y')'  und  (y')m  eingeschlosse- 
nen Flächen  räum  * 

t**=^LF(Taf.lll.Fig.  3.) 

bestimmen ,  so  wird  man '  zuerst  den  Flächenraum  DCMG  der 
Urcurve 

9 

u=  J*  ydx 

berechnen,  zwischen  den  oben  bestimmten  Grenzen,  und  hiezu 
M',  so  wie  das  Trapez  ABCD  addiren  und  das  Trapez  FLMG 
abziehen. 

Man  bat  aber,  wenn  man  die  Subnormalen  zu  Hilfe  nimmt, 
ABCD  =  ABE^CDE=l(yyByr\^(yy  +  y^jp]  -  Jfr)^ 

Ersetzt  man  aber  y'  durch  den  aus  A.l)  gezogenen  Werth,  so 
kommt: 
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ABCD= 


ady 


Eben  so  ist 
folglich  ist 


wofern  im  letzten  Posten  die  Grenze  (a-)"  [oder  auch  (v)a\  und 
im  uneinsletzten  die  Grenze  (x)'  [oder  auch  (y)"]  genommen  wird. 

D.  Gleitet  eine  Gerade  a  mit  einem  Ihrer  Endpunkte 
nach  allen  möglichen  Richtungen  normal  über  eine  Fläche  hin, 
so  beschreibt  der  andere  Endpunkt  eine  FlSche,  die  wir  Nor- 
mal  fläche  heissen,  während  die  erstere  Urflfiche  heissen  mag. 
Hieraus  ist  klar,  dass  auch  jeder  Punkt  in  jener  Geraden  eine 
Norraalftache  beschreibt.  Was  man  hier  E rzeuguirgslinie,  so 
wie  correspondirende  Punkte  heisst,  geht  aus  den  Erklä- 
rungen  in  A.  hervor. 


Die  Gleichungen  der  Normale  einer  Fläche  sind : 

- 

arff-ar+az,(^-z)=0 

und 

wenn  y"  und  t"  die  Coordinaten  der  Normale  selbst  bezeich- 
nen. Der  Punkt,  in  dem  diese  Normale  die  Coordinaten -Ebene 
(x,y)  schneidet,  findet  sich,  wenn  man  *"  =  Null  setzt,  und  dann 
folgt: 

x"=x  +  idz,t  y"  =  y  +  zBz9. 

Nun  aber  ist  die  Länge  der  Normale  [vom  Puukte  (xyz)  der 
Lr fläche  an  bis  euf  die  Ebene  (xy)  gerechnet] 

=  (x"-x)*  +  (y»-iy)*+z* 

oder 

Normale  =  i  VTpxAFS*?' 

demnach  die  correspondirende  Länge  der  Normale  der  Norinal- 
fläche 
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Bezeichnen  wir  nnn  die  Coordinaten  (Per  Normalflache  mit  ar*,  y 
und  z',  und  stellen  durch  a^  und  die  Coordinaten  des  Punktos 
dar,  in  welchem  die  Normale  die  Ebene  schneidet ,  so  haben 
wir 

x  V  1  +  dzs*  +  dz? : (« + x  V TTfi?+^*)  =  :  *") 

srzrz', 

woraus  folgt 

1)  — ar)  V  l  +       +  azj,4  +  adzs  =  0 , 

2)  (y-y)  V  i + a*,» + a*,»  -i-  «ax, =0, 

3)  (MV1  +  a»,«  +  az,*  -  a  =0. 
Durch  gegenseitige  Division  leitet  man  noch  ab: 

ax*     ar*— a? 

5)        ax*= — 2,__x ' 

I 

*  ö)  ^=-£=£- 

Quadrirt  man  aber  1),  2)  und  3)  und  addirt,  so  heben  sich 
alle  Partialdifferentiale  weg,  und  man  hat 

7)  '  (a^-x)«  +  (y-y)t+,(x'-z)«=a*. 

Von  den  Gleichungen  4),  5)  und  6;  ist  jede  die  Folgerung 
der  beiden  andern.  Wfll  man  daher  die  Gleichung  der  Normal- 
fläche herstellen,  so  eliminire  man  aus  1),  2)  und  ö)  und  der  Glei- 
chung der  Urcurve,  oder  aus  dreien  der  4)  bis  7)  und  der  ürcurve 
x,  y  und  x. 

Legt  man  durch  die  Ereeugungslinie  a  eine  beliebige  Ebene, 
so  schneidet  sie  dieUr-  und  Normalfläche  in  zwei  Curven,  von  de- 
nen-die  erstere  als  Ur-  und  die  letztere  als  Norrnalcurve  zu  be- 
trachten ist;  und  da  jede  dieser  Curven  als  Norrnalcurve  der 
andern  angesehen  werden  kann,  so  folgt  daraus,  dass  diese  Tan- 
gential-Ebenen  correspondirender  Punkte  parallel  sind,  und  dass 
demnach  von  beiden  Flächen  jede  die  Normalfläche  der  andern  ist. 

Die  Gleichungen  der  Normalflächen  stellen  sich  in  der  Regel 
in  sehr  combinirter  Form  hin.  Jedoch  weisen  die  angegebenen 
Eliminationen  von  ar,  y  und  x  für  die  Ebene,  die  Kugel,  den  ge- 
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meinen  Cylioder  und  Kegel ,  beziehlich  dieselbe  Fliehe  nach.  Die 
Ebenen  kfinnen  sowohl  als  bloss  ähnliche ,  als  auch  als  congruente 
Flächen  betrachtet  werden,  während  alle  Kugeln  ähnlich  sind. 
Ferner  sind  zwar  gemeine  Cylinder  nur  dann  ähnlich,  wenn  ihre 
Huben  ihren  Durchmessern  proportional  sind;  allein,  da  die  Glei» 
.  chung  eines  Cylinders  dessen  Hube  keine  Beschränkung  gibt,  so 
müssen  wir  bei  gegenwärtiger  Betrachtung  Ur-  und  Normalcylin- 
der  als  ähnlich  betrachten.  Um  aber  das  Verhalten  des  Normal- 
kegels zum  zugehörigen  gemeinen  Urkegel  auszumittelo ,  stellen 
wir  dessen  einfachste  Gleichung  dar  durch: 

Hieraus  hat  man: 

X  z 

wodurch  sich  die  Gleichungen  1),  2),  3)  umwandeln  in: 

(/-y)^  +  ^=0, 

(i'  —  z)  \rr+A*  —  a=o. 

Aus  4ler  letztern  ist 

und  wenn  man  t  aus  den  zwei  erstem  ellminirt: 

Li'  VT+a*-q  1 
z'STT+lF-ad  +  A*)-*' 

i'VTTS5— a(l  +  ^J 
Setzt  man  diese  drei  Werthe  in  die  Gleichang 

so  kommt 

wenn  man  setzt: 

z'-a  VTT3*=xV 
Demnach  ist  der  Normalkegel  dem  Urkegel  congruent. 
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E.  Wie  bei  den  Normalcurven ,  deren  Ratification  und  Qua- 
dratur vermittelst  der  Gleichungen  ihrer  Urcurven  durchgeführt 
werden  konnte,  so  lässt  sieh  für  die  NormalflSchen  deren  Qua* 
dratur  und  Cubatur  mit  Hilfe  der  Gleichungen  ihrer  Urfläche  er- 
mitteln. 

Denkt  man  sich  durch  zwei  einander  schneidende -und  unend- 
lich uafie  liegende  Normalen  der  Urfläche.  und  daher  auch  durch 
die  denselben  correspondiremlen  und  mit  ihnen  zusammenfallenden 
Normalen  der  NormalfUche  eine  Ebene  gelegt,  so  schneidet  sie 
beide  Flachen  in  zwei  Curven.  Von  diesen  Curven  stellen  wir  das 
zwischen  beiden  Normalen  liegende  Element  der  Urcurve  durch 
tli  und  das  der  Normalcurve  durch  ds\  so  wie  die  resnectiven 
v  Krümmungshalbmesser  durch  r  und  r'  dar,  so  bat  man  offenbar: 


folglich : 


rf*;d*'  =  r:r', 


weil  r'=<i-fr. 

Eul  er  und  Monge  haben  zuerst  gezeigt,  dass  man  von  einem 
in  einer  Oberfläche  gegebenen  Punkte  nicht  nach  beliebiger  Rich- 
tung gehen  kann,  um  zwei  sich  schneidende  Normalen  und  folg- 
lich wirkliche  Krümmungshalbmesser  zu  linden,  das«  es  aber  in 
der  That  zwei  aufeinander  senkrechte  Richtungen  gibt,  in  denen 
solches  im  Allgemeinen  der  Fall  ist,  und  zwar  sind  die  beiden 
Krümmungshalbmesser  ungleich  und  finden  sich  vermittelst  der 


Schlagen  wir  nun  eine  auf  obige  Richtung  senkrechte  Rich- 
tung ein,  und  bezeichnen  die  neuen  Curveneleinente  und  Krüm- 
mungshalbmesser respective  mit  da,  da1 ,  q  und,  o',  so  haben  wir 
ebenfalls: 

- 

d(r'  =  da4.=da.ZiS. 
Diess  gibt  für  daa  Flächen-Element  der  Normalfläche: 

und  für  die  Fläche  selbst: 
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Das  erste  Integral  ist  die  quadrirte  Urftch« ,  die  sich  bekanntlich 
▼ermittelst  des  Integrals 

JJ1 dxdy  VT+  dz** + 

findet,  und  obschon  dsda  nicht  gleich  ist 
so  ist  dennoch 


» 


wofern  beide  Integrale  zwischen  denselben  Grenzen  genommen 
werden.  Denn  stellen  wir  uns  in  der  Oberfläche  einen  Punkt  vor, 
um  welchen  beide  Elemente 


dxdy  V  1  +  Bz**  +  öx,*  und  dsda 
genommen  sind,  und  es  sei 

dsda = ndxdy  V  i  +  özx'2  +  , 

so  kann  man  sich  för  dieselbe  Region  die  Funktion  r+g+g  die- 

selbe  Grösse  habend  vorstellen,  indem  sie  sich  nur  um  unendlich 
kleine  Zuwachse  verändert,  wenn  man  vom  Element  dsda  zum 


dzdgV  l  +  3**»+&»* 
übergeht,  so  dass  demnach  auch 


dsda.  r±R±l  =ndxdy  ^\^^.t±S±*  . 
Also  hat  man: 

1)  u'= JJ* ixdy  V  1+3^+3*,* 

Der  zwischen  der  Ur-  und  Normalfläche  liegende  Körper  bil- 
det eine  Schaale,  und  der  zwischen  den  einander  correspondiren- 
den  Flächenelementen  ds'da'  und  dsda  liegende  Theil  dieser 
Schaale  einen  abgestumpften  Keil,  dessen  Höhe  —  a,  und  dessen 
1  die  Parallelogrammen  Grundflächen  einschliessenden  Kanten  dt*,  da4 
und  dsy  da  sind. 
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Fiir  diesen  abgestumpften  Keil  findet  sich  aber  der  eubische 
Inhalt       .  s        b  V 

1 

«V=g-  a  [W+  de)  +  dt  (Mit  +  rf«0]  • 


Und  setzt  man  hier  wieder: 

r  p  • 

und  entwickelt,  so  kommt 

und  aas  denselben  Gründen,  wie  oben  bei  der  Quadratur: 
2)  »'=oJ^^rf^V"r+a7,«TV 

In  diesem  Ausdrucke  ist  bemerkenswerth ,  dass  das  rechte  In- 
tegral einen  prismatischen  Körper  repräsentirt,  dessen  Grundfläche 
gleich  der  Urflache  und  dessen  Höhe  gleich  der  Erzeugungslinie 

o  ist  . 


Um  r  und  p  durch  ihre  Funktionen  in  x  und  y  zu  ersetzen 
hat  man  nicht  notbwendig,  die  obige,  r  und  p  liefernde  Gleichung 
aufzulösen,  indem  sich  unmittelbar  aus  derselben  ergibt: 


•  In  I)  und  2)  kann  man  in  den  meisten  Fällen  vortheilhaft  je 
zweite  Integral  in  zwei  zerlegen ,  nach  der  Zerlegung  von 

Q  +  r  +  a  .    p-fr  r  _a 
rp  rp  fr9 


3(g  +  r)-|2g     ^(p+r)  2a 
rp  rp  -  ■  rp 

Für  den  Fall,  dass  cfh^x^  —  2*zg,9 *  =  0  ist,  Ist  einer 
Krümmungshalbmesser  unendlich.   Der  andere  dagegen  ist 
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^  (l+azJr»)s%-2az^zS(ö»x,,,+(l+alS»)a«z,, 

wodurch  die  beiden  Werthe  fttr      und  e'  fibergehen  in: 

» 

and 

r'=a j^T lr</y  VTÄH^'+  \*ff.***!l  ^T+äz^+^p 
Ist  aber  noch  Qberdiess 

(i+ax,*>a«:!,-2axJr8zga«iJr^+(i+azy«)8«zJr=o, 

so  sind  beide  Kruimuuiigfihalbraesser  unendlich  gross,  was  z.  ß. 
bei  der  Ebene  der  Fall  ist.  In  diesem  Fall  bleiben  von  u'  und  t>' 
nur  die  ersten  Integrale.   Wählen  wir  als: 

■ 

I.  Beispiel. 

Die  Quadratur  und  Cubatur  des  gemeinen  Normalkegels. 
Die  Gleichung  desselben  ist: 

Da  hier  ö^xd4*«  —  0*2,,*  =  0,  so  ist  der  eine  Krüramungshalbmes 
ser  unendlich,  der  andere  aber  ist: 

Da  man  nun  hat 
so  ergibt  sich: 

Das  erste  Integral  ist  die  Oberfläche  des  Urkegels  und  das  letz- 
tere gibt,  indem  man  zuerst  in  Beziehung  auf  y  integrirt, 
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welches  noch  zwischen  den  Grenzen 


und  9  =  ^~%-a» 
zu  nehmen  ist,  wofern  h  die  Höhe  des  Kegels  vorstellt.  Dies« 

oder 

h 


—  aA j*  darlog 


fr 

Nun  setze  man  ar=:^sioA',  so  ist 

dx=.-^  cosXdX, 
und  unser  Integral  geht  nach  und  nach  über  in:, 

oAy>^cosA'log(^±i) 
=  «Asio^og     +       )  -  [<45r)] 

Will  man  zuerst  die  halbe  Oberfläche  des  Normalkegels,  so 
nimmt  man  dieses  Integral  zwischen  deruGrenzen  x=U  und  ar=0, 
d.  h,  zwischen  A~*0  und  A=jt,  und  verdoppelt  es  zuletzt  für  die 

ganze  Oberflache.   So  iindet  sich: 

*  ■ 

2  ahn. 

Fugt  man  das  erste  Integral,  oder  die  Oberfläche  des  Urkegels 
noch  hinzu,  so  hat  man: 

k 

wenn  man  den  Halbmesser  der  Grundfläche  ^j  =  jß  setzt.  Unter 
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i 

Benützung  der  obigen  Integrale  ergibt  sich  ferner  der  cubische 
Inhalt  (der  Schaale) 

t>'r^a*(flVÄ»+AÄ+«A)  ' 
Wir  nehmen  als: 


2.  Beispiel. 

— 

Die  Quadratur  und  Cubatur  des  Normal  -  Umdrehungsparaboloides. 
Die  Gleichung  der  Urflach©  ist: 

Hieraus  ergibt  sich: 

c*x*,9  =0; 
und  diese  Wertlie  liefern: 


*  tik 


'  +  9   HpH**+9*) 


Wir  haben  uns  nun  mit  der  Enftvickelung  folgender  drei  In- 
tegrale zu  beschäftigen: 

ff dxdj,  VT  +  p»(>*+y»), 

PP  dxdy   

Hier  können  wir  fÖr  x  und  y  auf  Polar -Coordinaten  übergehen, 
und  setzen  wir  den  Radius-Vektor  =u,  so  dass  u*  =  xt+y*t  und 
den  Winkel,  den  derselbe  mit  der  Abscissenaxe  macht,  =t>,  so 
stellt  sich  die  Gleichung  des  Umdrehungsparaboloides  einfacher 

dar  durch  x=^pu*. 
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Da  sich  nun  das  Flächenelement  dacdy  durch  ududv  ersetze 
lässt,  so  verwandeln  sich  obige  Integrale  in:  . 


jj  ududc\fl+p*u*, 


(I 

Will  man  die  Fläche  oder  den  cubischcn  Inhalt  des  ganzen 
Parabotoides ,  so  hat  man  die  Integrale  in  Beziehung  auf  r  zwi- 
schen den  Grenzen  v=0  und  c  — 2«  zu  nehmen , Sund  hat : 


"Inj vdn  V  l+zAi*, 

- 


Die  Integrationen  vollziehen  sich  leicht,  wenn  man  setzt: 

1 -f-/>au*  =  to2. 
Ist  nun  die  Hohe  des  Paraboloides  gleich  h ,  so  ist 


und  demnach  die  Grenzen  von  m  gleich  0  und  gleich  y  — -  •  Aul 
diese  Weise  hat  man: 

^[(1+^)1-1.1. 
2-^  +  ^log(l+^), 


Um  die  Oberfläche  zu  haben,  müssen  wir  das  zweite  Integral 
mit  pa  nnd  das  dritte  mit  pM*  multipliciren  und  hierauf  alle  drei 
addiren.   Diess  gibt  die 
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* 

Oberfläche 

0  * 

=  2  .t  +  2p*)l-l]  +  0(A+o)+^|og(l+V)-^=p|  • 

Will  man  aber  den  cubischen  Inhalt  (der  Schaale) ,  so  ist  das 

1 

erste  Integral  mit  «r,  das  zweite  mit  -^pn*  nnd  das  dritte  mit 
^j>arf3  zu  multipliciren  und  hierauf  alle  drei  zu  addiren.  So  kommt 

Cubischer  Inhalt 

E.  Will  man  aber  obige  Integrale*  statt  zwischen  Grenzen 
von  x  und  y,  zwischen  bestimmten  Grenzen  von  x'  und  y*  neh- 
men, die  wir  durch  (x')' ,  (.*:')"  »"d  («')',  (#V  bezeichnen,  so  wer- 
den sich  die  Grenzen  von  x  und  y  darnach  bestimmen. 

Setzen  wir  nun  die  Grenzen  (x'Y-,  (x')"  und  (y')',  (y')*  nach 
einander  beziehlich  in  die  beiden  Gleichungen 

(x'-x)  VT+^TTV  +  a&,=0, 



(y'-y)VT+&,*  + 8z,*  +  fle2s=o; 

so  stellen  sich,  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Urcurve,  Selbst  wenn 
-  (y')'  in  Funktion  von  (x*)  und  {y')H  in  Funktion  von  (x*f  gege- 
ben wftren,  vier  Gleichungen  zwischen  y  und  x  dar,  und  wir  bezeich- 
nen die  daraus  hervorgehenden  Funktionen  y  von  x  mit 

»>)  y-=r(x), 

c)  y=f*{x), 

d)  'y=fHx). 

Sind  (Taf.  III.  Fig.  4.)  JA'  und  .4  F  die  Coordinatenaxen  der  Ebene 
(.^),  so  sei  die  Curve  JM>  durch  die  Gleichung  a),  £C  durch  b), 
ÄC  durch ic)  und  DE  durch  d)  dargestellt  und  das  Viereck  BDEC 
repräsentirt  die  Grenzen ,  zwischen  denen  die  Integrale  zu  nehmen 
sind.  Verbindet  man  die  Gleichungen  a)  und  c)  mit  einander,  so 
bestimmt  sich  dadurch  der  Punkt  B,  dessen  Abscisse  wir  durch 
xx  bezeichnen,  a)  und  d)  bestimmen  den  Punkt  D,  dessen  Ab- 
scisse wir  =x«  setzen,  b)  und  c)  bestimmen  C\  dessen  Abscisse 
=xs  und  endlich  bestimmen  b)  und  d)  den  Punkt  E,  dessen  Abscisse 
~x^. 

Es  ist  nun  aber  Viereck 


> 
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•)   BDEC=  BDxtx9  -  CExzx*  -  BCxxx*  +  DEx*x4 . 

Nachdem  nun  eines  der  obigen  Integrale  in  Beziehung  aaf  y 
genommen  worden  ist,  wird  man  es  mit  y  =  0  beginnen  lassen 
und  in  dasselbe  nach  einander  die  Funktionen 

y=fl(x),  y=rw,  y=f*(*)>  y=tH*) 

substituiren,  hierauf  in  Beziehung  auf  x  integriren,  and 

das  Iste  zwischen  den  Grenzen  xx  und  xit 
das  2te        „        M        „       x%  und  ar4. 
das  3te        „         „         „      xt  und  ara  und 
das  4te         „         „        „       xt  und  a-4 

nehmen,  und  dieselben  mit  den  im  zweiten  Theil  der  Gleichung 
e)  enthaltenen  Zeichen  additiv  zusammensetzen.  Ist  aber  x%<^xlt 
so  muss  BDxtX^  negativ  genommen  werden.  Gleicherweise  Ändert 
sich  das  Zeichen  von  CEx^x^,  wenn  ar4>.r8. 

Hiedurch  bezweckt  sich  die  Quadratur  eines  Stücks  der  Nor- 
malfläche,  welches  von  parallelopipcdalisch  aneinandergereihten 
Ebenen,  die  mit  den  Coordinaten-Ebenen  (xx)  und  (zy)  parallel 
laufen,  abgeschnitten  wird. 

* 

Weit  schwieriger  ist  hier  die  Cubatur  auf  solche  Weise,  dass 
dadurch  ein  Körper  bestimmt  werde,  welcher  prismatisch-  zwi- 
schen dem  abgeschnittenen  Strick  der  Normalfläche  und  der  Ebene 
(xy)  liege;  denu  obige  Integrale  geben  noch  immer  einen  Körper- 
theil,  welcher  normal  zwischen  den  correspondirenden  Stücken 
der  ür-  und  Normalfläche  lifegt. 

Will  man  zu  diesem  Zwecke  nicht  unmittelbar  die  Gleichung 
der  Normalfläche  bestimmen  und  benützen,  so  handelt  es  sich  darum, 
vier  prismatische  Körperstücke  theils  zu  addiren,  theils  zu 
subtrahiren,  deren  Seitenflächen  senkrecht  auf  der  Ebene  (xy) 
stehen  und  im  Uebrigen  theils  von  der  Ebene  (xy)  und,  dieser 
gegenüber,  von  einer  durch  den  Fortgaug  der  Erzeugungslinie  a 
gebildeten  krummen  Oberfläche  begrenzt  werden.  Das  erste  Ge- 
schäft ist,  die!  Gleichung  dieser  letztem  (oder  vielmehr  vier  letztern) 
zu  entwickeln. 

Hiezu  dienen  die  Gleichungen  der  Normale 
x"-x  +  Bz,(i"-i)=:t) 

i 

und 

3fw-3T+ar,(*"-i)=0,  s 

wo  x",  y"  und  x"  die  Ordinatenwerthc  der  Normale  bezeichnen, 
während  neide  Gleichungen  noch  überdioss  x,  y  und  z  enthalten.. 
*  eliminirt  sich  vermittelst  der  gegebenen  Gleichung  der  Urcurve. 
Hierauf  wird  man  nach  einander  die  oben  bestimmten  Funktionen 

16  ♦ 
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((a),  b),  c)  und  d))  statt  y  substituiren ,  und  zwischen  beiden 
as  noch  übrig  bleibende  x  eliminiren.  Die  Eliminationsgleichune 
'wird  dann  jedesmal  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  ar,  yf*  und 
z"  jener  Überflmheti  sein. 

Die  theilwcise  Coordinaten  -  Verwandlung  im  obigen  zweiten 
Beispiel  fuhrt  uns  zur  der  Betrachtung  im  folgenden  Aufsätze. 


Uelier  gemischte  Coordinaten. 

Von 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  zu  Tuttlingen  im  Königreich  Wiirtetnherg. 


Es  ist  bei  der  Behandlung  der  Korper,  so  wie  bei  derjenigen 
der  "Flachen  und  Curven  des  Raumes,  oft  sehr  zweckmässig,  statt 
der  reinen  rechtwinkligen  oder  statt  der  reinen  Polar  -  Coordinaten 
ein  Gemisch  derselben  in  Anwendung  zu  bringen.  Diess  kann  ge- 
schehen, wenn  man  die  Axe  r  unverändert  Clsst,  dagegen  statt 
x  und  y  einen  in  der  Ebene  (xy)  liegenden ,  bis  an  die  Projektion 
eines  betrachteten  Punktes  gezogenen  Radius -Vektor,  und  den 
Winkel  et  nimmt,  den  derselbe  mit  der  Axe  x  macht. 

Die  Formeln  zur  Cubatur  und  Quadratur  der  krummen  Ober- 
flächen,  so  wie  zur  Rectiücation  der  Curven  des  Raumes  gestal- 
ten sich  fär  gemischte  Coordinaten  wie  folgt. 


A.  Cubatur. 

- 

Denkt  man  sich  im  Körper  einen  beliebigen  Punkt,  iäsat  des- 
sen Radius -Vector  um  e/r,  den  Winkel  a  um  da  und  s  um  dz 


* 
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wachsen,  so  bestimmen  die  drei  aufeinander  senkrecht  stehen- 
den Kanten  dr ,  nla  und  dz  ein  Parallelepipcdum,  dessen  Inhalt 
rdrdzdx  liet.    Demnächst  ist  der  cubiscbe  Inhalt  V  des  Körpers 


=fff 


rdrdzda . 


B.  Quadratur  der  Oberfläche. 

Es  stelle  (Taf.  III.  Fig. 5.)  BCG  einen  mit  der  Ebene  (iry)  oder  (ra) 
parallelen  Durchschnitt  dar,  in  der  Entfernung  z  des  letztern  von 
(ra),  und  eben  so  C  einen  in  obigem  Durchschnitt  fixirtcn  Punkt. 
Auch  sei  AX'  mit  der  ursprünglichen  Axe. der  x  parallel,  Sodass 
^CAX'=a.  Nun  lasse  man  a  um  da  wachsen,  so  dass  JBAC 
=  da.  Dann  wird  BE—dr  sein,  so  genommen,  dass  z  constant 
gedacht  ist,  wodurch  BE=drada  wird.  Hierauf  denkt  man  sieh 
x  beliebig  um  dz  wachsend  und  legt  durch  2  und  AC  eine  Ebene. 
Dieser  Schnitt,  so  wie  der  mit  (ra)  parallele  und  von  (ra)  um 
x  -f-  dz  entfernte  Schnitt  werden  sich  in  der  krummen  Oberfläche 
in  einem  Punkte  schneiden,  den  wir  D  heissen.  Ziehe  ich  nun 
von  D  ein  Loth,  DD'  auf  AC,  so  stellt  -CD1  das  Wachsthum  von 
r  vor,  so  genommen,  dass  nurxvariirt,  dagegen  a  constant  bleibt. 
Demnach  ist 

CDt=Br%dz. 

* 

Das  gesuchte  Elementarparallelogramm  hat  nun  als  Seiten  die 
Linien 

BC=da\ft*  +  drtt* 

und 

DC=dzVTV)r?. 

Der  Cosinus  des  von  ihoen  eingeschlossenen  Winkels 'ergibt  sich 
aber  nach  der  sphärischen  Trigonometrie,  wenn  man  cos BCI> 
mit  cobDCD*  muttiplicirt.   Demnach  ist: 

cosDCBzzzcosDCD'.cosBCD' 


folglich 


uigmzeo 


by  Google 


246 


Demnach  das  Elemenfarparallelogram  selbst 


=  BC.  DC. smDCB=dadz  Vr*(l  +  cr-S)  +crff«. 


So  findet  sich  also  die  knimme  Oberfläche 


C.  Rect  ification  der  Linie  des  Raumes. 

* 

Hier  findet  sieb  nur  Eine  unabhängige  Veränderliche,  und  wir 
nehmen  o  als  solche  an.  Die  Transversale  des  Parallelepipedurag, 
dessen  Kanten  sind  rda,  bradu  und  czatla,  ist  aber  gleich 


Als  Anwendung  hievon  geben  wir  Folgendes: 

a).(  Eine  ebene  Curve  bewegt  sieb  mit  sich  selbst  parallel 
nach  einer  auf  ihrer  Ebene  senkrechten  Richtung,  wahrend  sie 
noch  überdies«  um  eine  feste  Axe  rotirt,  so  dass  der  Rotations- 
winkel der  Erhebung  stets  proportional  ist  und  dass  eben  jene 
Axe  auf  genannter  Ebene  senkrecht  steht.  Es  soll  nun  die  Glei- 
chung der  von  der  Curve  beschriebenen  Oberfläche  dargestellt 
werden.  Eis  befinde  sich  in  der  Ebene  (.ry)  (Taf.  III.  Fig.  6.)  die  Curve 
lbf  für  welche  die  Gleichung  y=f(x)  gegeben  ist  Hat  sie  6ich 
nun  auf  angegebene  Weise  um  z  über  (xv)  erhoben,  so  stelle 
LB  ihre  Projektion  auf  (xy)  vor,  so  wie  EX  und  EY  die  Pro- 
jektionen ihrer  Coordiuaten-Axen,  die  mit  der  Curve  rotiren,  wäh- 
rend wir  die  Axe  i  in  die  Rotaüonsaxe  verlegen.  Nehme  ich  in 
LB  den  beliebigen  Punkt  C  an,  und  ziehe  das  Loth  CD,  so 
ist  CD  die  Ordinate  und  "ED  die  Ausrisse  desjenigen  Punktes, 
von  welchem  C  die  Projektion  ist,  und  setze  ich  ED=  X  und 
CD=  Y,  so  findet  zwischen  X  und  Y  dieselbe  Gleichung  statt, 
wie  zwischen  x  und  ,y,  d.  h.  man  hat 


Den  Drehungswinkel  XEx  setze  ich  —  ßt  so  ist  bekanntlich: 


Allein  da  ß  dem  z  proportional  ist.  so  setzen  wir  ß=Az  und  haben 
so  die  Gleichung: 


da  \Tr*  +  CiJ  +  cra*. 
Demnach  findet  sich  der  Bogen  unserer  Curve 


Y=f{X). 


X=y  sin/?  -f  x  cosß , 
Y=ycosß — XBtoß. 
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y  cos  (At)— xb\o  (At)^f[ys\n(Az)  +  .rcos  (Ax)  ] . 
Setzen  «vir  nun 

t/=r»\na 

und 


so  nimmt  diese  Gleichung  folgende  Form  an: 

r  sirf  (« —  Ai) = f[r  cos  (c — At)] . 

« 

1.  Beispiel. 

Setzen  wir  als  Erzeugnngslinie  eine  Gerade,  die  durch  die 
Kotationsaxe  geht,  so  ist,  wenn  sie  Anfangs  mit  der  A  lks  rissen - 
axe  selbst  zusammenfällt,  y=0,  d.  h.  Az=a  die  gesuchte  Gleichung 
der  erzeugtet!  Oberfläche,  und  es  weist  sich  demnach  r  von  x 
und  a  völlig  unabhängig  aus. 

Wollen  wir  nun  zuerst  den  von  unserer  Fläche  begrenzten 
Körper  eubiren,  so  haben  wir 


wo  r  zwischen  den  Grenzen  r=0  und  r=V  genommen  ist.  Hier- 
auf kommt 


Vi 


wo  das  Integral  mit  o=0  beginnt,  Die  andere  Grenze  aber  ist 
az=Ax,  and  so  haben =  wir: 


V—^aJ*  idt=\r*i*A, 


wo  auch  hier  das  Integral  mit  z=0  anrätigt.  Nimmt  man  eine 
roU.Cmdreh«^.,.bt>=^,.,dn...h.t 

v  =       —  2  ' 

also  gleich  der  Hälfte  eines  Cylinders,  dessen  Hohe  — :  und  Ra- 
dius =r. 

Für  die  Quadratur  der  Oberfläche  ist  die  Formel 
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F-  JJ* dadi  V  rHl  +  Sr,*) +&•«* 

unbrauchbar,  weil  für  diesen  Zweck  nothwendig  ist,  dass  tt  und 
«  von  einander  unabhängig  sind,  wahrend  im  vorliegenden  Falle 
r  völlig  unabhängig  ist,  und  zwischen  z  und  a  die  Gleichung  exl- 
stijt  Az=a,  eine  Bemerkung,  die  sich  in  Beziehung  auf  die  Cu- 
batur  nicht  machen  lässt,  weil  hier  dt  im  Innern  des  Körpers 
ganz  beliebig  genommen  ist  und  die  Abhängigkeit  Azzzza  erst 
nach  der  Integration  in  Beziehung  auf  «  bei  der  einen  Grenze  zum 
Vorschein  kommt.  Es  ist  daher  nütbig,  die  Abhängigkeit  auf 
eine  andere  Veränderliche,  etwa  auf  z  zu  werfen,  so  dass  als«, 
dann  r  und  er  als  unabhängig  erscheinen.  Auf -diese  Weise  ha- 
ben wir 

_  1  ,  »  1  .  1   dza 

ör,=  ^  «nd  oVa  =  ^  =  -g^=8-. 
So  hat  man  denn: 

F  = ff  dadr  V>(l+axrÄ)-p£? 

Nun  aber  ist  Bzr=0  und  8z«~i,  folglich 

i 

Die  Integrationen  aber  geben: 

F=(fTT  tr  VT+lV»  +  ^log  M  +  VTflP)]  +  C,  , 

wo  C  and  C  die  beiden  eingegangenen  Constauten  sind. 

Für  r=0  ist  auch  der  Flächengehalt  =Null,  und  soll  er  auch 
Hur  «t=0  gleich  Null  sein,  so  bat  man: 

P=^j[r  V  \+A*r*  +  ^ log (rA  +  VTMV*)] , 

wo  für  eine  ganze  Umdrehung  o  durch  2»  zu  ersetzen  ist. 

Verbinden  wir  mit  der  Gleichung  Az—tt  noch  r=c,  wo  c 
eine  Constante  vorstellt,  so  haben  wir  die  Schraubenlinie.  Wol- 
len wir  sie  rectiticiren,  so  ist 


1 

Zia  —  j  und  t)ra  =  0  » 


daher 
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i 

wenn  *  mit  «=0  anfangen  soll.  Eliminirt  man  A  und  c,  so  kommt 
und  fiir  eine  ganze  Umdrehung 

welches  die  Hypotenuse  des  rechtwinkligen  Dreiecks  ist,  das  z, 
und  den  Umkreis  des  Cylinders  vom  Radius  r  zu  Catheten  hat. 

2.  Beispiel. 

Setzen  wir  eine  Gerade,  die  nicht  durch  die  Rotationsaxe  z 
seht,  so  können  wir  sie  uns  Anfangs  mit  x  parallel  in  einer  Eut« 
lernung  ,y  =  ei  denken.   Alsdann  ist 


r  = 


6i»(a  —  Az) 

die  Gleichung  der  Oberfläche.  v 
Die  Cubatur  gibt  zuerst:* 

*  er  dzda  , 

-2t//sin(«-^)« 

=  jf  dz\C—  cot(a— Äz)\, 

wo  C  die  eingegangene  Constante,  oder 

=  *\f  dz  [cot(a/—  Az) — co  t(a"  -Az)\, 

wenn  man  dieses  Integral  zwischen  den  Grenzen  c  =  «*  und«=a" 
nimmt. 

Nehmen  wir  nun  das  Integral  in  Beziehung  auf  x,  so  haben 

wir 

*7     a*  .■     |  sinjct"  —  Az)~l  „ 
r=ä7|l0gUin(«--A)J+l0«C|- 

wo  C  die  Constante  ist. 
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Soli  der  Cubikinhalt  fiir  2=0  verschwinden,  so  ist 

ö  °  sina' 


und 


a*  .  r~8ina/sin(cr*  —  Ai)~\ 
V=  ZA*0*  Lin«-8in(o'-^x)J 


Diess  ist  der  eubische  Inhalt  eines  Körpers,  der  einerseits  von 
der  krummen  Oberfläche,  anderseits  aber  von  zwei  parallelen  um 
z  von  einander  abstehenden  Ebenen,  so  wie  von  zwei  andern  auf 
den  letztern  senkrecht  stehenden  und  sich  unter  dem  Winkel 
in  der  Rotationsaxe  schneidenden  Ebenen  eingeschlossen  ist. 


Zur  Quadratur  der  Oberfläche  aber  bat  man,  unter  Anwen- 
dung der  Formel 

F= Jj  dudz  Vr»(l+ar,*)  +  dr«*, 


a 

r  = 


sin  (a— .4z)  * 


_  ocos(g — Az) 
dra-"sin(«-^:>* 


o_  _AacoB  (et — At) 
dr%~  sin(a-^*)» 


Substituirt  man  diese  Werthe,  so  ergibt  sich: 

=  — ^  a  j* dt  cotg(<r— At)  V  1  +  ^Än*cotg(o  —  A£j* 

~$äS  *lag[Awotg(a-A)+  V  l  +  ^VcotgCa-^pj+C. 

Sucht  man  diejenige  Fläche,  die  von  einem  bestimmten  Th eil 
der  Geraden  erzeugt  wird,  der  beim  Anfang  der  Bewegung  zwi- 
schen den  Grenien  a  =  a/  und  a=«r*  enthalten  ist,  so  ist  obiges 
Integral  zwischen  den  Grenzen  a—a1  +  A%  und  o=a"  +  At  -zu 
nehmen  und  dann  kommt: 
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F=i«'  [cot«'  VI  +  J*««coü^  -  cot«»       +  ^««coto*] 

+  2^  L  og^flCote*  +  v"r+i*swJ 

für  die  Grenzen  2=0  und  2=2'. 

Wird  nun  durch  eine  geradlinige  Figur,  vermittelst  oben  be- 
schriebener Bewegung,  ein  Körner  erzeugt,  80  ist,  wenn  die 
Grundfläche  (eben  jene  Figur)  gleich  G  gesetzt  wird,  das  Korper- 
eleroent  desselben 

ilV^Gdz,  ' 

folglich  V=Gt,  wenn  das  Integral  mit  2=0  beginnen  soll. 

Es  folgt  hieraus,  das s  man,  um  den  cubischen  Inhalt 
eines  solchen  Körpers  zu  bestimmen,  nur  die  Grund- 
fl&che  mit  der  Hohe  mul  tipl  iciren  darf.  Zur  Bestimmung 
der  OberflSche  jedoch  dient  obige  Endformel  filr  F.  Nehmen  wir 
als  Erzeugungsfigur  z.  B.  das  gleichseitige  Dreieck,  dessen  Seite 
~g,  und  lassen  sich  dasselbe  um  seinen  Mittelpunkt  drehen, 
so  ist 

* 

„  s_ 

°-avr 

•  ■  ■ 

Nimmt  man  hierauf  als  erste  Grenze  an  a'ss^,  so  ist  die 
zweite  «  ss-qi  so  dass 

cotg«'  =  +  VT  und  cotga*  =—  VT. 

Hieraus  ergibt  sich  fär  die  ganze  Oberfläche  des  erzeugten  Kor- 
pers nach  einigen  Reduktionen: 

F 4 gJ  VT+^M*  +  %  (log 4LL*JT^) . 

Substituten  wir  aber  dem  gleichseitigen  Dreieck  ein  Quadrat  mit 
der  Seite  gt  so  ist  a  =  J,  und  nimmt  man  tt=j ,  so  ist 
cota^l  und  cot«"=— 1.     Diess  gibt: 

VT+TH*  +  %  (log  4fct^+4J£). 
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Wollen  wir  aber  eine  Oberfläche  quadriren,  die  durch  die  Bewe- 
gung einer  ebenen  Curve  erzeugt  wird,  so  stellen  wir"  uns  die- 
selbe, wie  diess  bei  der  Differentialrechnung  immer  der  Fall  ist, 
als  aus  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  geraden  Linien  be- 
stehend vor,  so  dass  jedes  da*  ein  Stfick  derselben  zwischen  sich 
fasst,  indem  wir  uns  die  Curve  in  der  Ebene  (xy)  liegend  vor- 
stellen. 

Die  Formel 

F=  \  uz  [cot«'  ^l+Ät^  -  cot«"  V  l  +  ;4*«acota"*] 

z  /     Aacoia1^ V \+A*a*cotu'*\ 
+  2  A  \  °g  ^acoto" + Vl  +  Ä^V 

wird  demnach  die  Oberfläche  eines  unendlich  schmalen  (gewun- 
denen) Streifens  der  Oberfläche  geben«  wenn  wir  o"  —  a'  =da' 
setzen,  und  a  die  Entfernung  des  betrachteten  Elementes  der  Curve 
.  oder  dessen  Verlängerung  vom  Fussuunkte  der  Rotationsaxe  z 
darstellt. 

Setzt  man  aber  in  obiger  Gleichung  «"  =  o'  +  ftV,  wo  dtt  das 
Wachsthum  von  of  vorstellt,  so  entwickelt  sich  als  Differential 
der  Oberfläche,  wenn  wir  auch  von  af  den  Apostrophen  weg- 
lassen , 

dF=  za  ~  V  1  +  ^*«»cot«* . 

- 

Will  man  hier  integriren,  so  ist  vorher  noch  der  Veränderliehe  u 
aus  der  Gleichung  <ler  Curve  in  Funktion  von  o  herzustellen.  Es 
ist  aber  für  jede  ebene  Curve,  deren  Gleichung  zwischen  den 
rechtwinkligen  Coordioaten  x  und  y  gegeben  ist, 

Nehmen  wir  als 

3.  Beispiel. 

Einen  Kreis,  der  sich  nach  oben  angegebener  Weise  um  „ 
einen  Punkt  in  seiner  Peripherie  bewegt,  so  ist  dessen  Gleichung  . 

■  ■ 

und  hieraus 

a-=z—x  =r—  r  cos  a=—  2/1  cos  er2. 

und  diess  gibt: 

rfF=— IRzda  cot  o*  VT+4Ä5B^Äcos«r«cot«a  • 
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Nimmt  man  das  Integral  hievon  zwischen  den  Grenzen  «=0  und 
«=«,  und  verdoppelt  es,  so  hat  man  die  ganze  Oberfläche. 

Man  konnte  sich  die  Aufgabe  stellen,  Curven  zu  bestimmen, 
die  das  Integral  der  Oberfläche  in  endlicher  Form  tiefern.  Hie- 

bei  dürfte  man  nur  a  so  bestimmen,  dass  der  Ausdruck: 

*  ■ 

za  ^Vl  +  i**a*cot«* 
die  verlangte  lntegrabilität  besässe,  wo  dann 

Vi  f  ay4 

die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  darstellen  wurde.  Setzt  man 
z.  B.  a  —  cot«  oder  a=tgc,  so  hat  man 

rfF=  -  2  cot  ad  (cot  a)  VT+A*cota* 


oder 


und 


xdy — y  _ar 


oder 


jrdy—y^  __y 

sind  die  Differentialgleichungen  der  zugehörigen  Erzeugungs 
Curven. 

b)  Gleich  zweckmässig  erweisen  sich  gemischte  Coordinaten  fäi 
die  Anwendung  auf  Curven,  welche  auf  gegebenen  Oberflächen 
eine  constante  Neigung  haben. 

Man  stelle  sich  irgend  eine  Curve  des  Raumes  vor  und  lege 
eine  beliebige  mit  (xff)  oder  (r«)  parallele  Ebene  TAX'  (Taf.  III. 
Fig.7.),  welche  die  Curve  im  Punkte  schneidet,  so  ist  AR  gleich  dem 
Radius -Vector  r.  Denken  wir  uns,  von  R  aus  genommen,  ein 
Element  ds  der  Curve,  so  sei  M  die  Projektion  des  andern  End- 
punktes P  auf  die  Ebene  VAX'.  Es  ist  alsdann  PMR  ein  recht- 
winkliges Dreieck,  in  welchem  der  Winkel  PRM  die  Neigung  der 
Curve  ist.   Wir  setzen  tgPtf  il/=  A. 

Da  nun  PM=dt  und  RM  =  VrW  +  rfr»,  so  ist 
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wo  man  sich  nur  Einen  unabhängigen  Veränderlichen,"  etwa  «, 
zu  denken  hat,  weil  man  es  mit  einer  Curve  zu  thuu  hat. 

Verbindet  man  mit  dieser  Gleichung,  in  welcher  A,  ffir  con- 
stante  Neigung,  unveränderlich  Ist,  die  Gleichung;  der  krummen 
Oberfläche,  so  ist  dadurch  die  gesuchte  Curve  völlig  bestimmt 


1.  Beispiel. 

Es  stehe  ein  gemeiner  gerader  Kegel  mit  seiner  Grundfläche 
auf  der  horizontalen  Ebene  (ra),  so  isti.  wenn  R  gleich  dem  Ra- 
dius der  Grundfläche  und  h  gleich  der  Hohe,  die  Gleichung  des- 


R(k-z)  =  hr,  . 
womit  sich  noch  verbindet 

az  =  JVr*da* +.&-*. 
A3r 

D\esa  gibt  3x= — ^  ,  und  eliminirt  man  dz,  so  kommt 


gibt 

Br  ARB« 

wo  das  negative  Zeichen  genommen  ist,  weil  r  abnimmt,  wenn 
o  wächst.    Die  Integration  liefert 

i 

Nimmt  man  an,  dass  für  den  Anfang,  wo  rxzR,  a=0,  so  ist 
C= log/2  und 

r  4Ra  

oder 


fr=zRe 


\  h      .4  H  ' 
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wo  e  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen.  Da  r  mir  filr  nr=  oc 
gleich  Null  werden  kann,  so  erreicht  die  Curve  die  Spitze  des' 
Kegels  nur  nach  einer  unendlichen  Anzahl  von  Gängen. 

xDie  Rectification  dieser  Curve  aber  vermittelt  sich  durch  die 
Gleichung 

Durch  Elimination  von  r,  cra  und  fix«  entwickelt 


yfk*-A*R* 


ARa 


Nimmt  man  den  Anfang  des  Bogens  für  «=0,  so  ist 

A 
A 


und 

AR* 

Die  ganze  Curve  ergibt  sich  filr  «=  oo,  und  dann  hat  man    . . 

A 

2.  Beispiel. 

Substituten  wir  dem  Kegel  ein  Umdrehungsparaboloid ,  so 
ist  dessen  Gleichung 

2p(Ä-:)=r», 

»  * 

welche  verbunden  mit 

die  Gleichungen  der  Curve  liefern. 
Dm  erat«  gib« 


91        P  ' 


folglich 


-;^=^(r*aa»  +  ar*): 


woraus  man  ableitet 


Apda  =  --\fr*—p*A* 
Die  Integration  bewerkstelligt  sich  bald,  wenn  man  setzt 

und  so  kommt 

*  •  _ 

Soll  IÜr  x=0  auch  o=0  seis,  so  ist  r*=:2f»A  und 
und 

eine  Gleichung,  welcher  man  vermittelst  der  Formel 

tS       tgr-tgVl  +  AFy 
und  einiger  Reduktionen  folgende  Form  geben  kann: 

tg(V"2/>A-p«^«—  Vr*-p*A*— Apa) 

 pA(2ph-r*) 

~  2ph  V  r»— pMHr1  VTph— p*A* ' 

die  in  Verbindung  mit 

2^(A  — 2)=r2 
die  Gleichungen  der  Curve  darstellen. 

« 

Dar  nicht  =Null  werden  kann,  ohne  dass  obige  Endglei- 
chung etwas  Imaginäres  darbietet ,  so  folgt  daraus ,  dass  die  Curve 
den  Scheitel  gar  nicht  zu  erreichen  im  Stande  ist.  Der  kleinste 
Werth,  den  man  r  geben  kann,  ist  r  =  pA'f  und  dies«  gibt  den 

gröss ten  Werth  für  z  —  h  —  ^P^2- 
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*  1 

Zum  Zweck  der  Rectification  hat  man 

*  ► 

th  =  V  r»r/««  +  </r*  +  dz* 

VIT*5  , 

-         =  ~pÄ ~  rt,r> 

folglich 

'  +v 

Will  man  *  mit  s=0,  d.  h.  mit  r2=2/>A  heginnen  lassen,  so 
kommt 

*= — t^TS — 

" nrf  nimmt  man  für  r  den  möglich  kleinsten  Werth  pA„  so  ist 

|  X 

VT-i  j* 


3..  Beispiel. 


Wenden  wir  dieselbe  Theorie  auf  ein  Umdrehung«  -  Ell ipsoid 
an,   dessen  grösster  Kreisdurchschnitt  mit  der  Honzonialebene 
nfallt. 


Wir  haben  für  die  Gleichung  desselben,  wenn  a  und  b  die 
beiden  Halbaxen  der  erzeugenden  Ellipse  sind,  r*=6* — a*  **'  wo" 
mit  sich  verbindet 

■ 

Hieraus  leitet  man  ab: 


Setzt  man 


Abd«=-  —  V  6*-r»     ~  " 


 6TZ.T»  =X  > 


so  arbeitet  man  sich  leicht  zum  Integral  hin: 


IT 
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Jj-aT  rHaHAW)  -  A*W\  V  a*+A*b*  1  f"  4  fi^^A^-A^b^ 
tL-LV       A*V\b*— r2)       I*"       ^6      tgL\  (a*+J26a)(6a— r*)J 

L$sst  man  den  Winkel  a  beginnen  mit  r~b3  so  hat  man 

C=2\  Ab  V' 

und  wir  können  unserm  Integral  leicht  die  Form  geben : 


Ab 


+ A*'b*  irif («H A*b*) (6g-r*n    2ri/      ^»6*(6*^/*)  -| 
16       tgLY  r*(a*Hj-^«)-i<«6«J     tgL\  rW+'W)  -^«J  ' 


6* 

oder  wenn  wir  r*=&*  »x*  setzen: 


a=  ^  tgL\  a*-*(a*+AW) JliL V^**(«<f3«*J J ' 

Auch  hier  erreicht  die  Curve  den  Scheitel  nicht,  indem  sich  dem 
s  kein  grosserer  Werth  geben  ISsst  als  2=r?===und  demrkein 

kleinerer  als  r=        — --— —  • 

■ 

Für  die  Rectification  aber  haben  wir 


1IÄ      '  V"6W ' 
dessen  Integral  ist: 

Lassen  wir  *  mit  a=0  oder  r=6  beginnen,  so  ist  C=  0 
und  es  ist: 

Für  die  ganze  Curve  aber  ist: 
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AH* 


«~h*  *Z  e n£e*?ndern  Fall,  dass  dasEllipsoid  in  eine  Kugel  über- 
geht,  deren  Radius  =Ä,  hat  man  a=6  =  Ä,  und  die  beiden  Glei- 
chungen der  Curve  sind: 

und 

vh^i r 4/"~*«(i+^1)  i   1  r      A  I 
^  tgLv  ^-z»a^J~t^Lv^"-^n+^)J' 

während 

» 


bleibt.  Für  die  ganze  Curre  aber^  wo  *  nur  bis  auf  gTP~iL_. 
wachsen  kann;  ist  '  %  1  1  A% 
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lieber  die  Rotation  eines  Körpers, 
der  nur  in  Einem,  mit  der  fixen  Ro- 
tationsaxe  unabänderlich  verbunde- 
nen, aber  ausserhalb  derselben  gele- 
genen Punkte,  gehalten  wird. 

Von 

Herrn  Brenner, 

Lehrer  zu  Tuttlingen  im  Königreich  Würtemberg. 


Es  Bei  (Taf.III.  Fig.  8.)  die  Uotationsaxe  RT,  der  mit  derselben 
unabänderlich  verbundene  Punkt  G,  so  dass  das  Lotb  GT^E 
constant  ist,  und  im  Punkte  G  werde  ein  um  RT  rotirender  Kur- 
ier gehalten.  Wir  wollen  nun  die  Lage  des  Körpers  bestimmen, 
so  wie  andere,  hieher  gehurige,  Umstände  entwickeln. 

Ich  nehme  G  als  Coordinaten- Anfang,  lasse  die  Axe  der  x, 
nemlich  GXt  mit  dem  Lothe  GT  zusammenfallen,  ziehe  die  Axe 
der  z,  6rZ,  mit  der  Uotationsaxe  RT  parallel;  dann  wird  die  Axe 
der  y  in  G  senkrecht  auf  beiden  stehen.  —  Hierauf  denke  ich 
mir  im  Korper  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  y  einen  Atom 
A,  von  dem  aus  ich  ein  Loth  AB  auf  die  Ebene  (z.r)  oder  ZGX 
ziehe.  Vom  Punkte  Ii  ziehe  ich  noch  die  Lothe  NBO  und  BM> 
so  ist 

BJS—or, 
AB=y, 
BM=z. 

Ferner  ziehe  ich  noch  durch  den  Körner  die  beliebige  in  der 
Ebene  ZG  TR  liegende  Axe  67/,  auf  dieselbe  das  Loth  BC, 
hierauf  die  Lothe  L'F  und  CL,  und  verlängere  MB  nach  D. 
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Hierauf  setze  ich : 

AC=r, 
6C=£, 
^ACß  =  w, 

so  hat  mau: 

BC=zrcoaw, 
AB=rs\nw, 
CD = r  cos  w  sina , 
#/>=rco8trcos« , 
GL=tcosa, 
CL~Bs\na; 

utid  hieraus  folgt  für  die  Coordinaten  des  Atoms  Ai 

x = e  cos«  -+■  r  cos»  sina , 
f/=rsinir, 

2 -f sina  — r cos«; cos«. 

Durch  die  Rotation  entsteht  eine  von  der  Rotationsaxe  ah 
gehende  Centrifugalkraft,  und  denken  wir  uns  dieselbe  jedem  Atom 
eingeprägt,  so  können  wir  den  Kürner,  wenn  und  wofero  er  eine 
gegen  d*ie  Rotationsaxe  unabänderliche  Lage  angenommen  hat, 
als  im  Gleichgewicht  befindlich  betrachten,  indem  »ich  dessen 
von  der  Rotation  abhängige  Lage  im  Räume,  wegen  der  constant 
vorausgesetzten  Rotationsgeschwindigkeit ,  leicht  angeben  läset. 

Bezeichnen  wir  diese  Geschwindigkeit  mit  «,  so  ist  die  Cen- 
trifugalkralt  des  Atoms  A 

z=8*.AO  nach  der  Richtung  OA. 

Lassen  wir  r  um  dr.  w  um  dw  und  t  um  de  wachsen,  so  kanu 
man,  wenn  die  Dichtigkeit  des  Körpers  mit  p  bezeichnet  wird, 
die  Masse  des  Atoms  ausdrücken  durch 

,  qrdrdulw . 

Es  ist  demnach  die  Grösse  der  Bewegung  desselben  nach  der 
Richtung  OA  gleich 

* 

QH^rdrdfdtc  .AO . 

Zerlegen  wir  diese  Kraft  in  ihre  Composanten  nach  den  Axen 
x,  y  und  z,  so  haben  wir 

die  parallel  mit  x  wirkende  Kraft  =—Q**r<lrthdw.coaA  OB 

z=—(ft?rdrdEdte(E—ecoact — rsiuacosto), 
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die  parallel  mit  y  wirkende  Kraft  =  —  Q^dnUdwBimo, 
»»       »f      h   z       t>        »»     —  Null, 

Dagegen  wirkt  parallel  mit  der  Axe  der  x  die  Schwere  g,  folglich 
ist  die  mit  %  parallel  Taufende  Grösse  der  Bewegung 

——flQrffrdBilw» 

Endlich  setzen  wir  noch  den  Druck,  der  in  G  auf  den  Kör- 
per ausgeübt  wird,  parallel  mit  ar,  y  und  x,  gleich  tt,  v  und  w, 
während  die  Coordinaten  dieses  Punktes  alle  gleich  Null  sind. 

Somit  gestalten  sich  die  sechs  Bedingungen  des  Gleichge- 
wichts, wie  folgt: 

Für  dio  den  Coordinaten  parallelen  Kräfte: 

1)  V— p«1 X  JjJ  rdrdsdw(E— «cosa— rsin«costo)=:0, 

r 

2)  r  —  o»«  JJJ*  r*drdtdw8\nwz=0,  * 

3)  lo-gg JjJ  rdrdedw-Q. 
Für  die  Momente: 

- -q* 1  JJJ*  i2drdedw9iim(E  —  «cos«— r  sinacos«?)  —  ^, 

5)  ffQ J£f  rdrdetUc(€cosai-rco8W8ioa) 

—  V* JJJ* ^ilg  dw  («slß«— rcostccos«)  (JE— £cos«-^8in«cosu») =0 , 

6)  gQ  JJJ*  f%drdi'dw%wu> 
-  o  **  fff  r*drdedtca\mc(?s\ nur— rcosircos«)  —  0 . 


Nehmen  wir  als  einziges  Beispiel  eine  cylindrische  Stange, 
deten  Axe  mit  GH  zusammenfällt,  so  sind  die  Integrale,  wenn 
die  Länge  der  Stange  — /  und  der  Halbmesser  .=  K ,  in  Bezie- 
hung auf  £  zwischen  den  Grenzen  s  —  0  und  f—  /,  in  Beziehung 
auf  r  zwischen  r  =  0  und  rz=.lt,  und  in  Beziehung  auf  w  zwi- 
schen m>=0  und  w  —  2tc  zu  nehmen,  so  dasjs  alle  Integrationen, 
selbst  in  ihren  Grenzen,  von  einander  unabhängig  sind. 
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Man  bat  aber,  zwischen  den  Grenzen  H>=0  und  «>=2je: 

dtccosw  -  sin  wsrO1, 


/ 


f' 


du>8inw  =  —  costo  =  0, 


r/tc  sintc  cos  to  = — jcos2m>=U, 


1  1 

dwco&w* = j  sin  2tc  -f-  ^    = » . 

Man  wird  daher  alle  Differentiale,   in  welchen  sinus  und  Co- 
sinus von  to  und  deren  Produkte  zum  Vofschein  kommen»  weg-  - 
lassen  und  nur  cosw*  beibehalten.  Mittelst  dieser  Bemerkung  wird 
man  bald  haben: 

4  ■ 

7)         it=p«2Ä%J(£  —  ^/cosa), 
r=0, 

i 

8)         *o=ffQ  R*nl  =  dein  Gewicht  der  Stange. 

Die  Gleichungen  4)  und  6)  aber  werden  identisch  Null,  während 
5)  liefert: 

9)  6o7cosa-6£«2/sio«  +  «Vmacosa(4P-3/P) =0, 

* 

✓  welche  zur  Bestimmung  von  u  dient. 

Für  den  Fall,  dass  man  nur  eine  materielle  Linie  im  Auge 
hat,  kann  filr  7)  und  8^  R  nicht  gleich  Null  sein,  weil  die  Linie 
in  diesem  Falle  die  wirklich  inathematische  Linie  wäre.  Allein 
eüP«  ist  gleich  der  Masse  der  Längeneinheit,  die  wir  fu*r  die 
materielle  Linie  =  m  setzen. 

Hingegen  muss  in  9)  wirklich  R  =0"  sein,  weil  auch  bei  der 
materiellen  Linie  R  gegen  /  verschwindet.  So  haben  wir  also 
für  die  materielle  Linie,  wenn  wir  deren  Lange  =f  setzen:  * 

10)  u  =  m**r(E— i/'cos«), 

11)  w=mgl', 

12)  35rco8o— 3A,«»siUö  +  2r«*sinocoe,«=0. 

Betrachten  wir  aber  den  Fall ,  wo  es  sich  um  einen  auf  einer 
steifen  mathematischen  Linie  sitzenden  Atom  m  handelt,  so  ha- 
ben wir  bloss  nothig,  die  zwei  rechten  Seifen  von  10)  und  11) 
in  Beziehung  auf  /'  zu  differentiiren ,  und  dü  mit  m  sich  ver- 
schmelzen zu  lassen;  hingegen  12),  welche  bereits  mit  /'»weg- 
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dividirt  worden  ist,  wieder  mit  t*  zu  multipticireii ,  und  hierauf 
ebenfalls  in  Beziehung  auf  /'  zu  differentiiren.  Auf  solche  Weise 
haben  wir,  wenn  die  Länge  der  steifen  Geraden  ist; 

13)  tt  =  ma»(£-rco8a),  . 

14)  .        w  =  mg , 

15)  gcosa^Etflainct  -f-  f  »*sina  cosa=0 . 

Die  aus  u  und  tv  [13)  und  14)]  zusammengesetzte  Resultante 
iiiuss  mit  der  Axe  x  den  Winkel  a  machen.  In  der  That,  setzt 


«=.^(i;-rcos«)==t8a'  ;■  ; 

so  entwickelt  sich  hieraus  15).  Diese  Bemerkung  Ifisst  sich  we- 
der für  die  cylindrische  Stange,  noch  für  die  materielle  Linie 
machen,  denn  dort  würde  jeder  Atom  für  sich  eine  andere  Gleich- 
gewichts -  Lage  annehmen.  Jeder  Atom  stört,  wegen  des  festen 
Zusammenhanges,  den  andern,  und  die  Gesammtw irkung  ist*  dass 
die  Axe  GH  eben  den,  durch  9)  oder  12)  bestimmten' Winkel  a 
mit  der  Axe  x  macht.  Diess  zeigt  sich,  wenn  man  /  oder  /'  etwa 
um  dl  oder  dV  wachsen  iSsst,  und  dabei  zusieht,  ob  dadurch  auch 
a  einen  Zuwachs  erleidet.  Differentiiren  wir  daher  9)  und  12)  in 
Beziehung  auf  a ,  /  und  /',  so  haben  wir ,  wenn  noch  respective 
9)  und  12)  selbst  mit  den  entstandenen  Differentialgleichungen 
verbunden  wird: 

*  ■• 

jr*   sin«gcosa»(4/»  +  3fl2) 
da  _  dl  f}(2  ■   ff  coga3  +  j^fijjg- 

und 

r  sina*cosa* 

du— de  -tt  • 


3    gcosa*  +  E**s\o«*' 


Diese  Gleichungen  liefern  nur  dann  </a=0,  wenn  entweder 
sina^O  oder  cosa=0.  Allein  9)  und  12)  können  unmöglich  diese 
We'rthe  geben,  wenn  nicht  einer  der  Werthe  gt  /,  E,a  der  Nu  l  l  gleich  ist 
Es  erfeidet  demnach  u  fiir  jeden  Werth  er,  den  die  Gleichungen 
9)  und  12)  darbieten,  einen  Zuwachs,  wofern  /  oder  V  einen  sol- 
chen erfahren. 

Sehen  wir  jetzt  zu,  unter  welchen  Bedingungen  unsere  drei 
Fälle  gleiche  Neigungswinkel  «  liefern.  Dividiren  wir  9)  mit  67 
und  12)  mit  3,  uud  vergleichen  hierauf  die  entstandenen  Gleichun- 
gen mit  15),  so  geben  V),  12)  und  15)  denselben  Winkel  «,  w  enn 
man  hat: 


16)  — ni"-  =3 '-5"  "/ 


und 


■- 
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17)  *"=§/'. 

Da  nun  f  sich  kleiner  ausweist  als  /  und  al»  l',  so  folgt  daraus, 
dass  sich  sowohl  in  der  Axe  der  cylindrischen  Stange,  als  auch 
in  der  materiellen  Linie  ein  Punkt  befindet,  der  von  der  Wirkung 
der  übrigen  Atome  des  Systems  keine  Störung  erleidet,  und  man 
konnte  ihn,  in  Beziehung  auf  dieses  System,  den  Rotations  -  Mit- 
telpunkt nennen.  Seine  Entfernung  vom  Punkte  G  wird  durch  die 
Gleichungen  16)  und  1?)  angegeben. 


Stellen  wir  nun  eine  Untersuchung  an  Aber  die  Ansaht  der 
Gleichgewichtslagen,  so  ist  vorerst  zu  bemerken,  dass  man  den 
Gleichungeo  9),  12)  und  15)  folgende  Form  zu  geben  im  Stande  ist: 

18)  ^  tga -f- sina =0. 

Da  nun 

tga 

„  .  sin  et—       ~    .. .  , 

V  1  +  tga» 

so  entwickelt  sich  die  Gleichung:  >■ 
tK«««-2£tg«'+(^i^=-1)tg«*-2P(g«  t  £=o. 

Diese  Gleichung  kann  höchstens  vier  Werthe  ftir  tga  liefern, 
und  da  jeder  Werth  von  tga  zwei  Werths  ftir  a  darbietet,  so 
scheinen  sich  acht  Gleichgewichtslagen  herauszustellen.  Diese 
Verdopplung  rührt  jedoch  von  der  Quadratur  der  Gleichuog  18) 
her,  und  wenn  man  die  vier  Werthe  ftir  tga  oder  die  acht  Werthe 
ftir  a  aufgefunden  hat,  wird  man  sie  jedesmal  noch  vermittelst 
der  Gleichung  18)  prüfen,  wodurch  sich  vier  als  unbrauchbar  zei- 
gen werden.  Jedoch  gibt  die  Gleichung  des  vierten  Grades  für 
tga  nicht  unbedingt  vier  Werthe, 'sie  kann  auch  wediger  liefern, 
und  wir  könnten  nun  aus  derselben  die  Bedingungen  aufsuchen* 
unter  denen  nur  drei,  zwei  und  vielleicht  auch  nur  eine  oder  gar  keine 
Gleichgewichtslage  existireji  würde.  —  Alles  dieses  ergibt  sich 
jedoch  vollständiger  nnd  weit  einfacher  ans  der  unmittelbaren  Be- 
trachtung der  Gleichung  18).  Zu  diesem  Befaufe  setzen  wir  die 
vordere  Seite  dieser  Gleichung  =  tr  und  unterscheiden  aber  die 
vier  Fälle,  in  denen  a  einen  Winkel  im  Umfang  des  ersten,  zwei« 
ten,  dritten  und  vierten  Quadranten  bezeichnet.  Wir  erhalten 
somit: 

für  den  lsten  Quadranten  u  =  p  —  «y  tga  +  sin«, 
.,     „   Steil  »         u=p  +  otga  +  sina, 

„     „   3ten  „         u=p  —  o  tga  —  sina, 

„     „    4ten  „         H=p  +  q  tga  -sina. 

Indem  wir  uns   nun  a  von  a=0  bis  a  =  2«  wachsend  denken, 


stellen  wir  u  für  jeden  Quadranten  in  dessen  Grenzen  dar,  und 
bezeichnen  diese  urenzwerthe  durch 

Es  ergibt  sich  nun  für  den  ersten  Quadranten : 

-  i 

«|JT  =  00. 

; 

Es  geht  demnach  t*  im  ersten  Quadranten  durch  Null  und  zwar 
nur  einmal;  dem 
wächst  dasselbe 

Für  den  zweiten  Quadranten  ist: 


nur  einmal;  denn  sobald  7  tg«  crosser  geworden  ist  als  p -f  sin«, 
fort  während  und  sehr  rasch  bis  aut  oo. 


M|7r  =  OC. 
Un  —  P- 

Also  geht  u  in  diesem  Quadranten  nicht  durch  Null ,  weil  es  auch  im 
Zwischenraum  nie  negativ  wird. 

För  den  dritten  Quadranten  ist: 

k 

Un=p, 
Mj7r— —  CT- 

Demnach  geht  hier  u  durch  Null,  und  zwar,  wie  im  ersten  Qua- 
dranten, nur  einmal. 

Endlich  ist  för  den  vierten  Quadranten: 

Allein  hier  ist  keine  absolute  Unmöglichkeit,  dass  im  Zwischen- 
räum  u  nicht  negativ  wflrde.  Um  diese  Frage  zu  entscheiden, 
suchen  wir  (ffir  den  4ten  Quadranten)  das  Maximum  und  Mini- 
mum von  u  auf.   Wir  haben : 

8"«=^5b-CO8I'=0- 

woraus 

* 

coso  = 

Soll  ein  Max.  Min.  stattfinden,  so  muss  demnach  nothwendig 
7<1  sein.    Setzt  man  aber  den  Werth  cos«  =  7!  in  w,  so  folgt: 

u=p  —  (l-tf-)l. 
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Ist  nun  die  Grösse  p  —  (1  — fl)I  positiv,  so  geht  u  nicht  durch  • 
Null;  ist  es  aber  negativ,  so  liefert  die  Gleichung  18)  zwei  neue 
Werthe  für  «,  aber  auch  nicht  mehr  als  zwei,  weil 

p-(l-*!)l 
nur  Einen  Werth  haben  kann.    Ist  aber 

(1-^)1=0, 

so  zeigt  diese  nur  Eiuep  weitern  Werth  für  a  an.  Fassen  >vir  das 
Resultat  dek  ganzen  Untersuchung  eusaramen,  so  haben  wir: 

's. 

a)  der  erste  Quadrant  enthalt  unbedingt  eine  Gleich- 

gewichtslage; 

b)  der  zweite  gar  keine; 

c)  der  dritte  unbedingt  eine;  . 

d)  der  vierte  eine,  wenn  pa=(l  —       und  zugleich  ?<1; 

zwei,  wenn />»<(1—?1)»  „        „  y<l; 

„      keine,  wenn  p*>(l  —  ??)3,  obschon  auch 
wäre  7<1; 

„       „      jedenfalls  gar  keine,  wenn  q  >  1. 

Ersetzen  wir  p  und  9  durch  ihre  Werthe,  so  verwandeln  sich 
die  Bedingungen 

p»<=5>(l-9l)»  und  ?<>1 
für  die  Gieicbung 

9)    in  36^/*  <  =>«4[(4^-3Ä«)I  -  (Ü£7)J]  und  6£/<  -3/tf8; 
12)   in  V <  =  > «* [(2/')? - (3£)l]3  und  3£ <>  2/' ; 
15)   in  .v»<=>.«[ri— £»]»  und 

Was  die  wirkliche  Aufsuchung  der  Wertbe  von  «  betrifft,  so 
dient  die  seitherige  Betrachtung  sehr  zur  Erleichterung,  und*  es 
ist  vortheilhafter ,  sich,  statt  der  Gleichung  des  vierten  Grades 
zwischen  tg«,  der  Gleichung  18)  zu  bedienen.  Da  man  weiss,  in 
welchen  Quadranten  diese  Werthe  zu  suchen. sind,  wird  man  bald 
einen  af  haben,  welcher  der  18)  beinahe  genügt  »Hierauf  wird 
man  denselben  verbessern  .vermittelst  des  Werthes 

\    v— cos«;a  / 

Für  die  Aufsuchung  der  Werthe  des  vierten  Quadranten  ist 
es,  wofern  sie  eiistiren  und  wofern 

u=/?-(l  — 
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ziemlich  klein  ist,  immer  vortheilhaft,  als  ersten  Näherungswert!! 
cosa'-—f/l  zu  nehmen.  Denkt  man  sich  hierauf  für  a*  einen  Zm- 
wachs  A,  so  wird  man  nach  dem  Taylor'schen  Lehrsatz,  die 
Gleichung 

;,-Vtg(o'+A)+8in(«'+Ä)=0 
nach  Potenzen  von  h  entwickeln ,  und  zunächst  erhalten :  - 

/>-7tga'  +  siiioi+Ä(coso/— ^J^)—  +l)sina'=0, 

wenn  man  sich  mit  der  zweiten  Potenz  von  k  begnügen  will. 
Hier  ist  aber  der  Coeflicient  von  h  gleich  Kall,  uod  ersetzt  man 
cosa'3  durch  </,  so  kommt 


*=±v 


•2  ftg«'  f  siiin' 
3  "  siua/ 


Der  eine  dieser  Werth«  bietet  die  Correction  für  den  einen  und 
der  andere  für  den.  anderen  Werth  von  a'  dar.  (Jehrdens  ist  man 
im  Stande,  die  Aufgabe  durch  Conetruction ,  vermittelst  .eines 
Kreises  und  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  zu  losen. 

Denken  wir  uns  die  Länge  der  cyliudrischen  Stange  oder  der 
materiellen  Linie  von  Null  an  wachsend,  so  werden  die  End-, 
punkte  aller  dieser  Längen,  das  System  stets  im  Gleichgewicht 
gedacht,  eine  Curve  darstellen.  Das  Gleiche  wird  der  Fall  sein, 
wenn  -  wir  statt  obiger  Endpunkte  die  Scbwingungsmittelpunkte 
nehmen.  Für  den  Schwingungsmittelpunkt  gehen  aber  die  Glei- 
chungen <J)  und  12)  in  15)  über  und  diese  ist  es,  welche  die  von 
allen  Schwin^ungsmittelpunkten  beschriebene  Curve  darstellt,  in- 
dem /"  als  Radius* Vector  angesehen  wird.  Gehen  wir  Aber  auf 
rechtwinklige  Coordinaten,  so  haben  wir  zu  setzen: 


und  haben 


%i  x 
'8in«=pi  und  coscr=  ^ 


gx  —  E»*y  +  r»xy = 0 


Den  Coordinaten- Anfang  verlegen  wir  in  einen  andern  Punkt,  und 
setzen  zu  dem  Ende: 

x  =  a  -f  x'  t 

wodurch  wir  erhalten: 

(ga  +  «*a0  -  bE»*)  +  (g  +  »H)x  -f  *Hu~E)g  +  »*ay=Q. 
Setzen  »vir  a=E  und 
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so  wird 

welches  eine  gleichseitige  Hyperbel  anzeigt,  deren  rechtwinklige 
Koordinaten  zugleich  ihre  Asymptoten  sind;  und  zwar  ist  die  eine 
Asymptote  die  Drehungaaxe  RT,  wahrend  die  andere  unterhalb 

und  parallel  mit  GX  um  die  Grosse  ^  liegt. 

Will  man  daher  diese  Aufgabe  durch  Construction  losen,  so 
wird  man  vorerst  zwischen  den  angegebenen  Asymptoten  und  ver- 

mittelst  der  Gleichung  y.r  =  -f    eine  Hyperbel  construiren  und 

hierauf  von  G  aus  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  beschreiben  mit 
dem  Halbmesser 

V  —   oder  t"  =  ^V . 

Die  Punkte,  in  denen  der  Kreis  die  Hyperbel  schneidet,  werden 
die  Gleichgewichtslagen  angeben.  —  Daraus  folgt  wieder,  dass 
es  nie  weniger  als  zwei,  und  nie  mehr  als  vier  Gleichgewichts- 
lagen geben  kann.  Auch  lassen  sich  hier  noch  leichter  die  übri- 
gen obigen  Folgerungen  entwickeln. 

Die  Frage  über  dus  stabile  und  nicht  stabile  Gleichgewicht 
der  verschiedenen  Lagen  entscheidet  sich,  wenn  wir  die  Unter* 
suchung  nur  für  den  Kotationsmittelpunkt  anstellen.  Ist  nun  die- 
ser Mittelpunkt,  den  wir  uns  um  einen  sehr  kleineu  Winkel  £  aus 
dem  Gleichgewicht  gerückt  denken,  der  Punkt  C,  so  wirkt  auf 
denselben  nach  der  Richtung  CL  die  Schwere  y  und  nach  der 
Richtung  FC  die  CentrifugalkYaft 

/"cos«). 

'Zerlegen  wir  beide  Kräfte  nach  der  Richtung  CB,  so  haben  wir 
für  die  auf  C  wirkende  Kraft  (nach  dieser  Richtung) 

g  cos«  —  cosef)  sin  a . 

Folglich  nach  den  Gesetzen  der  Dynamik: 

M2!  f  g  cosa  —  »*(£;— /"cos«) sin« =0, 

wo  das  Differential  in  Beziehung  auf  die  Zeit  t  genommen  ist. 
Ist  nun  «'  der  für  das  Gleichgewicht  gefundene  Winkel,  so  ha- 
ben wir 

«'+$  =  «. 
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Wir  können  daher  die  obige  Gleichung  nach  Potenzen  von  £ 
entwickeln,  und  wenn  wir  annehmen,  dass  $  eine  sehr  kleine 
Grosse  nie  fiberschreitet,  alle  hohem  Potenzen  vernachlässigen. 
Auf  solche  Weise  haben  wir,  bedenkend  dass  nach  15) 

g  Cosa'  —  »*  (E  —  f  coscrO  siner*  =0, 

l"d*l  +  {  [/"«*  (cos«*  -  sin«'*)  -  jE^costf-^sin*']  =0; 

und,  wenn  wir  vermittelst  15)  Vn%  ellminiren  und 

«ycostt^-f  l^sin«*8 
7"  sin«*  cos«'  — 

setzen, 

» 

wovon  das  Integral  ist: 

Csin  «  \TÄ)  +  Ci  cos  (<  \TÄ) . 

Da  £  der  Voraussetzung  gemäss  sehr  klein  ist  und  bleibt,  so 
müssen  es  auch  C  und  (\  sein.  Diese  Voraussetzung  rechtfer- 
tigt sich  nicht,  und  £  kann -zu  einer  bedeutenden  Grösse  anwach- 
sen, d.  h.  das  Gleichgewicht  ist  nicht  stabil,  wenn  A  eine  nega- 
tive Grosse  repräsentirt,  weil  in  diesem  Falle  die  trigonometrischen 
Grössen  in  Exponentialgrossen  fibergehen. 

V  4 

Die  Gleichung 

.         CTCOsrt^  +  f^sin«'* 
A=Z-      /"sin«' cos«- 

zeigt  aber  ftir  den  ersten  Quadranten  eine  negative  Grosse,  folg- 
lich ist  hier  keine  Stabilität  anzutreffen.  Hingegen  ist  A  ftfr  den 
dritten  Quadranten  positiv,  woselbst  ajso  eine  stabile  Lage  ist. 
Im  vierten  Quadranten  aber  hat  ~ 


^  geosa'9  —  ffrVin«'8 

"~     /"sin«' cos«' 

Stabilität  ist  demnach  vorhanden,  wenn 

- 

* 

Verwandeln  wir  nun  15)  in 


9   ,  W  ,» 
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und  eliminircn  aus  dieser  und  aus 


die  tg«',  so  fuhrt  uns  diess  auf 

I 

und  gerade  diess  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  für  den  vierten 
Quadranten  zwei  Gleichgewichtslagen  existiren.  Daraus  folgt,  dass 
beide  dieser  Lagen  stabil  sind» 

Da  nun  die  oben  dargestellte  Hyperbel  ihre  convexo  Seite 
der  Cmdrehungsaxe  zuwendet,  so  folgt  daraus,  dass  sich  die 
untern  Theile  der  rotirenden  Stange  von  ihrer  eigenen  Gleich- 
gewichtslage so  entfernt  haben,  dass  sie  von  der  Axe  abgewen- 
det sind.  Da  ferner  z.  B.  im  ersten  Quadranten  kein  stabiles 
Gleichgewicht  statt  findet,  so  heben  jene  Theile  das  Bestreben, 
sich  von  der  Axe  noch  mehr  zu  entfernen,  woraus  sich  das  eigen-, 
thü'mliche  Gefühl  erklärt,  das  die  Kunstreiter  in  ihren  Fussen  ha- 
ben, deren  Muskeln  von  einer  Kraft  nach  Aussen  gezogen  werden. 


■ 
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Elementare  Darstellung*  der  wichtig- 
sten Eigenschaften  der  gemeinen 

Cycloide. 

(Rectification  und  Quadratur  derselben). 

Von 

Herrn  Professor  Dr.  Schulz-Straszn i tzki 

am  k.  k.  polytechnischen  lnetitut  an  Wien. 


Denken  wir  uns  in  Taf.  III.  Fig.  9.  das  regelmässige  Zwulfeck 
OABCDEFMMQt  O  auf  der  Geraden  OQ6  gewfilzt,  so  dass  die 
Punkte  2,  *$,  4,  5,  F  nach  und  nach  in  die  Lage  QtQiQtQt  Q6 
kommen.  Betrachten  wir  wahrend  dieser  Bewegung  die  aufein- 
anderfolgenden üerter,  die  der  Punkt  O  einnimmt,  neinlich  die 
Punkte  yH|^/tiWjjl/a.1/4f  verbinden  wir  diese  Punkte  durch  die  Ge- 
raden OIaif  lulM.t,  jf/g/tfs  u.  s.  vt. ,  denken  wir  uns  zugleich 
ein  zweites  regelmässige*  Zwulfeck  congriient  mit  ersterm,  nem- 
lich  OQtNiJ,  denken  wir  uns  dieses  auf  der  Geraden  JN6  ||  OQ« 
fortgewälzt,  so  wird  bei  dieser  Bewegung  der  Punkt  iV,  nach  und 
nach  in  die  Lagen iVÄW,iY|iVö  kommen ;  denken  wir  uns  auch  diese 
Punkte  durch  gerade  Linien  verbunden.  Wenn  wir  uns  statt  die« 
ser  Zwolfecke  zwei  '24 Ecke,  48Ecke,  OßEcke  u.  s.  w.  denken,  so 
wird  sowohl  die  gebrochene  Linie  OIUvM.1MaMaMk  als  die 
ONxSaN^N^N^  sich  immer  mehr  und  mehr  der  Cycloide  nfibern. 
Bezeichnen  wir  nun  die  Seite  des  Zwölfecks  durch  x, ;  die  Sehne 

2  3 
von  p>  dea  Kreises  d.  i.  z.  B.  BÖ  durch     ;  die  Sehne  von 

des  Kreises  z.  B.  CO  durch  S3  u.  s.  w. ;  so  hat  man : 
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il#6iV6=2#,;  ^6  =  '4  +  ^- 

Es  sieht  sich  nun  leicht  ein,  dass,  je  mehr  Seiten  das  sich 
walzende  Vieleck  hat,  um  so  mehr  nahem  sich  ONt  und  ü#|iV|; 
il/,  iVz  und  /MjiVj;  >VaiVs  und  iWjiV,  u.  s.  w. ,  woraus  von  selbst 
folgt,  dass  die  Krü'mmungsmittel  punkte  der  oberen  Cycloide  eine 
verkehrt  stehende  untere  Lycloide  bilden,  dass  ferner  die  Krüm- 
mungshalbmesser der  oberu  Tangenten  der  untern  sind. 

Es  lässt  sieb  ferner  leicht  zeigen,  dass  die  Figur 
OJNtNAfli.N%N,0  mit  Qb  OMv  M%  M3  MA  M6  und  eben  so 
OQjttNtfyNtÜO  mit  JU&OfaMiMiMiMt  congruent  ist. 

Da  nun  OQl=zAO  =  *l,  QlNl  =  AB=sl,  ON1=BO=*^ 
ist;  so  folgt  ^OQ^^^ABO; 

Q&^zBC,  Q%N*=BO,  Q^^CO;  LQt&Nt&bBOC 
Q*Q>  =  CD,  0,2V,  =  CO;  Q2Xa  =  DO;  ^Q,Ns^^COD 
Q%Qt=DE,  QAN^=DO;  Q^N^EO;  AQ,^4^ M>OE 
QtQt=EF,  Q6N>=EO;  Q4I\\=FO;    &Q4Q>IS\^ \EOF 

* 

Die  Addition  der  letzten  Gleichungen  giebt: 

OQ^N^N^  O  =  OABCDEF=  halbem  Polygone. 

Da  nun  diese  Betrachtungen  gelten,  das  Polygon  mag  noch 
so  viele  Seiten  haben,  so  gelten  sie  auch  für  den  Kreis.  Wird  also 
ONs  eine  Cycloide,  so  ist  QQsW&  gleich  dem  halben  Erzeugungs- 
kreise, dann  wird  OQ&  gleich  dem  halben  .Umfang  des  Erzeu 
gungskreises,  mit  dem  QzQ6   unendlich  klein  wird,   daher  das 

Rechteck  0C/Q4iVft=2facheiu  Erzeugungskreise,  daher  OJ2V4=£ 
des  Erzeugungskreises. 

Wir  haben  ferner: 


=  H 

=  h~ 

*l 

=  *4  — 

Q*N* 

=  *6  — 

H 

=  *«- 

*4 

onx +^1^,+^a^3+^a^4+^4^ft=*e+*6-*l 


«Iah 


er 


d.  h.  die  gebrochene  Linie  OiV5=OF+  OE—AO  —  Durchmes- 
ser des  umschriebenen,  mehr  Durchmesser  des  eingeschriebenen 
Kreises,  weniger  einer  Seite  des  Vielecks.  Da  nun  diese  Be- 
trachtungen geiten,  Idas  Vieleck  mag  Seiten  haben  in  was  immer 
für  einer  Anzahl,  so  gilt  das  Vorhergehende  auch  für  den  Kreis. 


18 
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,  Hier  werden  aber  Durchmesser  des  eingeschriebenen  und  des 
umgeschriebenen  Kreises  einander  gleich,  und  die  Seite  ver- 
schwindend klein,  daher  die  Länge  von  ON5  oder  die  halbe  Cy- 
cloide  =  doppeltem  Durchmesser  *==  4  fächern  Halbmesser  des  Er- 
zeugungskreises. 

Ich  glaube  das  Vorhergehende  kann  mit  als  Beweis  dienen, 
dass  so  viele  Wahrheiten  der  hohem  Mathematik  auf  entspre- 
chende Art  einem  grosseren  Publikum  zugänglich  gemacht  wer- 
den können.  Die  Anforderungen  der  Gegenwart  an  die  Lehrer 
der  Mathematik  an  technischen  Anstalten  geben  derlei  Untersu- 
chungen einen  Werth. 


Heber  die  Transformation  rechtwink- 
liger Coordinaten  im  Räume. 

Von 

Herrn  R.  Wolf, 

Lehrer  4er  Mathematik  sn  Hern. 


Bekanntlich  ist  die  Transformation  rechtwinkliger  Coordina- 
ten im  Räume  auf  andere  rechtwinklige  Coordinaten  desselben 
Anfangspunktes  von  vielfacher  Anwendung,  und  die  entsprechen- 
den Formeln  Onden  daher  in  jedem  Werke  über  analytische  Geo- 
metrie mit  drei  Dimensionen  ihre  Ableitung.  Für  denjenigen  Fall, 
wo  der  Winkel  der  Ehenen  XY  und  die  Winkel  der  Axen  X  mit 
ihrer  Knotenlinie  in  die  Rechnung  eingeführt  werden  sollen,  wer- 
den dabei  entweder  die  Beziehungen  am  Raumdreiecke  zu  Hülfe 
gerufeh,  oder  dann  wird  das  eine  Coordinatensystein  durch  ver- 
schiedene aufeinander  folgende  Drehungen  um  die  Axen  nach  urwl 
nach  in  das  andere  Coordinatensystem  übergeführt.  Die  folgende 
Ableitung  scheint  mir  beiden  angeführten  Weisen  und  namentlich 
der  am  häutigsten  angewandten  zweiten  Ableitungsmethode  ihrer 
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crössera  Uebersichtlichkeit  wegen  vorzuziehen.  Aus  Taf.  IV. 
Fig.  1.,  welche  wohl  keiner  weitern  Erläuterung  bedürfen  wird, 
lassen  eich  unmittelbar  die  Beziehungen 

x'cruCosqe  +  fSinp, 
t'=zCos0  +  fSin6\ 
u=a:Co8^+ySin^, 


yzruSiny-cCosg, 
t  =xSind  -*Cos0 


abschreiben,  und  aus  diesen  folgen  durch  Elimination  von  *,  t,  ti 
sofort  die  verlangten  Trausformatioosformeln : 

v 

x*  =  (Cosqp  Costy  -f-  Sinp  Simf;  Cosd) 

-f-  (Sint^Cos<3P— Co8^Sin<pCo8Ö)//+Sin6Sin9.x, 

y' = (Cos^Sinp — Sin  V  Cosy  Cos0)  a: 

+  (SinySiny  +  Cos?  Cos^Coeö)  y  —  SinÖ  Cos? .  z , 

z' = — Sinij;  Sind .  x  \  Cdstf;  Sinfl .  y  +  Cosö .  z ; 

aus  denen  sich  theils  unmittelbar,  tbeils  durch  Vergleichung  mit 
den  aus  der  Projectionslehre  hervorgehenden,  die  neun  Winkel  der 
Axen  enthaltenden  Transformationsformelri ,  die  bekannten  Bedeu- 
tungen und  Eigenschaften  der  nenn  Coeffizienten  auf  die  leichteste 
Weise  ergeben. 
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Ueber  die  Relation  zwischen  den  neun 
Cosinus,  durch  welche  die  gegenseitige 
liage  zweier  rechtwinkliger  Coordi- 
naten- Systeme  bestimmt  wird. 

Von 

Herrn  L.  Schlafli, 

Privatdocenten  der  Mathematik  zu  Bern. 


Wenn  wir  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  P  in  Be- 
ziehung auf  das  erste  System  mit  x,  y,  z  und  in  Beziehung  auf 
das  /.weite  mit  x' ,  y' ,  z'  bezeichnen  und  vorerst  nur  die  Ebenen 
xy  und  x'y'  t  deren  Durchschnitt  oder  die  Knotenlinie  und  die 
Lage  der  positiven  Hälften  der  Axen  der  x  und  x'  in  der  An- 
schauung behalten ,  so  sehen  wir  sogleich  ein ,  dass  die  Lage  des 
zweiten  Systems  gegen  das  erste  durch  drei  Grössen  vollstän- 
dig bestimmt  wird.  Diese  sind  1°.  der  Winkel  zwischen  der  Axe 
der  x  und  der  Linie  des  aufsteigenden  Knotens  oder  die  Lirige 
des  aufsteigenden  Knotens  in  der  Ebene  xy ;  2°.  die  Neigung  der 
Ebene  x'y'  gegen  die  Ebene  xy ;  3°.  der  Winkel  zwischen  der 
Knotenlinie  und  der  Axe  der  x'.  Mittelst  dieser  drei  Grossen 
können  die  Cosinus  der  neun  Winket,  unter  denen  die  Axen  des 
zweiten  Systems  gegen  diejenigen  des  ersten  geneigt  sind,  trigo- 
nometrisch angegeben  werden;  und  aus  diesen  trigonometrischen 
Ausdrücken  ergeben  sich  sodann  durch  einfache  Rechnung  die 
bekannten  21  Relationen  zwischen  den  neun  Cosinus.  Mein  Freund, 
Herr  Wolf,  der  bei  seinem  Verfahren  der  Transformation  der 
Coordinaten  diesen  Weg  eingeschlagen  hat  und  ohne  successiver 
Operationen  zu  bedürfen  an  einer  einzigen  Figur  alle  drei  Trans- 
formationsformeln nachweist,  hat  mir  nun  durch  Mittheilung  seiner 
Methode  Veranlassung  gegeben,  denselben  Gegenstand  auch  von 
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der  rein  analytischen  Seite,  wo  er  mit  der  Theorie  der  Elimina- 
tion bei  linearen  Gleichungen  im  Zusammenbange  , steht ,  darzu- 
stellen. 

Wenn  nämlich  die  trigonometrische  Behandlung  den  Vortheil 
gewährt,  dass  bei  derselben  gerade  nur  so  viele  Grossen  ge- 
braucht werden  als  die  Natur  des  Gegenstandes  erfordert,  so 
thut  sie  dieses  nur  auf  Kosten  der  Symmetrie,  insofern  es  ihr 
nicht  gelingt,  drei  unter  sich  unabhängige  Grossen  aufzufinden, 
durch  welche  die  oft  erwähnten  neun  Cosinus  sich  sämmtlich  auf 
gleichmäßige  Weise  ausdrücken  Hessen.  Um  diesen  Uebelstand 
fühlbar  zu  inachen,  brauche  ich  nur  darauf  hinzuweisen,  dass  die 
Axen  der  z  und  z'  anders  als  die  übrigen  Axen  behandelt  wer- 
den. Will  man  dagegen  die  Symmetrie  nicht  verlieren,  so  muss 
man  es  aufgeben,  in  u\en  Formeln  die  drei  unabhängigen  Grossen 
explicite  vor  sich  zu  haben. 

Ich  setze  folgende  zwei  Sätze  als  bekannt  voräus: 

1°.  Wenn  a,  6,  c  die  Cosinus  der  drei  Winkel  sind,  welche 
irgend  eine  Gerade  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet,  so  ist 

a»+6»  +  c*=l. 

2°.  Wenn  zwei  Gerade  mit  den  Coordinatenaxen  resp.  Win- 
kel bilden,  deren  Cosinus  a,  6,  c;  a',  //,  c'  sind,  so  ist  der  Co- 
sinus des  von  beiden  Geraden  eingeschlossenen  Winkels 

=zaa'  ±bb'  +  cc'*). 

Nun  seien  n,  6,  c  die  Cosinus  der  drei  Winkel,  welche  die 
Axe  der  x'  mit*  den  Axen  der  .x,  y,  i  bildet,  und  ebenso  seien 
die  Richtungen  der  Axen  der  «' ,  2'  in  Beziehung  auf  die  Axen 
des  ersten  Systems  durch  die  Ctosinus  a',  6',  c';  a",  6",  c"  be- 
stimmt, so  dass  man  durch  Projectiou  der  aus  den  neuen  Coor* 
dinaten  x\  y,  z'  zusammengesetzten  gebrochenen  Linie  auf  die 
drei  ursprünglichen  Coordinatenaxen  die  Trausformationsformeln 

x^ax'  +  u'y'  +  o"z'  \ 
y=6.r'-f0V  +  &'V  [  (1) 
x=cx'  +  cy  +  c"z'  ' 

erhält.  Vermöge  des  ersten  vorhin  angeführten  Satzes  hat  man 
dann  die  drei  Gleichungen 

a'*  +  6/Hc'»=l,  j  (2) 


,  *)  Von  eben  so  häufiger  Anwendung  nU  dieee  beiden  Sätze  ist  die- 
ser dritte:  Wenn  X,  y,  »;  X4,  y',  V  die  Projectictnen  zweier  begrenzten 
Cteraden  sind,  so  sind  yz*  — *y'%,  *x'  —  z4Xs  xy' — x'y  die  Projektionen 
de«  von  denselben  gebildeten  Parallclogtanim«  auf  die  drei  Coordiaatcn- 
chenen. 
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und .  vermöge  des  zweiten  ,  da  die  drei  Axeo  der  x' ,  y*,  it 
rechtwinklig  schneiden  sollen, 

a'«"  +  6'6"-f  c'c"=0,  >  . 
a"a  +  6"  6  +  c"c=0,  (  (3) 
aa'  +  66'  +  cc'  =;0;  ) 

also  im  Ganzen  6  Beding unps Gleichungen  zwischen  9  Grössen. 
Wenn  nun  keine  dieser  0  Gleichungen  eine  nothwendige  Folge 
der  übrigen  ist,  so  bleiben  nur  drei  unabhängige  Grossen,  und 
sechs  von  den  neun  Cosinus  sind  jeweilen  durch  die  drei  .übrigen 
bestimmt. 

Da  das  erste  Coordinatensystcm  ebenso  auf  das  zweite  be- 
zogen werden  kann,  wie  dieses  auf  jenes,  so  ist  klar,  dasS  die 
angefahrten  6  Bedingungsgleichungen  noch  die  6  folgenden  zur 
notWendigen  Folge  haben  müssen : 

a»+o/»+a'/»=],  etc.         6c+6V+6"c"=0,  etc. 

Es  entsteht  daher  die  Aufgabe,  dieses,  was  geometrisch  a  priori 
eingesehen  wird,  noch  analytisch  nachzuweisen. 


Wenn  'man  die  drei  Gleichungen  (1)  der  Reihe  nach  mit  a, 
6,  c  multiplicirt  end  addirt,  so  ergiebt  sich  unter  Berücksichti- 
gung der  Relationen  (2)  und  (3) 

+ 6y  +  cz,  etc. 

Durch  das  gewöhnliche  Eliminationsverfahren  ergiebt  sich 

6V-6"c'     ,  Ca"  — e"o'  ,a'6"-ö"ft' 
*'=  ^  x+  ^  y+  ^  x,  etc. 

•  » 

wo 

A  =  ab V  +  a'6"c  +  a"6C — a6'V  -  of  bc"  -  af'b'c 

die  unter  dem  Namen  der  Determinante  bekannte  Function  der 
neun  Cosinus  a,  6,  c,  a'  etc.  ist,  welche  die  Eigenschaft  hat, 
durch  jede  Permutation  zweier  Buchstaben  (oder  auch  zweier 
Accente)  in  ihren  entgegengesetzten  Werth  überzugehen.  Man 
hat  also 

6V  —  6"c'  =  <iA,  Co"- c"«'  =  6A,  «'»"— a"6'=cA,  ) 
6"c  -  6c"  =  a'A,  c"a  ~ca"  =  6'A,  a"6-a6"  j  (4) 

6c'  -  b'c  =  a"A,  ca'  -&a  =  b"\,  ab'—a'b  =  &'&.  ) 

Quadrirt  man  die  beiden  Seiten  jeder  in  der  ersten  Horizontal- 
reihe enthaltenen  Gleichung  und  addirt,  so  ergiebt  sich  mit  Rück- 
sicht auf  die  identische  Gleichung 


* 
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{b'c"  -  o"c')*  +  (cV  -0"«')»+  (a>b"  -  «"AO* 
=  (a'»  +  o*  +  c*)  (a"»  -f  6'*  +  c"*)  —  («V  +  6'6"  +  c'c")» 

vermöge  der  Relationen  (2)  und  (3) 

l=Aa  •  (S) 

Also  ist  entweder  A=?l  oder  ^=—1.  Nimmt  man  an,  das 
zweite  Coordinatensystem  sei  so  beschaffen,  dass,  wenn  die  po- 
sitiven Axen  der  a?,  y  mit  den  positiven  Aren  der  x,  y  resp. 
zur  Coiucidenz  gebracht  werden,  dann  auch  die  positive  Axe  der 
z'  mit  der  positiven  Axe  der  z  und  nicht  mit  der  negativen  zu- 
sammenfalle, so  dass  gleichzeitig  a=b'  =  c"  =  \  wird,  wahreud 
die  sechs  übrigen  Cosinus  verschwinden,  so  wird  A  =  I. 

AVenn  wir  nun  die  in  der  ersten  Verticalreihe  (4)  enthaltenen 
Gleichungen  resp.  mit  a,  a"  multipliciren  und  addiren,  so  be- 
kommen wir:  A  =  (a»-f  «"iOA»  a,8° 

aH«*+a"*  =  l,  etc.  (6) 

Multipliciren  wir  dagegen  dieselben  Gleichungen  mit  b,  b',  6"  und 
addireji,  so  ergiebt  sich  0  =  (a6  + a'6'  >a"6")A»  al«o 

a6  +  a'»'-M''©''==0,  etc.  (7) 

Hiemit  sind  diese  sechs  neuen  Relationen  (0)  und  (7)  als  Doth- 
wendige  Folge  der  ursprünglichen  (2)  und  (3)  nachgewiesen. 


Merkwürdiger  Weise  kommen,  unbeschadet  der  Symmetrie, 
drei  unabhängige  Grossen  ungezwungen  zum  Vorschein,  sobald 
man  die  Differcntialien  der  neun  Cosinus  a,  b,  c,  etc.  be- 
trachtet. 

Die  Gletchungep  (6)  und  (7)  differentiirt  geben 
ada+a'da'+a"da"=0,  etc. 
adh  +  afd6'  +  a' 'dl/'— —  (bda  +  bfdo!  +  b"da") ,  etc. 
Man  darf  daher  setzen 

pdt=bdc  +  b'd&  +  b'dt"=—  (cdb+&db' +  c"db")  \ 
qdt=cda  +  <?da'  +  &4da"=—{adc+a  dc'+a''dc')  |  (8). 
rdt=adb  -f  oW  +  a "db"=— (bda  +  b'da'+b"da")  ) 

wo  dt  das  Zeitelement  und  p,  q,  r  die  drei  neu  eingeführten  Un- 
abhängigen bezeichnen.   Aus  den  drei  Gleichungen 


adu+u'da'+a"da'z=ü, 
bda  +  b'da'  +  6"  da"  =z-rdt, 
cda  +  c'tla'  +  c"dn"  =■-  qdt 


ergiebt 


sich  durch  Kümination 


ebenso 


da 
dt 

db 
dt 

de 


ar — cp,  etc. 


cq—br:  jj=c'q-b'r,  ^  = 


bp—aq,  etc. 


(9) 

■ 


dt 


Denkt  man  sich  nun  einen  Punkt  P,  der  seine  Lage  gegen 
das  zweite  Coordinatensystem  nicht  ändert,  för  den  also  x',  jjf,  z' 
constant  bleiben,  während  dieses  zweite  Coordinatensystem  selbst 
sich  beliebig  um  seinen  festen  Ursprung  herumdreht  und  dadurch 
seine  Lage  gegen  das  feststehende  erste  Coordinatensystem  fort- 
während verändert,  und  betrachtet  dann  die  momentane  Bewe- 
gung des  Punktes  P  in  Beziehung  auf  dieses  erste  Coordinaten- 
system, so  geben  die  differentiirten  Gleichungen  (1),  wenn  darin 
für  da,  da'  etc.  obige  Ausdrücke  substituirt  .werden: 


Diese  Gleichungen  zeigen  1°,  dass  die  Gerade,  deren  Projectio- 
nen  auf  die  festen  Coordinatenaxen  dx,  dy,  r/z  sind,  d.h.  das  vom 
Punkte  P  durchlaufene  Weeelement,  auf  den  beiden  Geraden, 
deren  Projectionen  auf  dieselben  festen  Axen  resp.  pdt,  qdt,  rdt 
und  x,  y,  z  sind,  senkrecht  steht  und  zwar  so,  dass  die  Rich- 
tungen (ptlt,  qdt,  rdt),  (x,  y,  z\,  (dx ,  dy,  dz)  in  der  Ordnung 
der  Axen  x,  y,  z  auf  einander  folgen;  2°.  dass  das  genannte  Weg- 
element  an  Grosse  gleich  ist  dem  Parallelogramm,  welches  die 
Geraden  (pdt,  qdt,  rdt)  und  (x,  y,  z)  zu  Seiten  hat. 

Denken  wir  uns  nun  die  von  der  Lage  des  Punktes  P  unab- 
hängige Gerade  (pdt,  qdt,  rdt)  als  vom  Ursprung  ausgehend  und 
nehmen  dieselbe  als  Grundlinie  des  Parallelogramms  an,  so  ist 
dessen  Hohe  zugleich  die  Entfernung  des  Punktes  P  von  der 
verlängerten  Geraden  (pdf,  qdt,  rdt).  Folglich  ist  das  vom  Punkt 
P  durchlaufene  VVegelement  1°.  senkrecht  zu  der  durch  P  und 
die  Gerade  (pdt,  qdt,  rdt)  gelegten  Ebene;  2°.  ist  dasselbe  an 
Grosse  gleich  dem  Producte  seiner  Entfernung  von  der  zuletzt 
genannten  Geraden  und  einer  von  der  Lage  des  Punktes  P  un- 
abhängigen Grosse,  der  Grundlinie  (pdf,  qdt.  rd()  jenes  Paralle- 
glogramms.  D.  h.  diese  Grundlinie  stellt  ihrer  KicKtung  nach  die 


W  =  1*-r9>  dt^™-*2'  dt^M-**'  (I0) 
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momentane  Drebungsaxe  und  ihrer  Grosse  nach  die  mo- 
mentane Drehung  des  zweiten  Courdinatensystems  dar.  Die 
drei  in  obigen  Differentialgleichungen  auftretenden  unabhän* 
gigen  Grossen  p,  q ,  r  zeigen  also,  als  Projectionen  .einer 
vom  Ursprung  ausgehenden  Geraden  aufgefasst,  die  Rich- 
tung der  momentanen  Drehungsaxe  an,  während  die  zuletzt  ge- 
nannte Gerade  selbst  an  Grosse  der  momentanen  Winkel- 
geschwindigkeit gleich  ist.  In  Betreff  des  Sinns  dieser  letz- 
tern ist  zu  merken,  dass  wenn  p  positiv  ist  und  qt  r  verschwin- 
den, so  dass  die  momentane  Drebungsaxe  mit  der  positiven  Axe 
der  sc  zusammenfallt,  dann  die  Drehung  von  der  Axe  der  y  gegen 
diejenige  der  x  hin  erfolgt,  was  aus  den  Gleichungen  (10)  zu  er- 
sehen ist 

(Man  vergleiche  die  hier  am  Ende  gegebene  Darstellung  mit' 
derjenigen  in  Hoiss ons  Mechanik  Nr.  406  und  mit  Littrows 
Astronomie  III.  S.  86-90.). 

- 

i 


Heber  die  Bestimmung:  von  s(a)0(*)  unter 
einer  bestimmten  Voraussetzung.  Be- 
weis des  Satzes,  dass 

£(«o  +  "l  +  «a  +  ••••  in  »nf.)  =  2J «o  +  Zuy  + ....  in  inf. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorstand  der  höhern  Bürgerschule  zu  Euenheim* 


Sei  a>(jr)  eine  Funktion  von  x  so  beschaffen,  dass 

o>(:r  +  A)  =  a>(*),  (l) 

entweder  in  Folge  der  Form  der  Funktion  a)(x),  oder  des  be- 
sondern Wertlies  von  h,  so  lässt  sich  die  Grosse 

Zl»>o>(*), 
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worin  £  das  Zeichen  der  endlichen  Integration  ist,  ausdrücken, 
wenn  A  die  Differenz  bedeutet. 

Um  diesen  Ausdruck  ableiten  zu  können,  wollen  wir  zuerst 
an  einige  andere  Satze  erinnern.   Man  findet  nämlich 

A{x  —  a)(x — a — A)  ....  (x  —  a — rA) 
J  1.2.3....(r  +  l)A'+* 

(X +h—a)(x—a) ....  (x — n — r— -1A)  ( x— a)(x—a— A).  a — rA) 
=  1.2....(r+l)A'+1  l.±..{r+\)h'+* 

(x—a)  (x—u—h)  ( x— a  — r-lA) 

=  1.2  rA™ 


also 


(x— a)(x — o  — A)  {x  —  a—r — l/<) 

£  1.2  rA' 


_  (x — a)  ( ar-o— h)  (x—a  -  rA)  „ 

Unter  Voraussetzung  der  Gleichung  (1)  ist: 

— «    /  x     x  +  h— a          .     x  —  a 
J  — ^-  9  (x)  =  q>  (x+A)  Ä—  V  (*) 

x  +  A— a  x — a 

=  -  £ — ^9(^)  jpa>(*)  =  9(x)> 

also  ist 

^)=C0  +  '^9)(x),  (3) 

worin  C0  und  «  willkührlich  sind.  Hieraus  kann  man  leicht  wei 
ter  schliessen.    Es  ist  nämlich,  unter  der  Voraussetzung  (I): 


.  (x— a)(x— a— A)  (x—a—rh) 

(ar  —  a)  (ar— a— A)  ,(jr— a—r— 1 A) 

=   1.2  rA'  f 


also 

^  (a?  -«)  (x -a-A)  (x— q-7=lA)  ,_x 

£  1.2  rA'  VW 

_  (x-c)(j:— fl-A)  (ar-q-rAj 

 1.2.  (r+l)A'+'  W 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  (3)  an,  so  erhält  man: 
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z^^-d + 0,2:1+2:  <px 

=  M+M> — £ —  +  TSR*  9>W« 

- 

Hieraus  wieder: 
und  allgemein : 


-  (ar—  g)  A)  (jg— q— »1— 2A) 

«•  +  ^  O ......  (m-I)Ä-i  _ 


Da  a  sowohl,  als  C0,  Clt...G»-i  willkührlich  sind,  so  hat  man 
offenbar: 


^  } V   1.2  mA« 

worio  a,  Oq,  at,  Om-i  völlig  willkührlich  sind. 

Eine  Funktion,  welche  der  Gleichung  (1)  genügt,  ist  2  B. 

.  N      .  2«r    .  2«a? 
y(ar)=:sin— j-  oder  cos-^-» 


.  .  2«ar  2»:r. 
y(j?)=^(sin— j-,  cos-j-). 


Also  ist 


2nx  2itx 
ZWtyißin-fi-,  cos-j-) 


(x— a)(x — a—h)  (x—a—m—lh       .  2itx  2nx. 

-    1.1  mA-  t(»»-r.  cos-j-) 
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Eine  Funktion,  die  der  Gleichung  (1)  genügt,  ist  ferner 
<p(x)=e\nx  oder  cobx  , 

allgemeiner 

q>  (x) =tp  (sinjr ,  cosx) , 

für  A=2r»,  worin  r  eine  ganze  Zahl  ist.  Demnach  hat  man,  für 
die  Differenz  2r?r:  1 

(x—a)  (x—a—h) ....  (jt— a— m-lh)  . 
+  Oo  +  «i*  +  +  aw_!^-1,    (8)   (A  =  2rw) 

U.  8.  f. 

Für  ist  ebenfalls  e*  eine  solche  Funktion. 

Mit  Hülfe  der  vorstehenden  Resultate  kann  man  leicht  einen 
wichtigen  Satz  beweisen.  Ist  nämlich  die  ins  Unendliche  fort- 
laufende Hei  he 

ff0+«i*  +  «i**  +  +  a„**  +  =f(x)  (9) 

konvergent,  so  ist 

£f{x)  =  Z(a0  +  axx^xH  )=<hZl  +«1  £x  +  at2x*  +  ......  (10) 

Mao  braucht  offenbar  nur  zu  beweisen,  dass  die  Gleichung 

£(a0  +  atx + ....  -r  «m«")  =  «o^l  +  «i  ^*  +  +  <*mZxm ,    (1 1) 

die  für  jedes  endliche  m  gilt,  auch  für  ein  ins  Unendliche  wach- 
sendes m  gilt. 

Es  ist  offenbar 

(12) 

=09^1+0! 2:^+....+flm^m+2:(aw+iX™+Ho»+v^+a+»  -  in  inf)> 

wie  gross  auch  m  sei.  Kann  man  nun  beweisen,  dass,  unter  der 
Voraussetzung,  die  Reihe  (9)  sei  konvergent, 

<£(flm+lar~+1  +  o«H^a*»t*  +  ....  in  Inf.) 

sich  der  Null  unbegrenzt  mit  wachsendem  m  n&here,  so  ist  der 
Satz  bewiesen. 

Nun  ist,  für  ein  grosses  m,  weil  (I)  konvergent  ist, 

am+ia^+l+am+* *"»+*  +  ....  in  inf.  =i//(x)* 

kleiner,  als  jede  angebbare  Grosse.   Liegt  nun  x+h  innerhalb 
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der  Grfinzen,  zwischen  denen  die  Reibe  (9)  konvergent  int,  so 
wird  offenbar 

■ 

iK*-rA)-iM*)=0 

zu  setzen  sein.  Nach  Formel  (6)  erhält  man  aber  anter  dieser 
Voraussetzung : 

£y(x)=^V(x),  (13) 

v  wenn  man  die  willkifhrliche  Konstante,  die  ohnehin  in  (12)  zuge- 
fügt wird,  wegläset  Da  aber  y(x)  unbegrfinzt  sich  der  Null  nä- 
hert, so  folgt  aus  (13),  dass 

,       2NK*)-=0  (14) 

sei,  d.  h.  dass  unter  Voraussetzung  der  Konvergenz  der  Reihe  (9) 

2(a0  +  axx  +        in  inf.)  =  o©  £1  +  er,  Ex + a2Ex*  + .. ..  in  inf.  (15) 

Eben  so  beweist  man  folgenden  allgemeinen  Satz: 

Sind  «o,  «i,  w*,         Funktionen  von  x;  ist  ferner  die  unend- 
liche Reihe 

wo»  «i»  »s   »«  inf- 

konvergent  innerhalb  gewisser  GrSnzen  für  x;  liegen  endlich  x 
sowohl  als  x-f  h  innerhalb  derselben  Grfinzen,  so  ist 

<2fao+«i+w*+  ininf.)=-Si«o  +  Äi  +  -Siii  +       in  inf.  (16) 

Offenbar  hat  man,-  unter  denselben  Voraussetzungen: 
Z(")(iiy+«1+tf4+ ...  in  inf.)=  -2W«o  +  ^«i  +  £{m)**  +  •••  »n  ^  (17) 


Ableitung  einiger  bestimmten  Doppel- 
integrale« 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorstand  der  höhern  Bürgeracbnle  ca  Euenheim. 


$,  L 

Hütte  man  in  Theil  XII.  Nr.  VI.  f.  1.  des  Archive  folgende 
Koordinaten  eingeluhrt: 

x=ra2coaa,  y=zrbHinacosß ,  z=rc*sinasin/?; 

80  wäre 


-  V  (a»cos*a  +  6Vin*acos«/J  -f  c*shAvsin»ft 

.  *  

T  V(a*co«»«  +,6Vm2a  cos*ß  +  c*sm*a sin2/?) ' 


Zugleich  fände  man  für  den  Kubikinhalt: 


y  71 


\ 


jaW^  J  r*dadß8'ma. 


Entwickelt  man  dieses  Resultat  und  vergleicht  es  mit  dem  dort 
gefundenen,  so  erhält  man: 
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(1) 

sinadocß 


•  Q 


L '[a«cos*«+  o«sin««cos2j3  +  cVm2«sin2j3]  j 
X  [  a«cos*«  +  6*sio*acos*0  +  c*siuWm*/3  ]1  I 

_„_  4Ygfg) 

~  2«6c'  ^tt^-c* 


I      X  [a*cos«a  +  6Waco8^  +  cVm*«8inV]*  -I 


worin  cos« 


c 


Fahrt  man  dagegen  folgende  Koordinaten  ein : 

*  

;r=rsin«VI— m*sina0,  y=rcos«cosj3 ,  zrrrsin/J^  1  — n»  sin»«, 

m*+»»=l; 

so  ist: 


«6c  +Ä 


V[o»casinMl-w*sin*j3)+£iac^o8»aco«»/S+a^Vin»/S(l-n2sinaa)J 
und  der  Kubikinhalt: 


n  n 

/*i~r3f  1  — nVina«  —  mVm2|3) 


g  /^g  ra(l  — n'sin««  —  m«sin«pj  g^ga 
V  t/     VT-nVio*«  VT^mViii? 

0  o 

■  t 

Hieraus  folgt  durch  Vergleichung : 
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;•  ■    .  > 


$•  3. 

I    •  '  - 


it  • 

.  ■  *  » 


Wir  wollen  das  bestimmte  Integral 

•  •    •  »•■-",' 

n  n_ 

/*/» *  8\n<pd<pfoi>   
J     (a26*cos*<p  +  aV»sinay  cö«>  f  b*c*sin*y  sin»» ' 

Q  O 

worin  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  zu  bestimmen  suchen. 
Setzt  man 

aaÄ«cos4<p  -f  o*c  Vmac> 
so  ist  das  obige  Integral 


7*  TT 


sin<pdg?S# 


(«Äcos*t/;+/3*8in*V')n 


Zuerst  bestimmen  wir  nun 


Mao  findet  leicht,  das» 


(Äs^+^in*^)» 


Da  aber  bekanntlich 

so  ergiebt  sich  aus  der  Formel  (5) : 

(1—  v.)  .{tl—.Hl  ...i ..  . 

_  __n    J_  I  JTj      15      _9_       9  "1 
***  -2    2.4.6  L«*0  +  ^  +  «»/3*  +        J ' 


19 


Das  allgemeine  Gesetz  scheint  zu  sein: 

n  n  n 

g>  L  r   ff|     i     "*    i     x  "«^r'l 


«  n 


worin  «,,  «3,  «sn-i  gewisse  noch  zu  bestimmende  Koeffizien- 
ten sind. 

Wendet  man  die  Formel  (5)  an  und  setzt: 

*  » 

n\  i  n 

«,=(211-1)«,, 

n\  \  n       n  t" 

rt3  =  (2/1—3)  fl3  +  «!  , 

tt«Äl=r(2»-5)«4  +  3«3,  (7) 


n-|  1  n  i» 

«7=(2n-7)«7+5«ft, 


»•  i 


«+1  « 
«2nfi  =  (2/l— 1)«2«-,: 

so  erhalt  man: 

»I  »41  n+, 

«H-i  —  2  '  2.4...2/1  L«*"»""1"/*"1"  ««"-»fl»"1"     +  «/P"+'U  ' 
was  die  Richtigkeit  der  Formel  (fi)  beweist. 

Nun  ist  «4  =  1,  also  aus  (7):  J  '    .  i  !» 


«,  =1.3.6.7  ....<2fc-~3). 

Ferner  ist: 


i.  i 


2  '  1 

.  •  '  I 

woraus  vermittelst  der  zweiten  Gleichung  (7): 


■i    »  i- 


«3  =  P.3.5....(2n— 5).  (n-1). 
Fährt  man  so  fort,  so  wird  man  auf  das  folgende  Gesetz  geführt : 

{  V  r  - 
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Dadurch  Duo  ist  die  Bestimmung  des  vorgelegten  Integral 
auf  die  Bestimmung  von  Integralen  der  Form 


/*    siny8<p     _  F  nm 


zurückgeführt. 
Man  setze? 


—  •  : 


so  ist 


Die  Gränzen  von  if>  sind  t  und  0,  wo  e  die  obige  Bedeutung 
hat;  also;  wird  das  Integral  (10),  da 


°^        sinqpcos*ij; ' 
ist: 

.  ,                   3* .  p .  cos*+    .  cos*» +1  y 
L=J  

•   cos*^(6c)«^l(ac)*«+1(l— »?Vin»  • 

c  cos^+^aif/  /lt. 


Die  Bestimmung  des  Integrales  (10)  ist  somit  auf  die  des 
Integrals 

•  (l~ifsin*Y)  * 
zurückgeführt.    Allein,  wenn  I — 15*^=17'*,  so  ist: 

cos>  =  —  -%  --  — ,  cos*M/,=  -fi  

=  JjS  [(*  -  ^sin»»  -  \  if*.  (l-^inSO»-1 

+  -ijp-  *?'4(l-^in  W -  (-])«.i?^l  - 
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Dadurch  wird: 


a-ifsin»~*~~ 


1  p  /V(t-^«»sin*i|;)n^     *  ~       (1— tf'sinty)»-1  . 
*    w.  *  0    (l-ijVm»ij/)  * 

 (-i)ny"*  I   5mTT 

•    (l-*Vu**)   »  J 

Die  hier  vorkommenden  Integrale  haben  nun  ooch  die  Formen : 


J    (1-ijWif/)   *  ty~PvHfi 

(13) 


f. 


«7PT  —  Vm+i  • 


(l—^Vm»  » 

■•  • 

Für  diese  Integrale  bestehen  aber  folgende  Rekursionsformeln : 

■  * 

(14) 

+  i)P2F+,^(i+^)/,ap-i-(2p-lh'a/>jP-3 

+  i?asinecos£  (1— if*sin*e)   *  , 

<V-l)Q„+i 

.  ->)2sin€c0se 
=(2v-2)(l  +  ^)Qa9-1-(27-3)Q„-8  5H,  ; 

(1  -tj*mn*e)  « 

vf&brend 

(15) 

P,  =  £  (.,,) ,  P, = £       -  £  FM) 

+  3  ' 

sv    \    n  ijHmt  cosi 

ist.  Vermöge  (14)  und  (15)  bestimmt  man  die  Integrale  (13),  da- 
durch das  Integral  (11),  und  dadurch  endlich  das  vorgelegte  In- 
tegral. 
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Sei  ■..-.!.. 

(**+.y,+«t)*,+4=(«*«a  +  &  v  +  c«»«)«*f 1 

die  Gleichung  einer  Fläche,  und  man  setze 

x = ^  sinpsintfr ,  y =»  £  sinpcos^; ,  z  s=  £  eosp ; 
so  erhält  man  als  Formel  fiir  den  Kubikinhalt: 

8(dbc)*>l*      f*   siny8<pa»   

~3     J  J  [a^osV+a^*sinVos>+6*6asiD«gjsin^]»+»* 

Setzte  man  aber 

x  —  rcotup ,  y=rshupcost//,  z^rsinysimp; 
so  erhielte  man  fllr  denselben  Kubikinhalt: 


8 

Also  ist 


-y  J*\a*coa*<p+h*sm*<pco8*y  +  c^sinVinN']1^1  ainpdpty . 


x  n 


j*  ^y1*[a«cos»g)+6»sinVco8*^  -f  c*sin  V»«**]^*"1  si 


O  -O 

n  n 


^  '  Jq  J  [a^6aco8•9+oaca8inVo*>^-^c2silJ29JsinV],,+Ä, 
wodurch  das  erste  Integral  ebenfalls  bestimmt  ist. 


.  i  .  •  ■  ■  ■ ,  . 
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t".  


Ii     u  . 


lieber  den  Heber. 

i  > 

Von  4em 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 


■i  • 


der 


e  zu  Euenheim. 


In  den  Comptes  rendus  vom  25.  Septbr.  1848  sagt  Per- 
son, dasg  ein  überall  gleich  dicker  Heber,  dessen  vertikale  Arme 
die  Läng  en  a,  c  und  dessen  horizontaler  Arm  die  Länge  6  habe, 
und  in  dem  man  nur  den  längern  Arm  c  mit  Flüssigkeit  gefüllt 
habe,  dann  fortfliesse,  wenn  man  diese  Flüssigkeit  von  selbst 
ausfliessen  lasse,  wenn 

,  a+ß  .1  I. 

c>a+   , 

worin  H  die  Höhe  der  Flüssigkeit  bedeutet,  die  dem  atmosphä- 
rischen Drucke  das  Gleichgewicht  hält  Zugleich  will  er  dadurch 
die  Formel  Ptfclet's 

►  -  c  >  2a  +  6 

entkräften.  Trotzdem  ist  die  letztere  doch  richtig  und  die  erste 
falsch,  wie  man  sogleich  sehen  wird. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  die  Flüssigkeit  fliesse  aus  der  Rühre 
CD(=c)  (Taf.  IV.  Fig.  2.),  so  wird,  da  die  in  AB  +  BC  ent- 
haltene Luft  sich  ausdehnt,  die  Flüssigkeit  in  AB  steigen. .  SoH 
sie  über  B  steigen ,  so  muss  vor  Allem 

H>a  (1) 

sein.  Diese  Bedingung  vorausgesetzt  nun,  wollen  wir  annehmen, 
die  Flüssigkeit  habe,  bis  CD  leer  sei,  in  ihrem  Steigen  die Roh- 
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ren  «,  b  nicht  nur  durchlaufen,  sondern  sei  noch  in  CD  bis  zur 
Tiefe  CK—x  gesunken,  so  dass  also  im  Augenblick,  als  in  D 
die  letzte  Schiente  abfliesst,  die  gestiegene  Flüssigkeit  den  Raum 
a  -f-  b  -f-  x  erfüllt.   Suchen  wir  nun  x  zu  bestimmen. 

Die  im  Heber  befindliche  Luft,  die  ursprünglich  den  Raum 

a\b  einnahm,  befindet  sich  im  Räume  KI)—c  —  x;  ihre  Dichte 

a  +  6  ^ 
ist  also   ~    ihrer  anfänglichen  Dichte.    Heisst  o  der  Quer- 

schnitt  des  Hebers,  e  das  Gewicht  der  Einheit  der  Flüssigkeit,  P 
der  Druck  der  atmosphärischen  Luft  auf  den  Querschnitt  des  He- 
bers, so  ist 

m,=p  (2) 

und  die  in  KD  befindliche  Luft  drückt  nur  mit  der  Kraft 

C  —  X  c—x 

■m 

•    ,        i  ■  * 

Da  D  in  dem  betrachteten  Augenblick  durch  die  letzte  abmes- 
sende Schichte  noch  geschlossen  Ist,  so  wirkt  auf  die  in  AB  CK 
befindliche  Masse  einerseits  der  Druck 

— //de — xöe  , 
c—x 

*  i  ■  *  . 

anderseits  der  Druck  Ms—aöe;  demnach  muss,  CUr  gleichförmige 
Bewegung,  ... 

HSe  -  ade  =  ^-  ff6t—xte ,    '     ,  ' 
c — x  . 


d.  h. 


II — a  =  — —  —  — x 
c  —  x 


sein.    Hieraus  folgt: 

x*\x{H-a—c) = —H(a+b-c)  -  ac , 


« 

»  i 


Soll  nun  der  Heber  fortlliessen ,  so  muss 

y*  ■  *      «  ''4'*  ■  •        •  • 

v      '  .     .  v      Ii  i«  I     »    <t  ;      .       i  •  it 

a.  b. 


V 


-//(a+6-c)— ac+  j-         >  o+  ^  

.  i.  i  > — *  9 
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>  //H2a//  +  a*-2Hc  +  c*-  2ac , 

4.  ...  k  :  !      .  _  t*  f..  j; 

t>*la+b  (2) 


sein,  was  eben  die  Bedingung  von  Peel  et  ist. 


Heber  eine  durch  zerstreutes  licht 
bewirkte  Interferenzerschein  uug. 

.   .  Verf     •  •      '••  1   •'         Jn*'    ;!  ' 

Herrn  L.  Schiäfli, 

Privatdocenten  der  Mathematik  eu  Bern. 

.  '  •  •  .   T  •  /      .  .       !    ■  .         »  •  "■ 

.    .     ,  -r-~ — ■   •.  ,   ,    .  •  . 

■    •  ...     •!  •  ':!.  -i         .    .  .     >     '„i      .  ..h  .  '  !« 

Die  Erscheinung,  von  der  ich  reden  will,  ist  nur  eine  Modi- 
fication  eines  schon  von  Newton  angestellten  Interferenzversuchs, 
den  Radicke  in  seinem  Handbuch  der  Optik  (Theil  II., 
S.  5l)  also  beschreibt:        -.-.n  .  « 

„LSsst  man  durch  eine  in  einem  weissen  Schirm  befindliche 
kleine  kreisförmige  Oeffnung  auf  die  Rütte  eines  sphärischen  hoh- 
len Glassspiegels,  dessen  erhabene  Rückseite  belegt  ist,  einen 
'Lichtbündel  falle  n,  so  erblickt  man  auf  dem  Schirm  rings  um  die 
Oeffnung  'Farbenringe,  wenn  dieselbe  Im  Mittelpunkte  der  Spie- 
gelkrümmcmg  liegt.  Die  Farben  werden  schwacher  mit  der  Ent- 
fernung des  Schirms  aus  dieser  Lage  und  verschwinden  endlich 
ganz.«; 

Der  jüngere  Herschel  hat  diesen  Versuch  ans  der  Interferenz 
des  an  der  Vorderseite  des  Spiegels  verstreuten  und  an  der 
Rückseite  zurückgeworfenen  Lichts  mit  dem  zuerst  au  der  Rückseite 
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zurückgeworfenen  und  dann  an  der  Vorderseite  zerstreuten  Liebte 
erklärt;  diese  Erklärung  wurde  durch  die  Uebereinstimmung  zwi- 
schen den  berechneten  Ringdurchmessern  und  den  gemessenen 
bestätigt. 

Eine  ähnliche  Erscheinung  kann  nun  auch  mit  einem  gewöhn- 
lichen ebenen ,  mit  Stanniol  belegten  Glassspiegel  und  ohne  Schirm 
hervorgebracht  werden,  wenn  man  die  zerstreuende  Eigenschaft 
der  Vorderseite  des  Spiegels  durch  Anbauchen  oder  Bestäuben 
erhöht.  Der  beim  Newton'acben  Versuch  angewandte  Schirm 
wird  hier  durch  die  Netzhaut  des  Auges  ersetzt.  Bringt  man  näm- 
lich das  Auge  so  zwischen  den  Spiegel  und  eine  1  .ich tf lamme, 
dass  man  die  Bilder  des  Auges  und  der  Flamme  nahe  bei  einan- 
der sieht,  so  erblickt  man  auf  dem  Spiegel  eine  Menge  concen- 
trischer  und  farbiger  Kreisbogen ,  die  nur  darum  nicht  vollständige 
Kreise  sind,  weil  sie  theilweise  durch  den  Schatten  des  Kopfs 
verdeckt  werden.  Man  braucht  nur  das  Auge  ein  wenig  zu  heben 
oder  zu  senken,  um  zu  bemerken,  dass  diese  farbigen  Kreisbogen 
die  Gerade,  welche  die  Bilder  des  Auges  und  der  Flamme  ver- 
bindet, senkrecht  durchschneiden,  und  also  ihren  Mittelpunkt  auf 
dieser  Geraden  haben  müssen.  Ist  die  Flamme  viel  weiter  vom 
Spiegel  entfernt  als  das  Auge,  so  scheinen  die  farbigen  Kreise 
das  Bild  des  Auges  selbst  zum  Mittelpunkt  zu  haben.  Hält  man 
die  Flamme  nahe" neben  das  Auge,  so  sieht  man  parallele  gerade 
Streifen,  deren  Richtung  auf  der  Verbindungslinie  der  Bilder  des 
Auges  und  der  Flamme  senkrecht  steht.  Hält  man  endlich  die 
Flamme  zwischen  den  SJTießel  und  das  Auge,  so  krummen  sich 
die  parallelen  farbigen  Streifen  nach  der  entgegengesetzten  Seite", 
und  scheinen  nun  desto  mehr  das  Bild  der  Flamme  zu  ihrem 
Mittelpunkt  zu  haben,  je  mehr  die  Entfernung  des  Auges  vom 
Spiegel  diejenige  der  Flamme  übertrifft. 

Benutzt  man  die  Sonne  als  Lichtquelle,  so  haben  die  farbi- 
gen Ringe  das  Bild  des  Au^es  zum  Mittelpunkt  und  werden  desto 
grösser  und  breiter,  je  weiter  man  das  Auge  vom  Spiegel  ent- 
fernt. Ist  diese  Entfernung  gross  genug ,  so  vermag  der  Schatten 
des  Kopfs  nicht  mehr  die  Ringe  zur  Hälfte  zu  verdecken,  und 
man  sieht  daher  die  äussersten  Ringe  als  fast  ganze  Kreise.  Um 
vom  Sonnenbild  nicht  geblendet  zu  werden,  kann  man  den  Spie- 
gel so  stellen,  dass  der  Schatten  des  Kopfs  dasselbe  verdeckt. 

Ohscbon  die  folgende  Erklärung  durch  keine  Messung  der 
Durchmesser  der  farbigen  Ringe  bestätigt  wurde,  so  Hegt  doch 
im  Allgemeinen  in  der  so  eben  beschriebenen  Erscheinungen  nichts, 
was  dieser  Erklärung  widerspräche. 

Aus  dem  leuchtenden  Punkt  5  werde  auf ,  die  Vorderfläche 
des  Planglases  die  Senkrechte  SA  gefallt,  so  ist,  wenn  n  den 
Brechungsindex  des  Glases  bezeichnet,  und  TA  —  n.SA  gemacht 
wird,  T  der  Divergenzpunkt  der  ins  Glas  gebrochenen  Strahlen. 
Nimmt  man  nun  den  Augenblick,  in  welchem  das  Licht  von  S 
ausgeht,  als  Anfangspunkt  der  Zeit,  und  die  Zeit,  welche  das 
Licht  braucht,  um  die  Längeneinheit  in  der  Luft  zurückzulegen, 
als  Einheit  des  Zeitmaasses  an,  so  drückt  SA  —  n.TA  die  Zeit 
ans,  zu  welcher  das  im  Glase  sich  bewegende  Licht  von  jenem 
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Punkte  T  ausgegangen  sein  miisstc,  wenn  es  stets  in 
demselben  durchsichtigen  Medium  geblieben  wäre.  Die  veren- 
gerte Senkrechte  TA  treffe  die  Hinterfläche  des  Glases  in  D,  und 
man  mache  auf  der  entgegengesetzten  Verlängerung  DQ=TD, 
so  ist  Q  der  Divergenzpunkt  der  an  der  Hiuterfläche  des  Glases 
zurückgeworfenen  Strahlen ,  so  lange  sie  sich  noch  innerhalb  des 
Glases  bewegen,  und  diese  zurückgeworfenen  Strahlen  verhalten 
sich  gerade  so,  wie  wenn  sie  zur  selben  Zeit  SA  —  n.  TA  von  Q 
ausgegangen  wären,  wie  wir  uns  die  einmal  gebrochenen  Strah- 
len von  T  ausgehend  gedacht  haben.    Folglich  wird 

SA-n.TA  +  n.QM=SA  +  2n.AD  +  n(QM—QA) 

die  Zeit  bezeichnen,  zu  der  das  zurückgeworfene  Licht  in  irgend 
einem  nicht  zu  weit  von  A  entfernten  Punkte  M  der  Vorderfläche 
anlangen  wird,  um  von  da  aus  durch  Zerstreuung  in  die  Luft 
überzugehen  und  ins  Auge  zu  gelangen.  Derselbe  Punkt  M  wird 
aber  auch  von  der  Lichtquelle  N  selbst  zur  Zeit  SM  direkt  er- 
leuchtet werden,  und  das  empfangene  Licht  ins  Glas  hinein  zer- 
streuen. Man  ziehe  MC  senkrecht  auf  die  Hinterfläche  des  Gla- 
ses und  mache  die  Verlängerung  CN=zMC,  so  wird  das  zurück- 
geworfene Licht  sich  verhalten,  als  wenn  es  gleichzeitig  von  A 
ausgegangen  wäre,  wie  das  zerstreute  einfallende  von  M.  An 
der  Vorderlläche  angelangt,  wird  es  in  die  Luft  gebrochen  wer- 
den und  einen  auf  der  Geraden  MN  liegenden  Punkt  P  zum  Di- 
vergeuzpunkt  haben,    dessen  Lage   durch  die  Gleichung  MP 

=  ->MN  bestimmt  ist;  und  die  dem  Punkt  P  entsprechende 
Zeit  wird 

SM+n.MN-PM 

sein.  Also  ist  der  Zeitunterschied,  um  den  wir  den  Punkt  M 
später  von  Q  aus  erleuchtet  uns  denken  müssen  als  das  Licht 
ICH  kann, 


=— (SM- SA)  +  w  (QM—  QA)  \  PM . 

Befindet  sich  nun  das  Auge  O  weder  zu  nahe  am  Spiegel, 
i  zu  schief  vor  demselben,  so  erblickt  es  die  beiden  Punkte 


M  und  P,  nenn  das  Glas  dünn  genug  ist,  in  solcher  IN'ähe,  dass 
deren  Bilder  auf  der  Netzhaut  sieh  interferiren-  Wir  dürfen  auch 
desshalb  die  von  M  und  P  ins  Auge  gelangenden  Strahlen  als 
parallel  ansehen,  und  wenn  wir  den  Winkel,  um  welchen  diesel- 
ben von  der  senkrechten  Richtung  abweichen ,  mit  w  bezeichnen, 
so  ist  der  W  eg  von  /'  aus  ins  Auge  um  PM.cosw  länger  als  der- 
jenige von  M  aus  ebendahin.  Demnach  muss  der  Zeitunterschied, 
um  den  das  Licht  von  M  aus  später  ins  Auge  gelangt,  als  von 
/  aus, 

n  (QM-  QA)  -  (SM-  SA)  +  PM(l  -  cos«» 

;)  .  ••        ,-ius  \l.  fetJun  I  utl  •  -  J  ii'jjWÄulttUhtn  n'li 

betragen.  Man  errichte  nun  aus  O  die  Senkrechte  OB  auf  den 
Spiegel,  setze  SA  =  a,  Oß=b,  AM=pf  BM—q,  AD=zd  und 
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achte  »,  q  als  kleine  Grössen  erster  Ordnung  in  Bezie 
a  und  h,  so  ist,  weon  man  die  vierten  Potenzen  von  p  i 

2dl    .  OM—OB    t  <>' 

•     i  »  • 

J  *  ♦  *  h      *  4 

Wird  der  obige  Zeitunterschied  mit  t  bezeichnet,  so  ergiebt 
»ich  x 


a  T  — 


oder 


■ 


I        V  * 


«(«  +  —)  7 

oder  endlich,  weon  man  die  Dicke  d  im  Vergleich  mit  <i  ver- 
nachlässigt, 

ya    j>*  nt 

■  ■ 

Setzt  man  hier  t  constant,  so  hat  man  die  Gleichung  der 
Curve,  welcher  alle  diejenigen  Punkte  M  angehören,  die  die* 
selbe  Interferenz  hervorbringen.   Für  (=0  erhält  man: 

\  t  ■'  .  * 

d.  h.  die  von  A  tind  B  nach  J!f  gehenden  Falirstrahlen  haben  zu 
einander  dasselbe  Verhältniss,  wie  die  Abstünde  a  und  b  de* 
Flamme  und  des  Auges  vom  Spiegel.   Zufolge  eines  bekannten 

Geometrischen  Satzes  liegt  also  der  Punkt  m  auf  einem  Kreise, 
essen  Mittelpunkt  sich  in  der  Verlängerung  der  Geraden  AB 
befindet,  und  welcher  dfese  Gerade  AB  innerhalb  und  ausserhalb 
im  Verhältniss  e: 6  schneidet.  Hieraus  ist  leicht  zu  ersehen,  das» 
das  Auge  in  der  Richtung  eines  dieser  beiden  Durchschnitts» 
punkte  die  Flamme  erblickt,  und  dass  der  andere  in  der  Gerädert 
liegt,  welche  Auce  und  Flamme  verbindet.  Für  ein  beliebiges  t 
nehme  man  AB  als  Abscissenaxe  an,  und  drücke  p*  und  o*  durch 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Punkts  M  aus,  so  wird  die- 
ses auf  rationale  Weise  geschehen,  und  man  wird  eine  Gleichung 
zweiten  Grades  erhalten.   Wenn  aber  eine  solche  Gleichung  ftir 
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einen  gewissen  Werth  des  constanten  Gliedes  einen  Kreis  dar- 
stellt, so  wird  sie  für  alle  andern  Werthe  dieses  constanten  Glie- 
des lauter  concentrische  Kreise  darstellen.  Setzt  man  AB  —  c 
und  nimmt 

a*  b* 

als  Abscissen  der  Punkte  A,  B  an,  so  wird  die  Gleichung  der 
Curve 

^,   (nt     f  \ 


Ist  der  leuchtende  Punkt  unendlich  weit  entfernt,  so  drückt 
-  die  Tangente  des  Winkels  a  aus,       welchen  die  einfallenden 

Strahlen  von  der  normalen  Richtung  abweichen,  und  dann  wird 
die  Gleichung  der  Curve 


*M-y*  =  62(£  +  tang*«); 


der  Mittelpunkt  fallt  mit  der  Projection  B  des  Auges  zusammen. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  bemerken,  dass  es  gar  nicht 
nothwendig  ist,  dass  das  Planglas  mit  Stanniol  belegt  sei;  jede 
schmutzige  oder  staubige  oder  schwach  angelaufene  Fensterscheibe 
zeigt  daher  die  beschriebene  Interferenzerscheinung,  nur  verzerrt, 
weil  die  Flächen  des  Fensterglases  eew  ähnlich  nicht  eben  sind. 
Die  Stanniolbetegung  erhöbt  indessen  die  Intensität  der  Interferenz» 
bilder.  , 

Der  helle  Kreis ,  welchen  man  durch  das  Bild  der  Flamme 
gehen  sieht,  soll  nach  der  vorigen  Erklärung  der  erste  sein/  weil 
er  dem  Phasenunterschied  Null  entspricht ;  und  die  folgenden 
Ringe  sollen  von  diesem  an  sowohl  nach  innen  als  nach  aussen 
gezählt  werden.  Wirklich  zeigt  dieser  Kreis  fast  keine  Farben- 
säume, während  die  übrigen  Kreise  demselben  ihre  violette  Seite 
zuwenden  und  die  rothe  von  ihm  abwenden.  Die  inoera  Kreise 
sind  also  gegen  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  hin  roth  ge- 
säumt, die  äussern  dagegen  nach  aussen.  Dieses  stimmt  ganz 
damit  überein,  dass  die  Wellenlängen  für  rothes  Licht  am  gröss- 
ten  und  für  violettes  am  kleinsten  sind. 

. 


<  .' 
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Uefoer  eine  geometrische  Aufgabe. 

Von 

dem  Herausgebor. 


• ». 


Die  Aufgabe,  mit  deren  Auflösung  auf  analytischem  Wege 
wir  uns  in  diesem  Aufsatze  beschäftigen  wollen,  ist  die  folgende 
iu  Thl.  I.  S.  105.  vorgelegte  Aufgabe: 

Es  ist  ein  kreis  und  in  dessen  Ebene  sind  zwei 
Punkte  gegeben;  man  soll  durch  diese  beiden  gegebe- 
nen Punkte  einen  Kreis  dergestalt  beschreiben,  dass 
seine  beiden  Durchschnittspuukte  mit  dem  gegebenen 
Kreise  und  der  Mittelpunkt  dieses  letzteren  Kreises 
in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen. 

■ 

• 

Da  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  noth wendig  in  der 
geraden  Linie  ließen  muss,  welche  auf  der  die  beiden  gegebenen 
Puukte  mit  einander  verbindenden  geraden  Linie  in  deren  Mittel- 

5 unkte  senkrecht  steht,  so  wird  es  am  zweckm&ssigsten  sein, 
iese  gerade  Linie  als  Axe  der  x  eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensysteuis  der  xy  anzunehmen,  dessen  Axe  der  y  wir  zugleich 
der  Einfachheit  wegen  durch  den  Mittelpunkt  des  gegebenen  Krei* 
ses  hindurch  legen  wollen.  Bezeichnen  wir  dann  die  Coordinaten 
des  Mittelpunkts  des  gegebenen  Kreises  durch  0,  6  und  seinen 
Halbmesser  durch  r,  wo  natürlich  b  und  r  gegebene  Grossen 
sind;  so  ist  die  Gleichung  des  gegebenen  Kreises 

1)  *»+(y-0)2=r*. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Coordinaten  des  in  der  Axe  der  x  lie- 
genden Mittelpunkts  des  gesuchten  Kreises  durch  v ,  0  und  sei- 
nen  Halbmesser  durch  p;  so  ist  die  Gleichung  des  gesuchten 
Kreises 
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Zuerst  wird  es  nun  darauf  ankommen,  die  Coordinaten  der 
beiden  Durchschnittspunkte  des  gegebenen  and  des  gesuchten 
Kreises  au  bestimmen,  welche  man  erhält,  wenn  man  x,  y  aus 
den  beiden  Gleichungen 

oder  aus  den  beiden  Gleichungen 

mitteist  gewöhnlicher  algebraischer  Elimination  bestimmt.  Zu  dem 
Ende  subtrahire  man  zuerst  die  zweite  der  beiden  vorhergehen- 
den Gleichungen  von  der  ersten ,  so  erhält  man  die  Gleichung 

5)  2pa:-26y=r»-6»-o»+Pt 

oder 

■  *   ■  • 

6)  2^(^-^)-26y=r»-64-o«— p* 


■ 


Führt  man  diesen  Werth  von  y  in  die  zweite  der  Gleichun 
'  ein,  so  wird  dieselbe  nach  einer  leichten  Reduction 


8)  4  (6* (*-p)*-  4p(r*-6*-p*-/>*)  (s-p) 

=4oV  -  (r*— 6»— o* -p*)a ; 

oder,  wie  man  durch  Zerlegung  der  Grösse  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichheitszeichens  in  zwei  Factoren  auf  bekannte  Weise 
leicht  findet,  » 

9)  4  (6*+/>a)  4/>(r*— b*-Q2-p*)(x-p) 

=1  r*-p*-(b-e)*\  {p*-r*+(t>+9)tU 

oder  auch ,  wenn  man  das  Product  auf  der  rechten  Seite  des 
Gleichheitszeichens  geborig  entwickelt: 

10)  4(6»+/»*)  (x— p)a  -  ip  (r*-Ä*-  o4-^)  (x-p) 
= -  (r«-^*)» + 2  (r3-/;2)  (6* + p«)  -  (6*-o*)a . 

Aus  der  Gleichung  8)  ergiebt  sich : 
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<x  p),    g(r»-6«-n«-p»)  (r*-6»-o«--p»)' 
V*  P>  ~         p  +  p*        (*>-J>)-  4(b*+p*)   ' 

also,  wenn  mart  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  x—p  als  unbe- 
kannte Grösse   wie   eine    gewöhnlich©   quadratische  Gleichung 

auflöst: 

p(r*-b*-Q*-j,*)  b*{49*(b*+p*)-(r*-b*-Q*-p*)*\ 

{x-p~    2(0*+;,*r~ :  -  4(6±+P*)a  • 

{*    >'         2(6*+^—   4(PTPF    

also,  wie  uian  hieraus  leicht  findet: 

folglich 

7  2  (£*  +  //»)  ' 

Führt  man  aber  diesen  Ausdruck  von  p  in  den  Ausdruck  7) 
von  y  ein,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung 

_  -  &(r»-o*-pg-pg)  +r  V4rV-(6*  +  p*-r*-Q*)* 

und  für  die  Coordinaten  x,  y  der  Durchschnittepunkte  der  beiden 
Kreise  hat  man  also  die  folgenden  Formeln: 

2(6«+;>«)  ' 

V~  "  2(6*+/*)  ; 

wo  man  auch  noch  bemerken  kann,  dass 

12)  4rV-(^+^a-D*)*=-{6HpMr-o)*}{6Hpa--(H-p)*} 
ist   Setzt  man  aber  der  Kürze  wegen 


11) 


13) 


2(6Hp*)  ' 
O-  P7 -r*^Q~*J*  . 

v  2(AHp)  * 
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so  ist 


M)  lx~p=  PP±b(*> 

l*>  \  y=t-bP±7>Q; 


wo  natürlich  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  immer  auf  einan 
der  belieben. 

Bezeichnen  wir  nun  aber  den  einen  Durchschnittspunkt  der 
beiden  Kreise  durch  (ar'y'),  den  andern  durch  (ar^y"),  so  ist 


<  .iW  ; 

und 


15)         J*'-p=  pp+bQ> 


y<=-.bP+pQ, 


i6)  K-*=  pp-b<*> 

oder 
und 

I(n  ,*"=  p(l+P)-bQ, 


Die  Gleichung  der  durch  die  Dufchschnittspnnkte  der  beiden 
Kreise  der  Lage  nach  bestimmten  geraden  Linie  sei  jetzt 

so  haben  wir,  da  in  dieser  geraden  Linie  nach  den  Bedingungen 
der  Aufgabe  auch  der  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises,  des- 
sen^  Coordinaten  nach  dem  Obigen  0,  o  sind,  liegen  soll,  die 
Gleichungen 


y'>  =  Axu+Bt 


also 


oder 


folglich 


6  =  B;  . 

.  r 


x*    ~  V7 
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und,  wenn  man  in  diese  Gleichung  die  obigen  Ausdrücke  von 

x\  y'  und  x",  y"  einfuhrt: 


iy;  />(l  +  P)  +  6Q-p(l  +  /^-6Q, 

*  «..      ■    .:r  ..       .      tt  i»\  ■:      ;  ■  li.is'        .  •        '  '■    •  j  ■  .* 

welche  Gleichung  nach  einigen  leichten  Reductioneo  sogleich  zu 
der  Gleichung  ,  .   f  ; 

20)  (6i.^«)(l+P)Q-0- 

führt,  die  also  die  Bedingungsgleiehimg  .ist,  dass  die  beiden 
Durchschnitts  punkte  der  beiden  Kreise  und  der  Mittelpunkt  des 
gegebenen  Kreises  in  einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen. 


Gleichung  zerfallt  in  die  drei  Gleichungen: 
21)  6*  +  p*=0,    1+P=0,  6=0; 


von  denen  aber  die  erste  offenbar  auf  reelle  Weise  im  Allgemei- 
nen nicht  zu  erfüllen,  .und  daher  zu  verwerfen  ist,  indem  man 
zugleich  übersieht,  dass  für  6Hj>a=0  Ausdrücke  II)  ftir  die 
Coordinaten  der  Durchschnittspunkte  der  beiden  Kreise  unbe- 
stimmt werden  würden.  Daher  behalten  wir  nur  die  beiden  Glei- 
chungen 

22)  1  +  P=0,  0=0; 

welche  nach  Iii)  sogleich  zu  den  beiden  Gleichungen 


* ;  *  i •  • 


SJM%  \W*VP*)  +  (T*-b*~9*-p*)  =0, 

führen.  ..     (.■>;>•  s.t '.  .  :i.   »:  .tt<  •' 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  des  einen  der  beiden 
gegebenen  Punkte  durch  a,  Ä;  so  sind  in  Bezug  atff  das  ange- 
nommene Coordinatensystem  nie  Coordinaten  des  andern  der  bei- 
den gegebenen  Punkte  offenbar  durch  o,  — ß  zu  bezeichnen,  und 
da  nun  der  gesuchte  Kreis  durch  die  beiden  gegebenen  Punkte 
hindurch  gehen  soll,  so  erhalten  wir  nach  2)  offenbar  die  Gleichung 

24)  (a— p)a  +  0*=o*. 

Verbinden  wir  nun  mit  dieser  Gleichung  die  erste  der  beiden 
Gleichungen  23),  nämlich  die  Gleichung 

2(6*  +  />«)  +  (ra-6a-oa-p»)  =  0, 

welche  man*  sogleich  auf  die  einfache  Form 

— p2  — 1%  r« 

bringt;  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  beiden  unbekannten 
Grössen  p,  q  die  beideu  Gleichungen 
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d.  L  die  beiden  Gleichungen  <  , 

aus  denen  sich  sogleich         rv!,'<  ,  ;  ■  ■ "  » .  . ■ . c ■ —  - " 

&+<ß*-%tp~b*  +  r\ 
also  ' 

ergiebt.   Führt  mao  diesen  Werth  von  p  in  die  Gleichung 

ein,  so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung  tj  j. , 

,       4«*  (b*+ r»)  (a»-|-^-6»-r»)» 
?  =  +   — ^  —  , 

wo  man  das  Vorzeichen  stets  so  zu  nehmen  hat,  dass  q  positiv 
wird,  wie  es  seiner  Natur  nach  sein  muss.  Also  haben  wir  zur 
Bestimmung  von  p  und  o  die  beiderr  Ausdrücke: 

(^=± — —  %r  — —  • 

%  *  «  #. 

I  "     ■  *  -  fc*  ~ 

welche  für  ü  und  o  offenbar  stets  reelle  Werthe  liefern;  jedoch 
bildet  der  Fall  c  =  0  augenscheinlich  einen  Ausnahmefall.  Wie 
das  Vorzeichen  indem  Ausdrucke  von  o  zu  nehmen  ist,  ist  schon 
vorher  erwähnt  worden.  Uebrigens  kann  man  o  auch  auf  folgende 
Art  ausdrücken: 

ZO)  ß=±  

Verbinden  wir  ferner  mit  der  Gleichung  24)  die  zweite  der 
Gleichungen  23),  so  haben  wir  zur  Bestimmung  von  p  und  q  die 
beiden  Gleichungen 

+ 0*=o«,  4rap«-^+p»r-r*--o«)«==0. 

Aus  der  zweiten  Gleichung  ergiebt  sich 

(6*+f,*_r«-p»)*=4rV, 

also 
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und  folglich 

Demnach  haben  wir  jetzt  die  beiden  Gleichungen 

6»-r*=o«-p*±2ro; 
woraus  durch  Subtraction 

oder  •  "  *     .  i 

-a«  +  |S«-6«+rar^o(p— a)  T2ro, 

folglich 

,  2«(f>~«)  +  (a»~J**  +  6»  -  r«) 
27)  p=±—  5^  

»ich  ergtebt    Also  ist  nach  dem  Obigen 

*  t 

woraus  sich  zur  Bestimmung  von  o  leicht  die  quadratische 
Gleichung 

4(o»  -  r*)  (p— a)*  +  4«  («*— 0*  +  o*—  r*)     -  o) 
=  4/Pr»-(a*-0*  +  &*-r»)*, 

oder  die  Gleichung 

(/>-«)*  +  (P-«)  =  4(a^^  

ergiebt«  Lost  man  diese  Gleichung  auf,  so  erhält  man 

s-IaSr^T-  P=      1  :'  4(«*~r»)»  


I " 


  W-r*)  ' 

oder,  wie  man  leicht  findet. 
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•    -     * » 


*  i* 


2(0»  —  !*) 

Fuhrt  man  diesen  Aasdruck  von  p — «  in  die  Formel  27)  eio, 
so  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 

oder 


31) 


.1 


,  ■  >--r(«*-/gH6»-r')jb«V l(«*-r«H-  (j»-6)»l  l(«*-r»)-f  (0+6)*} 
e=(±)  2(«*-r*)  ' 

wo  das  Vorzeichen  in  der  Parenthese  stets  so  zu  nehmen  ist, 
dass  o  positiv  wird,  was  es  seiner  Natur  nach  sein  muss.  Die 
Möglichkeit  dieser  Auflosung  erfordert,  dass  die  Grössen 

(a*— r*)  +  (0-6)«  und  (a»-r»)  + (0  +  6)* 

gleiche  Vorzeichen  haben.   Auch  ist  nach  28)  und  29) 

,    -  ,\  ■  -•»*-. 

««)    P  2(«*-r*)  

*  *  '  * 

oder 

33) 

«  («»  +        W)  ±r  V  K««-r»)-Kfr-6)«|  j(u»-r»)+(fl+6)« , 

P=—  2(«*-r*) 

■ 

Der  Fall  a»— r*=0,  d.  i.  a=±r,  bildet  einen  Ausnahmefall. 

Eine  Construction  unserer  Aufgabe  aus  den  vorhergehenden 
Formeln  abzuleiten,  überlasse  ich  den  Lesern,  indem  dies  jetzt 
nicht  mein  Zweck  ist,  und  bemerke  darüber  in  der  Kürze  nur 
Folgendes. 

Zuvörderst  erhellet  auf  der  Stelle ,  dass  es  bloss  darauf  an- 
kommt, p  zu  construiren,  weit  sich  dann  offenbar  der  gesuchte 
Kreis  beschreiben  lässt,  da  sein  Mittelpunkt  und  zwei  Punkte, 
durch  welche  er  geben  soll,  gegeben  sind. 

Der  Ausdruck 

P—  


in  25)  kann  aber  leicht  construirt  werden,  indem  man  bloss 
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zu  setzen,  and  die  Grössen  m  and  n  mittelst  des  pythagoräi- 
sehen  Lehrsatzes  zu  construiren  braucht.    Dann  ist 

m* — ?i*  _  {m—n)  (m + ») 

P-     2«    -        2a        9    ,  , 


*  ■ 

wo  nun  p  mittelst  der  Aufgabe,  zu  drei  gegebenen  Linien  die 
vierte  Proportionallinie  zu  finden ,  leicht  durch  Construction  erhal- 
ten werden  kann. 

Ferner  wollen  wir  die  beiden  Werthe ,  welche  der  Ausdruck 


.'f.    *-  .  2(«*-r*). 


in  29)  für  p  liefert,  vorausgesetzt,  dass  diese  Wertbe  reell  sind, 
durch  p'  und  pn  bezeichnen.    Dann  Ist 

P  —  «— :  2(a*-r») 

P  -«=  2(a»-r»)  ' 

also 

d'.  i. 


>>  >  •  . .  . 


'  ■  ■    '  i  , 

V  {««-rs+fl3-6)»)  |c*-r»+  6)») 

Aus  der  ersten  Gleichung  folgt: 

jS2-^      (0-6)  (fr|-6) 

*>  «szr^=«(a_r)(;+r>  • 

Setzt  man  nun 
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>     ff— 6 


d.  i.  r  i      *  ■  f 


so  ist 


«—  r:|3— 6 =<*:/", 


•'  KU'«'.    4  »  ■ 

folglich 

a+r:/3  +  o==/V+K— «t     „         .  ^  ...... 

woraus  man  sieht,  dass  mao  p'-{-p"  —  a  bloss  mit  Hfllfe  der  Auf- 
gabe, auf  drei  gegebenen  geraden  Linien  die  vierte  Proportional- 
Pinie  zu  finden,  construiren  kann.  ■  ■• 

Die  Grossen 

«•-»•»♦ftf-*)8    und  ■+-*i*+{ß  +  b)* 

n:>  uli-  muh  tl'H,- 

kann  man  mit  Hülfe  des  pythagoreischen  Lehrsatzes  leicht  con- 
struiren.  Setzen  wir  nun 

{<P-r*+(ß-b)*\{(fi-rt+(ß+l>)*\=:g*&, 

was  verstattet  ist,  da  dasPrsduct  tirfder  linken  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens bekanntlich  positiv  sein  muss,  wenn  die  Auflösung 
möglich  sein  soll;  so  ist  nach  ddm  Obigen 

FT  — ra«-r*-"r"(a-r)(a+r)' 

Wird  also 


nämlich 


gesetzt,  so  ist 


also 


o — r 


c+r :  A=i:p'— p", 


so  dass  folglich  auch  p'—p"  ohne  Schwierigkeit  construirt  wer- 
den kann. 
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Aus  »'+»"— o-  und  p"  ergeben  sich  nun  aber  p'  undp" 
mittelst  der  Formeln: 

*     •  •  » 

und  können  also  auch  leicht  durch  Construction  gefunden  werden, 
so  dass  also  jetzt  die  Aufgabe  als  aufgelöst  zu  betrachten  ist. 

Das  Vorhergehende  ist  nur  als  Andeutung  zur  Auffindung 
einer  zweckmässigen  Auflösung  unserer  Aufgabe  durch  Construc- 
tion  zu  betrachten. 

Uebrigens  erhellet  aus  dem  Obigen  von  selbst,  dass  es  im 
Allgemeinen  immer  eine  reelle  Auflösung  unserer  Aufgabe  giebt, 
aber  auch  drei  solche  Auflösungen  geben  kann. 

Weitere  Betrachtungen  fiberlassen  wir  dem  Leser,  und  wol- 
len nur  noch  bemerken,  dass,  wenn  die  beiden  angegebenen 
Punkte  in  der  Peripherie  des  gegebenen  Kreises  liegen,  wo  also 
nach  dem  Obigen 

>  +  (/}-©)*=r* 
und  offenbar  6=0,  folglich;  - 


ist,  sowohl  die  Formeln  25),  als  auch'  die  Formeiii  33)  und  31)» 


P=0,  prsr 


»  — , 


liefern,  welche  Auflösung  einem  mit  dem  gegebeneu  Kreise 
sammenfallenden  Kreise  entspricht,  der  in  gewissem  Sinne  auch 
als  Auflösung  unserer  Aufgabe  betrachtet  werden  kann. 
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Theorie  des  Condensatorg. 

Herrn  A.  Weiss, 

Lehrer  der  Mathematik ,  Physik  and  Chemie  an  der  Königlichen  Land- 
wirthechaft-  und  Gewerbiehule  I.  Klawe  au  Fürth  in  Mittelfrankea. 


I.    Zusammenenstellung   einiger   nothigen  Sätze  der 

Electricitätslehre. 

1)  Im  Zustand  des  Gleichgewichts  verbreitet  sich  die  Electri- 
ca tät  über  die  Oberflächen  der  Köruer  sq.  dass  die  Intensität  einer 
Stelle  von  der  Art  und  Grösse  ihrer  Krümmung  abhängig  ist. 
Hieraus  folgt,  dass  im  Allgemeinen  die  verschiedenen  Stellen 
eines,, , Körpers  unzählig  viele  verschiedene  Intensitäten  auf  der 
vollkommenen  Kugelfläche  jedoch  dieselbe  Intensität  haben.  Wenn 
wir  nun  doch  in  der  Folge  von  Einer  Intensität  der  an  einem 
Körper  haltenden  Electricität  sprechen,  so  verstehen  wir  darun- 
ter den  Quotienten  aus  der  Menge  der  am  Körper  haftenden  Elec- 
tricität dividirt  durch  die  Oberfläche  desselben.  Es  ist  dieses 
gleichsam  die  mittlere  Intensität,  von  der  man  sieh  dadurch  einen 
Begriff  machen  kann,  dass  man  sie  sich  auf  eine  Kugel  von 
gleicher  Fläche  gebracht  denkt. 

2)  Sobald  sich  irgend  zwei  Körper  berühren,  ändern  sich  die 
electriÄhen  Zustände  derselben.  Hat  der  eine  Korper  die  Fläche 
9i  und  die  mittlere  Intensität  «,  und  der  andere  die  Fläche  o% 
und  die  mittlere  Intensität  <%  una  bezeichnet  man  die  mittlere  In- 
tensität des  ersten  Körpers  nach  der  Berührung  durch  Xi,  die 
des  zweiten  durch  x%>  so  wh  " 


wird  man  immer  setzen 

■VI  r  »  .    •:*         .1      •  .      '  »      "   \     ':•'»  / 

jr2  —  cxJ.  i  (1) 

's' •«    ,  f  nl}:!i.'>j2   t.i  '      l:;jti:-  »  !       •.  •:«•>•.*!•.; 

Da  die  Gesammtmenge  der  Electricität  durch  die  Berührung 

nicht  geändert  wird,  so  gilt  ferner  noch  die  Gleichung: 

»i*  '«.».•-•<•  »        .  i  ,  •  -j  .  |j 

• :     *1<>1  ^^aOt  — öj  O]  -I  Ott*»  .i 
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In  letztere  Gleichung  den  Werth  voo  .r2  aus  (1)  gesetzt  gibt 
*i  ot  -f  c  xx  o, = ax  oj  -f  o,  ot ; 

hieraus  folgt  aber 

°i  °i  +  a%°%  <h0\■\rO%o^ 

Xi  —   :  >  OT«  =  C  :  

Die  Zahl  c  ist  =^  und   drückt  also  das  Verhälteiss  der 

xx 

mittleren  Intensitäten  derjenigen  Electricitätsmengen  aus,  die  sich 
in  den  beiden  Korpern  das  Gleichgewicht  halten;  wir  wollen  sie 
in  der  Folge  den  Gleichgewichts  -  Coefucienten  nennen.  Gewöhn- 
lich wird  dieser  vernachlässigt  oder  =  1  angenommen.  Wann 
diess  jedoch  richtig  ist,  oder  welchen  Werth  die  Coefficienten  in 
jedem  speciellen  Fall  haben,  muss  zuvor  auf  anderm  Wege  ent- 
schieden worden  sein.  Im  Allgemeinen;  hängt -dieser^Werth  von 
der  Gestalt  der  zwei  Korper  ab,  welche  mit  einander  in  Verbin- 
dung stehen.  Zu  seiner  Bestimmung  müssen  dieselben  Mittel, 
wie  zu  der  Bestimmung  der  mittleren  Intensität  bei  einem  einzi- 
gen Körper  in  Bewegung  gesetzt  werden. 

3)  Ist  eine  der  beiden  Oberflächen  z.  B.  o1=tJO  und  dessen 
Intensität  =  ax ,  so  ist,  wie  aus  2)  hervorgeht, 

xx  =  ax  y  xt=cax; 

d.  h.  die  Intensität  des  unendlich  grossen1  Körpers  wird  nichf 
geändert. 

4)  Hat  einer  der  beiden  Körper  die  Eigenschaft  stets  dieselbe 
Intensität  d  beharrlich  in  sich  zu  erhalten  ,  z.  B.  der  erste A  so 
ist  xx=za,  und  x2=cax.  Ein  solcher  Körper  kann  sonach'  in  'be- 
trachteter Beziehung  wie  ein  Körper  von  unendlich  grosser  Fläche 
angesehen  werden.  Wir  sagen  von  einem  solchen  Korper  er  be- 
sitze constante  Intensität. 

5)  Wenn  man  einen  isolirten  Leiter  gleichviel  ob  im  electri- 
m  oder  neutralen  Zustande  in  die  Nähe  eines  electrischen 

Körpers  bringt,  so,  das«  eine  nicht  leitende  Schicht  zwischen 
beiden  liegt,  so  trennen  sich  in  dem  genäherten  Leiter  bestimmte 
Mengen  von  bisher  ueutralisirtenElectrici  taten  und  es  begibt  sich 
die  der  Quelle  entgegengesetzte  nach  dem  ihr .  zugewendeten 
und  die  mit  der  Quelle  gleiche  zu  dem  von  ihr  abgewendeten 
Theil,  letztere  ist  frei,  erstere  hat  kein  Streben  ihren  Ort  zu 
verlassen  und  heisst  deshalb  gebundene  Electricität.  Gleichzeitig 
wird  aber  auch  ein  gewisser  Theil  von  der  in  der  Quelle  befindli- 
chen freien  Electricität  ebenfalls  gebunden. 

6)  Berührt  ein  dritter  Körner  einen  von  den  zweien»  welche 
vertheilend  auf  einander  einwirken,  so  wird  das  nach  2)  erhaltene 
die  freien  Electricitäten  in  den  beiden  sich  berührenden  Körpern 
angehende  Resultat  nicht  geändert,  indem  nämlich  die  gebun- 
denen Electricitäten  so  aufgefasst  werden»  dass  die  freien  für 
sich  im  Gleichgewicht  sind.  Man  kann  nämlich  die  gebun- 
dene Electricität  eines  Körpers  immer  in  dem  Sinne  nehmen, 
dass  es  die  sei,  deren  Wirkung  auf  die  übrige  in  demselben 
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Körper  enthaltene  und  mit  dem  Namen  der  fr efcen  bezeichnete 
Electricität  durch  die  Influenz  des  andern  bindenden  Körpers  ganz 
und  gar  aufgehoben  wird.  Dann  muss  offenbar  die  fröie  Electri- 
cität im  ersten  Kfirper  für  sich  und  also  ganz  so  im  Gleichgewicht 
sein ,  als  ob  io  diesem  Körper  keine  gebundene  Electricität  vor- 
handen wäre.  Die  Rechtmässigkeit  dieser  Vorstellungsweise  kann 
wenigstens  da  keinem  Zweifel  unterliegen ,  wo  wie  bei  den  tion* 
deiisatorwirkungen  die  freie  Electricität  immer  nur  gleichsam  ein 
verschwindend  kleiner  Theil  der  Gesammtelectricität  ist. 

dung  statt  findet,  ebene  Platten  von  congruenten  Grundflächen, 
und i so  gegeneinander  gestellt,  dass  erstens  die  Grundflächen  pa- 
rallel. sindf  zweitens  deren  entsprechende  Punkte  sich  jedesmal 
in  einer  auf  ihnen  senkrechten  Geraden  befinden,  so  hängt  die 
Menge  der  gebundenen  Electricltäten  in  jedem  erstens  von  der  Ge- 
stalt des  andern  Kurners  und  der  in  Ihm  enthaltenen  Electricität, 
zweitens  von  der  Dicke  der  nicht  leitenden  Schicht  ab;  bleibt  die 
Gestalt  der  Körper  und  die  Dicke  der  sie  von  einander  trennen- 
den Schicht  constant,  so  ist  die  Menge  der  gebundenen  Electri- 
cität in  der  einen  Platte  der  Erfahrung;  zu  Folge=n  ap,  wenn 
np  Menge  der  in  der  andern  Platte  befindlichen  Electricität, 
p  die  Plattenfläche  selbst  bedeutet;  da  die  gebundene  Electricität 
die  Aw /bindenden  entgegengesezte  Qualität  hat,  so  kann,  wenn 
unter  ap  die  Menge  und  Qualität  der  bindenden  Electricität  be- 
griffen wird,  mit  — nap  die  Menge  und  Qualität  der  gebundenen 
bezeichnet  werden.  Die  Zahl  n  neisst  Bindungsvermugen,  sie  ist 
stets  ein  positiver  eigentlicher  Bruch,  welcher  der  Zahl  1  um  so 
näher  kömmt,  je  dünner  die  nicht  leitende  Schicht  ist. 

8)  Ein  Instrument,  das  aus  zwei  leitenden  congruenten  Platten 
besteht,  deren  Grundflächen  möglichst  eben  und  durch  eine  sehr 
dünne  nicht  leitende  Schicht  getrenut  sind ,  und  noch  die  Ein- 
richtung besitzen,  dass  man  sie  isollrt  trennen  kann,  heisst  Con- 
densator  (Verdichter)  und  dient  zur  Nach  Weisung  von  Licet  rici  tü- 
ten, welche  geringe  Intensitäten  besitzen.  (Jener  die  Wirkung 
wird,  im  AJIgememen  Folgendes  bemerkt:  Wenn  man  mit  den  Plat- 
ten die  Electrieitätsquellen  in  Verbindung  setzt,  so  wird  die  Platte 
Electricität  aufnehmen  und  zwar  so  lange,  bis  die  freie  Electricität 
derselben  der  noch  übrigen  freien  Electricität  der  Quelle  das 
Gleichgewicht  hält.  Die  in  der  Platte  befindliche  Electricität  be- 
steht au*  einer  gewissen  Menge  freier  und  einer  gewissen  Menge 
gebundener  Electricität;  werden  später  die  Platten  getrennt,  so 
wird  die  vorher  gebundene  Electricität  auch  frei  und  es  äussert 
sich  nun  alle  in  die  Platte  gegangene  Electricität,  welche  bei 
einer  wahrhaft  condensatorischen  Wirkung  immer  viel  grösser  ist, 
als  die  Electricität,  die  sich  in  ihnen  angesammelt  hätte,  wenn 
dieselben  bei  sonst  gleichen  Umständen  getrennt  gewesen  wären. 

;J»jrjä  •  ..  :-  i  .  »••<  .  >!.fj 

II.    Nähere  Betrachtung  der  Condensatorwirkung. 

1)  Ist  die  Oberfläche  einer  jeden  von  den  beiden  Platten 
eines  Condensators  =;>,  das  zwischen  den  Platten  herrschende 
Bindungsvermugen  =n,  und  wird  mit  der  einen  Platte  ein  Kör- 
per von  der  Überfläche  o  und  der  electrischen  Intensität  ä;  mit 
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der  andern  Platte  ein  Körper  von  der  Oberfläche  «  und  der  elec- 
trischen  Intensität  «  in  Verbindung  gebracht,  so  werden,  nach- 
dem der  Condensator  seine  Wirkung  vollendet  hat,  wenn  u  und 
v  die  mittlem  Intensitäten  der  in  die  eine  und  andere  Conden- 
satorplatte  gekommenen  Gesaramtelectricitäten  bedeuten,  up  und 
vp  die  Gesammtmengen  der  in  diesen  Platten  enthaltenen  Elec« 
tricitäten  vorstellen.  Bezeichnen  6  und  ß  die  mittleren  Intensitä- 
ten der  nach  dem  Uebergange  in  den  Oberflächen  o  und  cd 
noch  zurückgebliebenen  Electricitäten ,  so  geben  ob  und  aß  die 
Mengen  dieser  Electricitäten  zu  erkennen,  sowie  nach  I.  6)  bep 
und  ßyv  die  in  den  beiden  Condensatorplatten  vorhandenen  freien 
Electrieitätsmengen ,  wenn  c  und  y  die  in  1.2)  besprochenen 
Gleichgewichtscoefficienten  zwischen  der  ersten  oder  zweiten  Con- 
densatorplatte  und  der  Oberfläche  o  oder  a  bezeichnen.  In  den 
nächsten  Paragraphen  wird  angegeben  werden,  wie  sich  die  Grös- 
sen u  und  v,  o  und  ß  bestimmen  lassen. 

2)  Wenn,  wie  angenommen,  in  der  einen  Platte  die  Ge- 
samratmenge  up,  in  der  andern  die  Gesammtmeuge  vp  ist,  so 
ist  nach  I.  7)  in  der  ersteren  von  der  Menge  up  die  Menge 
—  nvp  und  in  der  zweiten  von  der  Menge  vp  die  menge  —  nup 
gebunden,  folglich  ist  in  der  einen  um*  noch  die  Menge  up  — 
{—nvp)  frei  nnd  in  der  andern  vp — ( — nun).  Die  freie  Electri- 
dtät  in  der  einen  ist  aber  bep,  in  der  andern  ßyp,  folglich  ha- 
ben wir  die  Gleichungen : 

•  .  » 

up  +  nvp=bcp , 
vp  +  nup=ßyp\  „ 

hieraus  folgt 

» 

bc^nßy  ßy—nbc, 
U~    1— n*   '    v~    1— n» 

3)  Durch  das  Berühren  der  Platten  mit  den  Korpern,  sowie 
durch  das  Nähern  oder  Trennen  wird  offenbar  nichts  an  der  Menge 
der  auf  ihnen  und  der  auf  den  mit  ihnen  in  Berührung  stehenden 
Körpern  sitzenden  Electricität  geändert.  Die  Gesammtmenge  der 
in  Betracht  kommenden  Electricität  war  aber,  da  sieb  vor  der 
Berührung  der  Körper  mit  den  Platten  in  letztern  keine  Electrici- 
tät befand,  in  dem  einen  Theil  an,  in  dem  andern  am.  Die  Menge 
nach  der  Berührung  ist  im  ersten  Theil  up  +  bo  im  andern  vp 
+/3a>,  also  haben  wir: 

up  +  06=110, 
vp  +  u  ßz=zaa ; 

oder  für  u  und  v  aus  der  vorigen  Nummer  ihre  Werthe  gesezt,  gibt : 

bcp-~nßyp  +  bo(l  —  m2)=ao(1— u*), 
ß  y  p  —  n  b  c  p  +  ß  eo  ( t  — ■  na) = et  m  ( 1  —  na) . 

*  * 

Hieraus  erhalten  wir  für  b  und  ß  nachstehende  Werthe: 
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.  _  oo()7>+ «(!—*«) )+n«yo»p  «<o(cp+o (1-Ht*))  +nacop 
°~  o«(l  —**)+f>(<»H-<» *Hp*c/  P"^oa>(i-n«>+p(o]r+a)c)+p*cy' 

4)  Setzt  man  diese  Wefthe  in  die  Wir  ts  und  1/  in  2)  enthal- 
tene Gleichung,  so  nahen  wir: 

;  .  * 
  acojyp  -j-  o)-— nnyo  co  « to y (<y -f- o)  —  naco  co 

u    o  oa(l  — n*)-\-p{oy-\-mc)-\-p*cy ,V    oa(l — n*)  -\-p{oy  +  o>c)-r-p2cy 

5)  Ans  den  allgemeinen  Formeln  m  3)  nnd  4)  wollen  wir 
nun  einige  specleHe  Fülle  aufsuchen. 

a)  An  der  zweiten  Platte  sei  kein  Leiter. 
Hier  ist:  «=oo  =  0. 

,  _    ao  naco  m 

°-o  +  cp'    p-y(o  +  cp)' 

aoc  _ 

0  +  cp 

«  * 

Vorstehende  Resultate  lassen  sich  leicht  aus  1.  2)  herleiten. 
Diese  Formeln  haben  aber  hier  Gültigkeit,  da  nach  I.  6)  die  ge- 
bundenen Electricitäten  keinen  Einfluss  auf  die  Vertheilung  der 
freien  haben.  Setzt  man  aber  in  I.  2)  die  unserra  Falle  entspre- 
chenden Daten,  als: 

01  =  o,  al=a,  c=zc; 

««=0; 

dann    ist    xx  =:  6  =  — ~~  s=  freie  Electricität  des  mit  der  einen 

o  +  cp 

Platte  in  Verbindung  stehenden  Korpers,  und  ar2=cÄ  =  ^q^~ 
=  u—  Ladung  dieser  Platte.  Durch  a-,  wird  aber  in  der  zweiten 
Platte— na?a=—^q^  gebunden,  folglich  bleibt,  so  lange  die  Plat- 
ten nicht  getrennt  werden ,  +  £f^  =  0y  frei»  und  heraus  0  = 

naoe        .       .  , 
(o+c/»y'W,e  auch  0ben' 

b)  An  der  zweiten  Platte  ist  eio  Leiter  von  der  Flache 
ro  und  der  Intensität  0,  also  co  =  co,  o=0; 


,         ao(yp  +  co(l— ng))  nacop 


»  • 


qor(yj>-|-  co)  _   —  naco»  

*oco(l— it*Hp(yo+ca)-t  p*cy,v~~o  a>  (l — n4)  -f  p  (yo  -f  c  co)  +  f>*cy5 
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c)  Mit  der  «Wetten  Platte  steht  eine  Quelle  von  con- 
stanter  Intensität  a  in  Verbindung;  also«=«,  »=*> ; 

» 

oq(l  —  na)  -f-ncpy   c(cy  -fr  o(l — n*)) . 

6a=    0(l-n*)+pc    '    P— o(l-n*)+pr' 


aoc — naoy  <*y(cp  +  o) — naoc 

*— o(l  — n*)+>V   v—     ö(l-n*)  +  pc  ' 

d)  Mit  der  zweiten  Platte  steht  eine  Quelle  von  constan- 
ter  Intensität  aacO  in  Verbindung.  «  =  o,  o>=?co;das 
wäre,  wenn  die  zweite  Platte  mit  .  der  Erde  in  leiten- 
der Verbindung  steht. 

ao(l-n*)  . 
*-<,(! -»»)-HTo- 

aoc    —aonc  

e)  Mit  beiden  Platten  stehen  Electricitätsquellen  von  con- 
stanter  1  ntensität  in  Verbindung ;  a=o,  a  =a,  o = w=  x>  ; 

b  —  at  ß  =  u; 

ac  —  ntty  ay  —  nac 

/)  Die  eine  der  cobstanten  Intensität  o=0,  also  die  eine 
Platte  mit  der  Erde  verbunden. 

6=o,  0=0; 

■  * 

ac  nac 


ß)  Sehr  leicht  ist  es  sich  auf  andern  Wegen  von  der  Richtig- 
keit der  Formeln  zu  uberzeugen»  wie  es  z. B.  oei  denen  vom  Falle 
a)  geschah.  Die  Formeln  e)  und  /)  sind  die  in  den  Lehrbüchern  allein 
aufgestellten.  Wir  bemerken  schliesslich  noch,  dass  pcb  und 
pyp  die  in  den  Platten  während  ihres  Beisammenseins  vorhande- 
nen freien  Electricitätsmengen  sind. 


7)  Wik  wollen  nun  zur  Berechnung  von  dem  Falle  übergehen, 
wo  ein  Condensator  schon  die  Ladungen  u  nnd  v  bat  und  nach 
Entfernung  der  diese  Ladungen  bewirkenden  Quellen  neue  Quellen 
mit  den  Platten  verbunden  werden.  .  ,> 

,  Es  sind  die  neuen  Ladungen  u'  und  v'.  Die  neuen  Quellen 
haben  die  Flächen  o'  und  co'  mit  den  Intensitäten  a!  und  a';  fer- 
ner seien  c'  und  /  die  GleichgewichtscoeiVicienten,  p  und  n  und 
6'  und  ß'  haben  mit  dem  Vorigen  gleiche  und  ähnliche  Bedeutung 

Nach  demselben  Räsonnement,  wie  im  II.  3)  findet  man: 
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h'c'-nß'y'  ßy-nb'c' 

Um  6'  und  ß'  zu  bestimmen ,  rauhen  wir  eine  ähnliche  Be 
trachtung  wie  in  11.  3). 

Es  ist  nämlich  die  jetzt  in  der  einen  Platte  befindliche  Elec- 
tricitätsmenge  u'b,  und  die  noch  im  Körner  vorhandene  o'  b' 
offenbar  so  gross,  als  die  vorher  in  der  Platte  und  im  Körper 
gewesene,  also 

u'p  +  o'b'  =  up  +  a'  a',  ebenso 
v'p  +  a'|3'5=vf+o' 
Hieraus  findet  man  aber: 

v_  («'<>'  +  «P)(?P  +  a>/(t-n«))4  fr»'*  vp) {npf) 

R,  _  («'">'+*#>)       +  o'Q-n*))  -f  («'  Q'  +  *P)  (npc') . 
P  ~       o'a>'(\—  n«)  -f  p  (o'y'  +  »'  c')  -|-  / 

•  -  r 

und  ferner: 

"~    o'u'(l—n»)+p(oY  + «>'«')+ 


/ _  ji<Bt*t+vp){c'p  +  ot)—% (a? & +  tip) c' <o' 

8)  Es  ist  leicht  einzusehen,  dass,  wenn  nun  noch  wei- 
tere Ladungen  bewerkstelligt  würden,  die  betreffenden  Grössen 
auf  gleiche  Weise  durch  diese  Recursions  •  Formeln  gefunden 
würden.  , 

So  weitläufig  diese  Formeln  ihrer  grossen  Allgemeinheit  we- 
gen auch  erscheinen,  so  einfach  werden  sie  in  den  meisten  spe- 
cietlen  Fällen.  Im  folgenden  Paragraphen  wollen  wir,  als  Beleg 
hiefür,  die  Wirkung  des  sogenannten  doppelten  Condensators  von 
Cuthbertson,  dessen  nähere  Einrichtung  in  Gilberts  Anna- 
len  XIII.  oder  Gehlers  physikalischem  Wörterbuch  II. 

beschrieben  ist,  berechnen. 

.        .  ■  ■  •  ii 

10)  Im  Wesentlichen  ist  die  Einrichtung  folgende:  Zwei  Con 
densatoren  mit  den  Plattenflächen  />,  und  p%  utid  den  Bindungs- 
vermögeu  nx  und  n2  werden  durch  ihre  einen  Platten  mit  einer 
Quelle  von  der  constanten  Intensität  a,  durch  ihre  andern  Platten 
mit  der  Erde  verbunden.  Die  hieb  er  gehörigen  Gleichgewlchts- 
Coeföcienten  sind  cx  und  c2.  Die  zwei  Condcnsatoren  erhalten 
dadurch  die  Ladungen: 


Thcil  XIII  21 
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der  erste:  der  zweite: 


Nun  trennt  man  die  Platten  des  ersten  Condensators  und 
bringt  die  eine  von  ihnen,  welche  die  Ladung  «t  besitzt,  mit  der 
Platte  de«  zweiten,  welche  %  als  Ladung  hat,  in  Berührung, 
wahrend  die  andere  Platte  des  zweiten  Condensators  mit  der  Erde 
verbunden  bleibt.  Der  zweite  Condensator  erhalt  hiedurch  die 
Ladungen  «'4  und  v's;  c's  sei  der  zur  Verbindung  der  zwei  Plat- 
ten gehörige  Gleichgewichtscoefficient. 

Die  Wertbe  b'9,  0'.,  m'„  v's  findet  man  aus  den  Formeln  II. 
7),  wenn  man  dort  die  dem  jetzigen  Falle  angemessenen  Substitu- 
tionen macht,  nämlich: 

o'=fh ,  a  —  u,  c'  =  e'a,  «=Ma,  p=pz,  n~n^,  cr'=0,  0'=«; 

11)  InGehlers  physikalischem  Worterbuche  steht  eine 
Formel  für  den  Fall,  dasS  die  Platten  des  ersten  Condensators  m  mal 


grosser  sind,  als  die  des  zweiten;  ferner,  flass  die  Bindungsver 
mögen  einander  gleich,  und  die  Gleichgewichts -Coefli 
vernachlässigen  sind.   Wir  setzen  also:  , 

Vi  =  ™P>Pz = V ,  «1  =  r2 1±:  c'2  =  1 ,  n,  =  w4  =  n 


Dann  ist: 

■  ■  •  - 

q  —  «o  . 


(Hm(l-n*))(l-n*) 
In  dem  Gehlerschen  Worterbuche  steht  för  u't  der  Werth 


m  a 

(1— >£)(2— tt5)' 


:  ■ 


So  lange  m  nicht  gar  gross  wird^  weichen,  die  zwei  Wertbe, 
da  1  —  «*  gewöhnlich  sehr  Wein  ist,  iv et) ig  von  «inander  ab.  So- 
bald aber  tu  gross  wird,  gehen  sie  aus  einander.    Nach  unserer 

Formel  ist  z.  B.  fiir  ;/i  =  »  ,  t^'  ein  Maximum  =:  ^  __"H'i)*  *  *väD" 
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rend  nach  der  andern  Formel  tt'a  durch  ein  in*s  Unbestimmte  fort- 
gebendes Steigen  von  m  selbst  über  alle  Gränzen  steigt,  welchem 
Resultate  aber  schon  die  Erfahrung  widerspricht 

12)  Die  Formeln  des  §.  10.  lassen  sich  leicht  für  den  Fall, 
dass  mehrere  Condensatoren  hinter  einander  in  Wirksamkeit  tre- 
ten, ausdehoeo.   Es  sind  z.  ß.  r  Condensatoren  gegeben; 

«1  «4  »j  •  ...  »r,    Pi  p%  p%  .,..prt    C4  Ct  Cj  ....  Cr, 

c*%  c',  c'4  . . . .  cV 

haben  analoge  Bedeutung  mit  den  im  §.  10.  gebrauchten  gleichen 
Buchstaben. 

Die  Condensatoren  werden  durch  ihre  einen  Platten  mit  einer 
Quelle  von  constanter  Intensität  a,  durch  ihre  anderen  Platten 
mit  der  Erde  in  Verbindung  gesetzt. 

!   '  •    •     ■  . 

Dadurch  laden  sie  sich  und  es  ist: 

<  - 

Ladung  des  IstenCondensators,  des  2ten,  u.  s.  f.     des  rten. 

k  * 

Nun  trennt  man  die  Platten  des  ersten  Condensatbrs ,  die  mit 
der  Ladung  ux  wird  mit  der  Platte  des  zweiten  Condensators. 
welche  die  Ladung  u%  besitzt,  verbunden,  wodurch  diese  Platte 
die  Ladung  u'a  erhalt.  Hierauf  wird  auch  der  zweite  Condensator 
getrennt,  die  Platte  mit  der  Ladung  w'a  wird  in  Verbindung  ge- 
setzt mit  der  Platte  des  dritten  Condensators,  welcher  die  Ladung 
hat,  wodurch  leztere  sich  mit  ti'3  ladet.  So  fährt  man  fort, 
bis  man  zuletzt  zum  rten  Condensator  gelangt,  dessen  eine  Platte 
dann  die  Ladung  «V  hat  Die  Werthe  u't,  *'s  ond  u'r  Werden 
ganz  sowie  u'%  in  §.  10.  gesucht  und  man  endet  ut  und  u'%  wie 
dort;  ferner 

p2(l-n5  +  c'3p,)  ' 

u.  s.  f.;  endlich 

.  .  _   C'r(u?r-xPr-x  +U,pr) 
f~  Pr-l  d  "  nr)  +  C'rpr  ' 

13)  Sind  die  Bindungsvermögen  aller  Condensatoren  —n  und 
die  Gleichgewichts •  Coefhcienten  =1,  haben  ferner  die  Plattenflä- 
chen folgende  Werthe : 

Pi  =  mT-lP  > 

ar 
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d.  h.  bat  der  folgende  Condeneator  immer  mraal  Ideinere  Platten 
flächen,  als  der  vorhergehende,  eo  ist: 


,  fl(m-fl) 
"  2  ~  fl-n*)(m(l-n»)  +  l)  ' 

>      a  (m  + 1  f  _m  A  7n*)  ) 

"3~    (l-n«)(l  +  m(l— M»))»  ' 

,  _  g  (m  (m  (m  + 1)  +  (1  + m  (!-*») )  )  +  (1  +  m  (1  - w»)  )* ) 
**-  (l-»*)(l  +  m(l-«*))B 

■ 

m*  (m + 1)  +  w  (1  -f  m  (1  -  na)  )  +  (1+m  (1  — »*)  )» 
-«  (l— n*)(l  +  m(l-n*))» 

(mr-*(m+l)^^»(l+ro(l^*)H-m^(l+^^ 
*  (1— **)  (1  +  fit  (i— n«)  )r~ 1 

Wäre  das  n  beinahe  1,  so  hätte  man 

q  (m'-1  +  mr-*  +  m'-»  + 1)       o(iW  —  1) 

als  I^adung  fiti  den  kleinsten  ond  letzten  Condensator. 

■ 

III.   Wirkung  bei  mehreren  gleichzeitig  in  Thätigkeit 

gesetzten  Condensatoren. 

1)  Ein  Korper  von  der  Oberfläche  o  nnd  der  Intensität  a 
wird  mit  den  einen  Platten  von.  r  Condensatoren  verbunden  und 
ein  zweiter  Körper  von  der  Oberfläche  e>  und  der  Intensität  a  mit 
den  andern. 

Die  Oberflächen  der  Condensatorplatten  sind: 

P1P2P»  V" 

Die  Bindungsvermugen : 

nl  **»  w3   n*  • 

Die  Gleicbgewichtscoefficienten: 

ci  Yi    c*  rt   «»  Y»   ^  yr. 


r-Z 
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In  die  Platten  wird  so  lange  Electricität  geheo,  bis  die  in 

i'eder  befindlichen  freie  Electricität  und  die  noch  übrige  in  den 
turpem  sich  gegenseitig  im  Gleichgewicht  halten.    Haben  die 
Korper  am  Ende  noch  die  freien  Electricitäten  6  und  ß,  so  sind: 

Cx  b  (C*  b  |CS  6  (Cr  6 

n  ß      h%ß      hzß  !yr  ß 

* 

die  freien  Electricitäten  in  den  Platten. 

2)  Sehr  leicht  ist  es  nun,  die  Richtigkeit  nachstehender  Glei- 
chungen einzusehen: 

Urpr  +  nrVrpr  =  Crbfh, 

wo  ur  und  vr  die  Ladungen  der  Platte  des  rten  Condensators  be- 
deuten.  Hieraus  bestimmen  sich  ur  und  vr: 

Ur-     1— n?    ,tV—  X-n'r 

3)  Eben  so  leicht  springt  die  Richtigkeit  folgender  Gleichun- 
gen in  die  Augen :  Z 

5(«rJ>r)  +  bo—ao, 
S  (^pr)  +0»=««; 
woraus  mit  Bezugnahme  auf  HI.  2): 


326 
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4)  Wenn  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  des  §.  2. 
setzt,  eo  ist  ur  und  vr  bestimmt. 

5)  Schliesslich  wollen  wir  noch  den  Fall  in  Betracht  ziehen, 
wo  die  r  Condensatoren  schon  Ladungen  besitzen  und  nun  mit 
zwei  neuen  Quellen,  wie  vorhin,  in  Verbindung  gesetzt  werden. 


Es  sind: 

«i  «•  «a   .  .  Uri 

«1   «I   Vr\ 

die  alten  Ladungen; 

c\  y'i   C,   ;  V  .  .  cV  y'r 

die  Gleichgewichtscoeflicienten ; 

o'  und  od' 
neuen  Quellen; 

vi 


o'  und  eo'  sind  die  Fliehen ,  a'  und  «'  die  Intensitäten  der 


«'l  Kf  «|   ....  Mri 


sind  die  neuen  Ladungen; 

b'  und  ß  die  freien  Electrica täten  der  Quellen  nach  den  neuen 
Ladungen. 

6)   Nun  ist  ganz  wie  früher 

Ufrpr  +7?r  vV/>r=6'  c'r  pr, 
Vrpr  -fn^t'rpr=ßyrpr; 

hieraus : 


Cfrb'-nrßyr  _1?rß'-nrb'c'r 

7)   Ebenso  ist  d>m  frälem  analog: 

Siu'rpr)  +  O'b*  =  oV  +  5Wr), 
SWrPr)  +  «//*'  =  «'  «'  +  SiVrPr)  i 

- 

folgt: 
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*.'  »•.  *•  •• 


II 


t  ■ 


9? 


1^  :>o  Mttf:»i  M:)«?itoi;>ll* 

Iflj*   %C0  bf/!J 

Co 


TW 


*8  b  %  IxiUiY 

+ 

Od 
+ 

8 


:  KU . 


Od 


Digitized  by  Google 


329 


Diese  Werthe  in  die  Gleichungen  für  u?  und  «'gesetzt,  geben 


in 

-  4  \ 

8).  Wir  wollen  nun  noch  ein  Beispiel  fiir  die  letzten  Formeln 
machen.  Es  seien  r  Condensatoren  dürfen  die  einen  Platten  mit 
einer  constanten  Quelle  a  in  Verbindung,  durch  die  andern  Plat- 
ten aber  mit  der  Erde.  Ferner  wollen  wir  alie  Gleicbgewtcbts- 
coeflicienten  =1  setzen.  Ebenso  alle  Bind  ungs  vermögen  =  «. 
Der  Annahme  nach  ist  0=0=00,  a=«,  o=0; 

somit  6=a, 
ß=0. 

% 

Nun  ist: 


=  1=7.=«.=«.= 


no 

aus  den  Formeln  l)  und  2),  dieses  Abschnitts. 

Wir  entfernen  nun  die  Quelle  und  den  rten  Condensator,  tren- 
nen die  Platten  des  letztern  und  setzen  die  Ladung  u  mit  den 
Platten,  welche  dieselbe  Ladung  schon  besitzen,  als  neue  Quelle 
in  Verbindung.  Um  nun  die  neuen  Ladungen  zu  erhalten,  setzen 
wir  in  den  Formeln  6)  und  7): 

r=r — 1,  »1  =  14=  nr-i  =n,  alle  c  und  y=l,  o'=pr, 

Ov=M,    <0±=OD,  a=0. 


Dann  ist  aus  7): 


6'  = 


j3^0  (Pr-l)  +  Pr.  f— » O  (f>r-i)  +  pr 


u'  = 


s  <^-i)+^a-»Ä) 

oder  %  *  «einen  Werth  gesetzt,  gibt  endlich:  ,     i  t 


1 


Ii'  =  ■ 

'..1   <        - '  4      ,  '  l  ; '  t.  '•.  ••  /  ,<.i  1  ..1  ,-u/  11  •  * 

Hier  Ist  wohl  zu  bemerken,  das»  u'  die  Ladung  in  den  einen 
Platten  aller  nun  noch  in  Wirksamkeit  stehenden  Condensatoren 
ist;  da  einer  getrennt  wurde,  so  sind  ihrer  nur  noch  r  —  1. 


aSlpr) 
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Wir  entfernen  nun  den  (r— l)ten  Condensator  und  beoützen, 
so  wie  vorhin,  die  Ladung  des  rten,  nun  die  Ladung  dieses» 
d.  h.  wir  trennen  die  Platten  des  eben  entfernten  (r—  fiten  Con- 
densators,  setzen  die  von  ihnen,  welche  nicht  mit  der  Erde  ver- 
bunden war,  >  in  Verbindung  mit  denjenigen  Platten  der  übrigen 
r — 2  Condensatoren,  welche  ebenlall«  nicht  mit  der  Erde  verbun- 
den waren.  Diese  Platten  erhalten  dadurch  eine  wie  die  andere 
die  Ladung  u",  i»d  es  ist:  1  >•* 

^  n'S(pr-t)  

Entfernen  wir  nun  den  (r — 2)ten  Condensator  und  machen  es 
wie  vorhin,  so  ist  die  Ladung  der  übrigen  r — 3  Condensatoren : 

'  *  ^  v        .  •' 
 «"S(pr-J  

Endlich  entfernen  wir  den  2teh  Cortdensätor,  so  hat  der  erste 
noch  die  Ladung;  ...,.„.,-.  ,ä  .;,..r  .  • 

} >    .  ,.p£r~*>'  Q  (p«)       ;'!)       -    •  .  » 


Aus  diesen  Formeln  fär  die  u'  erhalten  wir  endlich: 


(«-»)' 
u  = 


Setzen  wir,  wie  oben  im  Abschnitt  II.  $.  13.:  .' 


»  1 


pr=mr-lp,  pr-t=mr-*p,  pr^—mr-^p 

so  erhalten  wir:  r >  >\  c> 

('-!>'       (1-r-w)  |l+m+m»|   { 1  ,:...m^lg 

Die  Art  der  Ladungen,  wie.  wir  sie  jetzt  haben,  unterscheidet 
sich  von  der  im  Abschnitt  II.  nur  dadurch,  dass  bei  den  auf  ein- 
ander folgenden  Ladungen  hier  immer  mehrere  Condensatoren 
gleichzeitig  wirken,  es  ihrer  aber  immer  weniger  werden ,  bis  zu- 
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letzt  nur  der  kleinste  allein  noch  geladen  wird;  im  II.  Abschnitt 
ging  die  Ladung  auch  zuletzt  allein  auf  den  kleinsten  Condensator 
über,  aber  bei  den  auf  einander  folgenden  Ladungen  war  stets 
nur  ein  Condensator  thätig;  die  Resultate  sind,  wie  wir  sehen, 
verschieden;  wenn  jedoch  die  Condensatoren  recht  gut  sind,  also 
n  beinahe  =1,  so  ist: 

M(r-l)  =  (A±I^d^l!ll 

(1— mQ  c 
-(l_m)  (!_„»)' 

und  wir  erhalten  demnach  Mganz  dasselbe  Resultat,  welches  bei 
gleicher  Voraussetzung  die  Formeln  in  II.  §.  13.  gaben. 


Zum  Schlüsse  nehme  ich  Veranlassung  dem  verdienstvollen 
Autor  „der  galvanischen'  Kette'*  den  innigsten  Dank  auszu- 
drücken für  das  Schöne  und  Nützliche,  welches  zu  erlernen  er 
mir  häufig  Gelegenheit  bot,  theils  als  erfahrner  und  bewährter 
Lehrer  in  sei  neu,  Vorlesungen  über  Electricität,:  theils  als  wohl- 
wollender und  gefälliger  Freund  im  nähern  Umgang.  Auch  darf 
ich  nicht  verschweigen,  dass  mir  sein  Rath  bei  Abfassung  dieses 
Aufsatzes  (namentlich  bei  I.  6»  hülfreich  zur  Seite  stand. 

r  ■   -r'i.-if/.l    -    .    .  i      i.  IJ.I 

r»'     W>,  l    \t  :•!  jiM       l<    f   if-     >•',  '      ,i,f««.J    hfl     -  i't  r.-'Hi  | 
"i 1,1    "/*j<i       s  *t  ">iii:\J.  t  :\  \  !ut»»|j  »"'Iii        .i    .  •'    .  'i  •.         -d   "i  i  ii 

;l      [    in;.    :  «Mi!     \A    i!    :  ■'.     'i'i-        .?."*'•     :        •  «     •  -I-  . 

"  ■  ■  :/  .        '!>     •!•,  •    •         ••••     .•      .  :    tj      •     ,  r  .  i  i     •   :  •  ,  ■     '.  i  .    \      ,  . 

■  ',  I  il/,     I.:.     !:•».!    :  .-  '  :      Ii        »i        ■  .  •         '  i'  .  :  .1  ■     •     i     .  I  .  •  '  I, 

•  .  i : ,  ii     i . . ..  .    i  ■'.  <     :    .  it.  " 

i  .•    o  r"M.       'i'»«i  '        ■  -.  •  .  .■•  fr»,  u  t;  t*.    ,•»»*«•    »\  # 

:l             '■:>.\»\>V\:.i>                     ..  ;i  ,,•:.)    (    .  rJI;     .  (•  -  il  :    ■    >•  nf  /|!.r! 

■  ■• 

£  "      ;  j    •'»)  \ 

V 

Ii-'  /    •  '      •'   ;'<.                                     ■        ><i.  i  ».i          ,(.,',    .  ... 

'ii         I   •  -  i           -    .  '        '•  '     ,ai   i  ..     i  /.•    ••    '•  •  -  ••       ••  Ii»?  //  rW 

•  ■•■■:!•       •  I     ■  '  i  J  '            :  »r 
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i  ■  ♦  ■  i 
i  > 


<  , 


,  t  ,  :  ■••  i  i 


i  ■ 


ITelrangsaufgabeii  fOr  Schüler. 


■» .  * 


Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  W  enger, 

Vontaod  der  höhern  Bürgercchule  so  KUonbeim. 


I  -i  ».;... ;.r..«   :  ,:.|       Ii.  .!{»•'« 


Die  Stange  AB  in  untenstehender  Figur: 

E 


dreht  sich  um  den  Punkt  E  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  6*; 
längs  ihr  ist  ein  Körper  (oder  System  von  Körpern)  otine  Rei- 
bung beweglich,  dessen  Schwerpunkt  im  Anfange  der  Bewegung 
in  der  Entfernung  a  von  E  ist  (positiv  nach  B  bin);  am  Ende 


der  Zeit  t  wird  der  Schwerpunkt,  wenn  ausser  der  Fliehkraft 
keine  andere  Kraft  wirkt,  und  die  Geschwindigkeit  im  Anfange 
Null  war,  in  der  Entfernung 

J(e*  +  e-*) 

von  E  sein.  Zugleich  wird  er,  vermöge  beider  Bewegungen,  eine 
Kurve  beschreiben,  deren  Gleichung  in  Polarkoordinaten 

r=|(e*  +  e-*) 

ist,  worin  r  die  Entfernung  eines  Punktes  der  Kurve  von  E, 
der  Winkel  dieses  Radiusvektor  mit  EB  ist,  nach  der  Richtung 
der  Bewegung  hin  gemessen. 
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Daraus  folgt,  das«,  was  auch  dty  Winkelgeschwindigkeit, und 
da»  Gleichgewicht  des  Körpers  sei,  wenn  nnr  a  dasselbe  Ist, 
immer  dieselbe  Kurve  durchlaufen  wird.  .  <  , : 

Die  dem  Werthe  ^  des  Winkels  y  entsprechende  Länge 
der  Kurve,  von  *säO  an  gerechnet,  ist 

■>      •  ' 

«  V2  [tg9  ^  1  -isin«9 -E«p .  V^T)  +  i F f> ,  VI)]- 


Will  man  die  Stellung  des  Korpers  am  Ende  der  Zeit  t  wis- 
,  so  sind  die  Werthe  von  r  und  y  för  diesen  Augenblick: 


■  . 

v 


Miscellen. 


Zur  Abhandlung  VII.  in  Theil  XII.  S.  .93. 


Van 


X  Dienger,  Vorstand  der  höbern 
zu  Euenheim. 


Man  könnte  gegen  die  dortige  Beweisführung  eines  Einwand 
erheben.   Es  ist  nämlich  allerdings  klar,  und  folgt  aus  der  dorfi« 

(nng—n  \ 
|  ^     )   "»cht  un- 
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endlich'  ist;  zugleich  Ut  $i(j^^=Q,  so  lange  nicht 

d.  h.  so  lange  nicht  r  um  eine  endliche  Grosse  von  «(^oo)  ver- 
schieden ist.   Für  diesen  letztern  Fall  aber  ist  nicht  bewiesen, 

dass  Ä  f  j-^-  - )=0  zu  setzen  sei.   Es  ist  diess  aber  auch  nicht 

nötbig.  Sobald  nämlich  *ß)  =  l  gesetzt  werden  darf,  wird 
lie  Formel  U)  geben:, 


die  Formel  (4; 

(nre~  n\  nr+le-~*  \ 

v^)9{x)  +  ix(hT)J<*>+  ; 

  i  \  ff  (n*e-*      «H-ig—       wUr-»  \ 

-  *        V        +  1.2..(r+l)  +  t.2,.(r+2)  + J ' 

Aus  (5)  folgt,  für  g>(x)=x: 

•  -  .i 
0  (nre~~n      n'+ie-*      nr+2e-»  \ 
—  +  1.2..(r+l)  +  I.2..(r+2)  + / 


d.  h. 

&  U .  2.77  +  1.2..(r+l)  +  1.2.. (r+2)  + 


wie  die  Formel  (8)  besagt. 

Ueber  die  Bedingungen  der.  Konvergenz  der  Reihen  (9)  und 
(10)  sehe  man  Cauchy's  Vöries M% geh  über  die  Differen- 
zialrecbnung,  Vorlesung  9. 


Schreiben  des  Herrn  Doctor  Thomas  Clausen,  Obser- 
vator  an  der  Sternwarte  zu  Dorpat,  an  den  Herausgeber. 

Im  XII  ten  Bande  Ihres  Archivs  Nr.  XXI.  S.  293.  findet  sich 
von  Professor  Seht Snii Ich  ein  Aufsatz,'- worin  er  beweist,  da*» 
die  transcendento  Function 

-    ■  (.  ••'..)•'  •  •  •          1    4  • 
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weder  durch  Reelle  noch  complexe  Wertlie  von  x  den '  ^Yerth 
=  — •  I  erlangen  könne.  Es  scheint  mir  als  ob  hierin  ein  Irrthum 
obwalten  müsse,  da  es  mir  gelungen  ist,  zwei  complexe  Werthe 
von  x  zu  finden,  die  dieser  Gleichung  Genüge  leisten, nämlich: 
x=— 0,5794  +  0,09501  bis  auf  die  vierte  Decimalstelle  genau,  und 
x  =  —  2,51  -f  0,63  t  bis  auf  die  zweite  Decimajstelle  genau ; 

(t = V  — I).  Es  Hesse  sich  darch  weitläufigere  Rechnungen  jede 
beliebige  Genauigkeit  erlangen,,  die  jedoch  für  raeinen  Zweck, 
l)loss  (las  Vorhandensein  dieser  Wurzeln  zu  zeigen,  ohne  Nutzen 
sind. 

Die  Function  f{x)  habe  ich  für  den  numerischen  Oalcnl  in 
eine  schneller  convergirende  Reihe  auf  folgende  Weise  verwandelt : 


11  1  1  1 

iTI 't  5+3-  7+5+  ^+4-  ' 

—  >x  +  2\x     r  H/     2V*  +  1     x  +  V 

+  2V*+2  x+y   

11-1     1       1       1         1  1 

~2  x  +  2  x(x+l)     2  (:r+l)(x+2)  +  2  (jr+2)(*+3)"~"*- 

"  ■  1  1 

""2*^2*  a:(x+Tj 

+  h  (x(x\  1)  -  (x+l)(*+2))  ~  ~  (*+2X* +3)) 


-2*+2*.r(:r+l) 

.  1  1.2  1  12  

+  2*  *(:r+l)(:r+2) "~ 2»  (*+l)(*+2) (*-f  3)  +  ~' 

111      1         1  12 

—  2  x  +  2«  *  (* + 1)  +  2»  ar^r-M)  (ar+2) 

,  12/         1  J  V 

+  2»  \x(x+\)(x+2)  (x+l)(x+l)(x+3)J 
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111      1      .  1  1.2 

-2  x+  2»^+I)  +  25>(ar+l)(a:+«) 

L2.3  1    1.2.3  1  

+    ir  *(*+l)(*+2)(or+3)-  2»  (jr+l)(ar+2)(*-f3)(x-^4)- 

Durch  Wiederholung  der  Operation  erhält  maxi: 


«  i 


„rV    11,1      1      ,1  1-2 

' w  —'2  ar"**  2**(*+D  +  2»  *  (ar+l) 

+  2*  ar(x+l)(ar+2)(xf3)+ 

i<  .  .  .  .    ..  i  *  . 

Das  Gesetz,  wonach  die  Reihe  fortschreitet,  ist  augenfällig.  Die 
Reihe  selbst  wird  immer,  gehörig  verlängert ,  convergent,  und  man 
kann  zugleich  aus  den  letzten  Gliedern,  die  man  in  Rechnung 
zieht  ,  sehr  leicht  eine  Grenze  ahleiten,  die  die  Summe  der  übri- 
gen vernachlässigten  Glieder  nicht  fibersteigen  kann. 


4  I 


;    .1  >  '. 

Druckfehler. 


$.  320;  in  der  (letzten  Zeile  setze  man  11.  2)  statt  II.  3). 


;  1 
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.'•  4iu .  i  "■•{»  i.-  »        "  .  ' 

.  um.  'i  •       Ujii  ....       •  . 


Li 


I  .  §    ■  ««n  i  *  r 


Beweis  des  Satzes: 
Sind  die  Linien,  welche  aus  zwei  Drei- 
eckswinkeln auf  die  Gegenseiten  ge- 
zogen sind,  und  diese  Dreieckswinkel 
in  gleichen  Verhältnissen  t heilen,  ein- 
ander gleich,  so  ist  das  Dreieck  gleich- 
schenklig, und  zwar  sind  die  erwähn- 
ten Gegenseiten  einander  gleich. 
«...  ■  <  «     i  . 

Un 

-  .    i    •    •  •   :    i  .     ..  .  .»..,....• 

■•  Herrn  Theodor  Lange, 

J  %     *. »        •  • .  >'.  < !  •  •  • 

-  Stildireaden  der  .Mathematik  zu  Berlin. 

x»?«,?  "      f*  ».     *      t  ...  .  . 


-■  • 


,   -      .    -  ii.  ."         'i  ..    ij  .f  . 
)  • 

.  Alle  gerade  Linien  aus  einem  Punkte  A,  auf  deuen  Punkte 
liegen,  welche  von  einem  Punkte  B  den  bestimmten  Abstand  r 
haben,  sind  Secanten  aus  A  für  den  mit  r  als  Halbmesser  um 
den  Punkt  B  beschriebenen  Kreis«  Ebenso  sind  alle  gerade  Li- 
nien aus  dem  Punkte  B,  auf  denen  Punkte  liegen,  welche  von 
dem  Punkte  J  4e«  bestimmten  Abstand  r  haben.  Secanten  aus 
B  für  den  mit  r  als  Halbmesser  um  den  Punkt  A  gezeichneten 
Kreis.  Man  stelle  sich  vorV  eine  Secante  aus  B  für  den  Kreis  A 
drehe  sich  im  Punkte  B  so,  dass  sie  aus  der  Lage  BA,  als  der 
ursprünglichen;  sich  nach  einer  Richtung  bewege,  bis  sie  in  die 
Läse  jeder  Secante  gekommen  ist ,  welche  auf  der  Seite  AB  liegt, 
nach  welcher  hin  die  Drehung  stattfindet;  der  bei  dieser  Drehung 
zunehmende  Winkel, -•welchen  die  Secante  mit  BA  bildet,  sei  6. 
Sind  während  der  Drehung  auf  die  Secante  stets  die  Halbmesser 
gezogen,  so  wird  ein  jeder  derselben  mit  AB  Winkel  bilden, 
von  denen  der  eine  «  mit  dem  Winkel  6  zunimmt,  indessen  der 
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tleich  liegende  Winkel  <r*  am  andern  Halbmesser,  bei  zunehmen* 
em  6,  fortwährend  abnimmt.  Ferner  bezeichne  man  den  Winkel, 
den  eine  Secante  aas  A  für  den  Kreis  um  B  mit  AB  macht, 
durch  a,  und,  der  obigen  Bezeichnung  von  a  und  a*  gemäss,  die 
Winkel,  welche  die  auf  die  Secante  gezogenen  Halbmesser  bil- 
den, mit  ß  und  ß'. 

Da  die  Winkel  a  und  ß  sich  nicht  ändern,  dagegen  c  und  b 

Q 

gleichzeitig  zunehmen,  so  nimmt  das  Verbältniss  —  ab,  indessen 
das  Verbältniss  ^  zunimmt.    Es  kann  also   höchstens  einmal 

auf  einer  Seite  von  AB  gekommen  ist«  Da  nun  aber,  wenn  ax=b 
a  b 

ist,  immer  -  =  ^  wird,  so  muss  auch  umgekehrt 

a  b 

1)  „immer,  wenn  -=  ■*  ist»  a=b  sein." 


? 

Nrcht  ganz  so  einfach  ist  der  Schluss  in  Bezug  auf  die  Ver- 
hältnisse' ^  und  ^7 ,  weil  beide  gleichzeifig  zunehmen.  Die  Gleich- 
heit derselben  findet  statt,  wenn  aß' =  bot  Ist.  Da  aß'  eine  un- 
veränderliche Grösse  ist,  kommt  es  nur  darauf  an  zu  sehen,  vrie 
oft  a'b  einen  bestimmten  Werth  erreichen  kann,  kurz  die  Natur 
des  Prodnctes  a'b  zn  untersuchen ,  während  b  zunimmt.  Man 
stelle  sich  vor,  6  wachse  so ,  dass  es  immer  um  einen  beständi- 

fen  Winkel  y  zunehme ;  dabei  wird  der  Winkel  af  um  die  Wrin- 
el  x  abnehmen ,  welche  entweder  hei  fortgesetzter  Drehung  immer 
kleiner  werden  [AB^r]t  oder  immer  gleich  bleiben  [AB=r\9 
oder  immer  grösser  werden  [AB>t],  Das  Product  a'b  ändert 
sich  durch  die  Zunahme  des  Winkels  6  um  y  um  die  Differenz 
a'b  —  (et'— x){b-{-y)  =  x  (6-f  y)  —  a?  y.     Das  Vorzeichen  dieser 

«ZT  €^ 

Differenz,  welches  dasselbe  ist  mit  dem  des  Ausdrucks  tt-» 

y     6-f  y 

zeigt,  ob  das  Product,  während  6  zunimmt,  auch  zu-  oder  an- 
nimmt. Der  Ausdruck  ist  beim  Beginn  der  Drehung  negativ. 
Wenn,    wie  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  und  Fig.  4.,  x  nicht  kleiner 

x 

und  kleiner  wird,  wenn  b  zunimmt,  so  nimmt  -  bei  der  Drehung 

y 

a  . 
nicht  ah,  indessen  ^    abnimmt.    Die  Differenz  wird  also  mit 

negativen  Wertheo  beginnen,  sich  der  Null  nähern,  kann  sie  er- 
reichen und  mit  positiven  Zeichen  zunehmen.  Dasselbe  lässt  sich 
auch  für    Taf.  IV.  Fig.  5.  zeigen,  also,  wenn  die  Abnahmen 

x 

von  a'  bei  zunehmendem  6,  abnehmen.   Dean  —  nimmt  von  Wer- 

y 

then,  die  kleiner  als  2  sind,  bis  zu  solchen  ab,  die  grösser  als 
Null  sind,  indessen  ^7—  von  unendlich  grossen  Werthen  bis  Null 
,  und  beide  Verhältnisse  in  gleicher  Weh*  sich  ändern. 
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Da  nun  also  obige  Differenz  x(b-\-y) — a'y  mit  negativen  VVer- 
tfaen  beginnt,  sich  der  Noll  nähert,  sfe  erreichen  und  mit  positi- 
ven Werthen  zunehmen  kann .  so  nimmt  das  Product  anfangs  zu, 
bis  zu  einem  grüssten  Werth,  und  kann  von  demselben  wieder 
abnehmen.  Es  kann  also  höchstens  zweimal  afb  den  bestimmten 
Werth  aß'  erhalten,  und  zwar  das  eine  Mal,  wenn  6  grösser  ist 
als  <p  (der  dem  grussten  Werth  des  Productes  cfb  entsprechende 
Werth  von  6);  und  zum  andern  Male,  wenn  6  kleiner  ist  als  tp. 

Wenn  a=6  ist,  wird  ~p=jp»  al*o  weon  ^=^7  ist,  ent- 
weder «  =  6  oder  nicht;  im  enteren  Falle  ist  a  und  6  gleichzeitig 
entweder  kleiner,  oder  gleich,  oder  grösser  als  <p;  oder  a  ist 
nicht  gleich  0,  und  dann  ist  auch  a  und  6  nicht  gleichzeitig  gros- 
ser, gleich  oder  kleiner  als  <p.   Wenn  also  a  und  6  gleichzeitig 

grosser  oder  gleich  oder  kleiner  als  tp  ist,  so  ist 

•  ■ 

2)  „wenn  ist,  auch  *=6." 

a  b 

Die  Verhältnisse  -  und  #7  können,  da  ersteres  stets  abnimmt, 

a  P 

indessen  letzteres  zunimmt,  höchstens  einmal  einander  gleich  wer- 
den. Ihre  Gleichheit  findet  aber  nur  statt,  wenn  a  nicht  gleich 
b  ist,  es  sei  denn,  dass  ß ~ß'  wäre,  wo  dann  der  Fall  Nr.  1), 
stattfände.  —    Ebenso  ist  es  mit  der  Gleichheit  der  Quotienten 

Es  ist  also  in  dem  Bisherigen  nachgewiesen,  dass 

» 

1)  wenn        ~  ist,  immer  a=b  ist; 

u  p 

a  b 

2)  wenn  ^==^7  »»t,  a=6  ist,  wenn  a  und  b  gleichzei- 

tig grOsser  oder  gleich  oder  kleiner  als  tp  ist; 

3)  wenn  ~  —  ^7  oder^=j^,  nur  dann  0=6  ist,  wenn 
• '   '       «sc«'  oder  0=r/}'  ist. 


II. 

Die  Auflindupg  des  Winkels  <p,  für  den  afb  seinen  gröbsten 
Werth  hat.  ist  mir  nicht  gelungen.  Jedoch  lässt  sich  zeigen, 
dass  <p  nicht  kleiner  sein  kann,  als  der  Werth  von  b,  den  6  hat, 

wenn  6  =  a'  ist.   Der  Quotient  -ist  nämlich,  wenn  AB?r  ist, 

y  ^ 

stets  größer  als  1,  und  wenn  AB  <r  ist,  so  lange  grösser  als 

1 ,  als  b  kleiner  als  eis  rechter  Winkel  ist ,  so  dass  also ,  wenn 

«r-=6  ist,  immer  und  ^  >1  ist,   mithin  die  Differenz 

22* 
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——■7  ;■■  •  positiv,  und  deshalb  das  Product  a'b  im  Abnehmen  be- 

y    »+y  1 

griffen.  Da  nun  der  Winkel  <p  nicht  grosser  ist  als  PBA  (der 
Winkel  A,  für  den  ct!—b  ist),  so  folgt  erstens,  dass,  wenn  o^und  b 

gleichzeitig  grosser  sind,  als  PBA,  die  Grleichung  —  =  ^7  die 

Gleichheit  der  Winkel  a  und  b  bedingt,  zweitens,  dass wenn  « 
und  £  gleichzeitig  kleiner  sind  als  PBA,  die  beiden  Gleichungen 
nicht  nothwendig  zusammen  auftreten,  drittens,  dass,  wenn  nur 
einer  von  den  Winkeln  a  und  bi  grosser  ist  als  PBA ,  z.  B.  6 
inTaf.IV.Fig.5.,  man  findet,  wenn  man  ß//zieht,  aXABU<*  -ß'  und 

axABH^a'b,  mithin  aß'>a'b  oder^>^,  so  lange  nKmlieh 

«'<«  ist.  —  In  Bezug  auf  diese  drei  Fälle,  uud  in  Rücksicht 
darauf,  dass,  wenn  a  und  b  gleichzeitig  kleiner  als  PBA  ist, 
sowohl  a<a'  als  auch  6<0'  ist,  folgt:  dass 

3)  „wenn  o>a/  und  b  >  ß'  ist,  und  ^=^7,  auch  0=6  ist."' 

W7enn  ^-=^7  wird,  ist,  wie  schon  gezeigt  ist,  a  nicht  gleich 
bf  es  sei  denn,  dass  ß=ß'  wäre. —  Wenn  a*>b  ist  und  zugleich 
wäre ,  müsste  auch  cr>0'  sein,  was  aber  nicht  eintreten 
kunn,  so  lange  b  kleiner  als  ein  rechter  Winkel  ist  —  Wenn  a<6 
ist ,  und  zugleich  —  =      wäre ,   müsste   a  —  o  <  b  —  ß'  oder 

Ct  Q 

«  +  0'  <  6  +  a  sein.  Der  kleinste  Werth  lur  er  +  ß'  findet  statt, 
wenn  a  gleich  einem  Hechten  geworden  ist.  Die  stets  zuneh- 
mende Summe  6-f«,  wird,  bis  b  gleich  einem  Rechten  geworden 
ist,  immer  kleiner  sein,  als  der  kleinste  Werth  von  fl  +  jS'-  E» 

n  b 

kann  daher,  so  lange  b  kleiner  als  ein  Rechter  ist,  nicht -=-^> 
sein.  —  Desgleichen  kann,  so  lange  a  kleiner  als  ein  Rechter 
ist,  auch  ~  nicht  gleich  ß  sein.   Wenn  daher  die  WTinkel 

4)  „a  und  6  spitz  sind,  kann  nie  oder ^=^sein." 

Berücksichtigt  man  die  vier  Ergebnisse  der  bisherigen  Un- 
tersuchung zugleich,  so  ergiebt  sich:  dass,  wenn  a  und  b  spitze 
Winkel  und  beziehlich  grösser  als  «'  und  ß'  sind ,  die  Gleichheit 
der  entsprechenden  Verhältnisse  zwischen  irgend  einem  Paare  der 
anstossenden  Winkel  in  den  Punkten  A  und  B,  die  Gleichheit 
der  Winkel  a  und  b  selbst  bedinge;  kurz  dass,  wenn  eine  der 

'  1  060     b    a     b         a  6 

(ilcichungcn  —  — T/  =  Ä, '  -=2>7  und  -7  =  ^    stattfindet,  die 
a     p    «     p     o  p 

Winkel  a  und  A  gleich  sind. 
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Da  6  und  a  In  Bezug  auf  AB  nur  so  lange  dieselbe  Lage 
wie  a  und  (3'  haben,  als  6  und  a  kleiner  als  reel  ite  Winkel 
und  AB  zugleich  kleiner  als  r  ist,  so  kann  man  anstatt  der  wei- 
teren Bedingung,  dass  a  und  b  kleiner  als  Rechter  sein  sol- 
len, die  engere  aufstellen,  dass  b  und  a  in  Bezug  auf  AB 
dieselbe  Lage  haben  sollen,  wie  a  und  ß'.  Jedenfalls  bat  nun  aber 
b  und  et,  und  a  und  ß'  die  gleiche  Lage  zu  AB,  wenn  die  Halb- 
messer, die  den  Winkeln  «  und  ß4  entsprechen,  in  die  Winkel 
a  und  b  fallen;  und  mit  dieser  Bedingung  ist  zugleich  auch  die 
ausgesprochen,  dass  a  kleiner  als  tf,  und  6  kleiner  als  ß'  ist. 

Es  erglebt  sich  also  folgender  Satz:     X\M  i>„ 

Gehen  aus  zwei  Punkten  A  und  B  einer  geraden 
Linie  zwei  Strahlen  unter  den  beliebigen  Winkeln  a 
und  6  aus,  und  fällt  die  aus  jedem  der  Punkte  auf 
diese  Strahlen  gezogene  Gerade  von  der  bestimmten 
Länge  r  in  die  Winkel,  welche  die  Strahlen  mit  AB 
bilden,  so  bedingt  die  Gleichheit  der  Verhältnisse 
zwischen  den  Winkeln,  welche  einerseits  die  Strahlen, 
andrerseits  die  Halbmesser  mit  AB  machen,  die 
Gleichheit  der  Winkel  a  und  b. 

Liegt  nun  a  und  6  so,  dass  sie  Dreieckswinkel  bilden,,  so 
erhält  man  den  durch  die  Schwierigkeiten  seines  Beweises  be- 
kannten Satz:  Ist  in  einem  Dreieck  aus  jeder  von  zwei 
Ecken  eine  Linie  von  einer  gegebenen  Länge  auf  die 
Gegenseite  gezogen,  und  theilen  diese  Linien  den 
jedesmaligen  Dreiecks winkel  unter  demselben  Ver- 
hältnisse so  ist  das  Dreieck  ein  gleichschenkliges. 

Liegt  nun  a  und  6  so,  dass  sie  nicht  Dreieckswinkel  bilden, 
so  erhält  man  folgenden  mit  flem  obigen  auf  gleicher  Linie  be- 
benden Satz:  Wird  eine  Gerade  von  zwei  Strahlen  ge- 
schnitten, und  theilt  die  aus  jedem  Schnittpunkt  auf 
den  andern  Strahl  gezogene  gerade  Linie  von  der 
bestimmten  Länge  r  die  gleichliegenden-  oder  die 
Wechselwinkel  in  demselben  Verhättniss,  so  sind  die 
en  parallel. 


Nachschrift  des  Herausgebers. 


In  dem  Schreiben,  mit  welchem  der  Herr  Verfasser  des  vor- 
stehenden Aufsatzes  denselben  mir  zur  Einrückung  in's  Archiv  zu 
übersenden  die  Güte  hatte,  findet  sich  noch  folgende  Bemerkung, 
die  ich  glaube  hier  mittheilen  zu  müssen:  „Wie  der  Herr  Profes- 
sor Steiner4'  —  (durch  den  der  Herr  Verfasser  auch  auf , die 
Schwierigkeit  eines  geometrischen  Beweises  des  in  dem  vorste- 
henden Aufsatze  behandelten  Satzes  aufmerksam  gemacht  wurde) 
—  „roittheilte,  sind  jetzt  von  besagtem  Satze  nur  zwei  geome 
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frische  Beweise  bekannt  geworden;  der  eine  findet  sieh  im  Jour- 
nal für  reine  und  angewandte  Mathematik  von  Creile 
und  ist  von  Professor  Steiner  selbst,  während  ein  anderer  Be- 
weis von  einem  Schüler  der  polytechnischen  Schule  zu  Paris  ge- 
geben ist.  Beide  Beweise,  von  denen  dem  ersteren  der  Vorzug 
eingeräumt  worden  ist,  sind  von  dem,  wie  ich  ihn  gebe,  durch- 
aus verschieden,  da  er  dem  Herrn  Professor  Steiner»  dem  ich 
denselben  mittheilte,  unbekannt  war.'* 

So  weit  der  Herr  Verfasser  des  vorstehenden  Aufsatzes. 

Zufällig  sind  mir  die  Schriften,  in  denen  die  beiden  varher 
angeführten  geometrischen  Beweise  des  Satzes  sich  linden  sollen 
und  mögen,  in  diesem  Augenblicke  nicht  gleich  zur  Haiid,  und 
eine  Vergleichung  derselben  mit  dem  von  dem  Herrn  Verfasser 
gegebenen  Beweise  ist  mir  daher  jetzt  nicht  möglich,  wenn  ich, 
was  ich  im  Interesse  der  Sache  nicht  wünsche,  die  Mittheilung 
des  obigen  Aufsatzes  im  Archive  nicht  zu  lange  verschieben  will. 
Jedenfalls  möchte  es  aber  gut  sein,  wenn  die  Leser  des  Archivs 
dem  erwähnten  Satze  ihre  Aufmerksamkeit  schenkten  und.  noch 
andere  geometrische  Beweise  desselben  zu  Gnden  suchten.  Auch 
mochte  ich  den  Herrn  Verlasser  des  obigen  Aufsatzes  ergebenst 
ersuchen,  gelegentlich  einmal,  aber  so  bald  als  möglich,  den  er- 
wähnten von  einem  Schüler  der  polytechnischen  Schule  in  Paris 
gefundenen  geometrischen  Beweis  im  Archive  mitzutheilen ,  da 
mir  selbst  sowohl  dieser  Beweis  selbst,  als  auch  die  Schrift,  in 
welcher  er  sich  findet,  ganz  unbekannt  geblieben,  oder  von  mir 
vielleicht  übersehen  worden  ist,  indem  ich,  offen  gestanden,  dem 
scheinbar  so  einfachen  Satze  bis  jetzt  die  Aufmerksamkeit 
nicht  geschenkt  habe,  welche  er,  da  ein  seiner  eignen  Einfach- 
heit entsprechender  einfacher  Beweis  nicht  leicht  zu  führen  ist« 
allerdings  vollkommen  zu  verdienen  scheint.  Den  Beweis  des 
Herrn  Professor  Steiner  kann  jeder  Leser  des  Archivs  zwar 
leicht  im  Creile  sehen  Journale  nachsehen;  indess  ist  es  dem 
Zwecke  des  Archivs  keineswegs  entgegen ,  wenn  es  dem  Herrn 
Studiosus  T.  Lange  gefallen  sollte  —  was  ich  recht  sehr  wün- 
schen möchte  —  in  Verbindung  mit  dem  vorher  erwähnten  Be- 
weise eines  Schülers  der  polytechnischen  Schule  in  Paris  auch 
den  Steincr'schen  Beweis  im  Archive  mitzutheilen,  und  überhaupt 
Alles  zusammenzustellen,  was  ihm  über  den  fraglichen  Satz  bis 
jetzt  bekannt  geworden  ist ,  wodurch  er  so  wie  mich  auch  gewiss 
viele  Leser  des  Archivs  sich  recht  sehr  verbinden  würde.  Einem 
mir  gütigst  mitgetheilten  desfallsigen  Aufsatze  würde  ich  sehr  gern 
sogleich  eine  Steile  im  Archive  einräumen. 

Schliesslich  will  ich  nun  nur  uoch  mittheilen,  wie  ich  mir 
selbst  den  Satz  im  einfachsten  Falle,  wenn  die  beiden  Win- 
kel halbirt  werden,  mit  Hülfe  der  Rechnung,  der  sich  aber  auch 
leicht  die  Form  einer  geometrischen  Rechnung,  um  mich  dieses 
Ausdrucks  zu  bedienen,  wie  sie  die  Alten  anzustellen  gewohnt  waren, 
gehen  lassen  würde,  was  für  keinen  Kenner  der  Geometrie  der 
Griechen  noch  einer  besonderen  Erläuterung  bedarf,  da  Ja  übri- 

Sens  auch  unsere  algebraischen  und  trigonometrischen  Symbole 
as  Wesen  der  Sache  an  sich  nicht  ändern,  sondern  nur  zur  Ab- 
kürzung dienen  und  die  Form  etwas  andern,  bewiesen  habe. 
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Wenn  in  dem  Dreiecke  ABC  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  der  Winkel 
BAC  durch  die  Linie  AD=cc  balbirt  ist,  so  hat  man  nach  einem  * 
bekannten  Satze  der  euklidischen  Geometrie  die  Proportiou 

AC:AB=CD:BD 

oder  in  bekannter  Bezeichnung 

b:c=a—BD:BD, 

also 

b.BD=ac-c.BD, 
und  hieraus  sogleich  _  . 

BD=^  ,    CD=  ab 


6+c'    ^"-6  +  c 
Non  ist  ferner  in  dem  Dreieck  ACD 

AD*=pAC*+CD*-2AC.CD.cqbC, 


•i  •  t.  ; 

*       1  I 

:   j  •  .  ■ 


1.  > 


woraus  nach  leichter  Rechnung  und  einer  ganz  einfachen  alge- 
braischen Transformation  sich  sogleich 

^=  <6+c)* — ^^-u+v1 


ergiebt. 

Werden  nun  in  dem  Dreiecke  ;4I?C  (Taf.  1V.  Flg.  7.)  die 
Winkel  J#f?  und  ACB  durch  die  Linien  BE=ß  und  CF=y 
halbirt,  so  tat  nach  dem  Vorhergehenden 

Nimmt  man  also,  wie  in  dem  mehr  erwähnten  Satze,  an,  das» 
die  Linien  BE=ß  und  CF=y,  welche  die  Winkel  JÄC  und 
ACB  halbireti,  einander  gleich  seien,  das«  also  ß  =  y ,  und  folg- 
lich auch  ß*=y*  sei;  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

"cM-(„-fc)N=«M>-(a-T-Jj. 
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und  folglich 

.  bc*         c6*        .  c(a+c)*— 6(a+6)« 

oder 

(*-<?)  (a+6)*(a+c)»=6c  { c(a+c)»-  6<a+6)»| , 
d.  i.,  wie  man  leicht  findet, 

(6-c)  (a+Wa+c)*=M  (C«-6S)  +  2a(c*^)  4a*(d-6)  | 


(fr-c)  (a+6)*  (a+c)*  =  -  6c  \  (6>-c»>+2a  (6»-c*)  +  *§-c)  \ . 

WSre  nun  nicht  6=c,  d.  i.  nicht  6  —  c=0,  so  würde  es  ver- 
stattet sein,  auf  beiden  Seiten  der  vorstehenden  Gleichung  mit 
6— c  zu  dividiren,  was  nach  leichter  Ausführung  der  Rechnung 
zu  der  Gleichung 

(a+6)*  (a + c)* = -  6c  { 6*  +  6c  +  c* + 2a,(6,+  c) + a*  | , 

oder  zu  der  Gleichung 

(a+6)«  (a+c)2 + 6c  {*» + 6o + e» + 2«  (6 +c) + a* }  =  0 

führt  Diese  Gleichung  ist  aber,  insofern  natürlich  6,  c  sämmt- 
lich  positiv  sind  und  nicht  verschwinden,  was  sich  hier  von  seihst 
versteht,  offenbar  völlig  ungereimt,  weshalb  es  falsch  ist,  dass 
nicht  6 — c  =  0  wäre.  Also  ist  6  —  c=0,  d.  h.  unter  der  Vor- 
aussetzung, dass  die  Linien  BEc=ß  und  CF—y^  welche  die 
Winkel  ÄJ$C-  und  ACB  des  Preiecfcs  ^//C  halbiren.  einander 
gleich  sind,  ist  immer  6=c>  nämlich  AC~ AS,  welches  der  zu 
beweisende  Satz  ist. 

Ich  wiederhole,  dass  mir  ^die  .Mittheilung  geometrischer  Be- 
weise für  den  fraglichen  Satz  Angenehm  sein  und  mich  zu  Dank 
verpflichten  wird.  G. 


(  V 


<    V.  •'•        •  •   '*'.  >t    .<>  •    f    :.  i 

.'ul   j .  »«    , ••      •    *    I  ••  .«  J  ■  -  '     .  .f  . 

*  1  •  ■  - 
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•  «I.» 


:1      \  .  : 


i  V  t 


XXXIV 


»'     .V-  i-i 


Uefoer  das  RückwärtseinHohneiden  mit 
dem  Messtische  oder  da«  Problem  der 

drei  Punkte. 


Von 


dem  Herausseber, 

-  -- ■  ;  i  -v-.  ■ 


»vi  n 


■  :> 


Am  Einlange  dieses  Aufsatzes  kann  ich  die  vorläufige  Be- 
merkung nicht  Unterdrücker*,  das«  die  in  demselben  angestellten 
Betrachtungen  weniger  för-  die  Praxis  des  RückwärtsCinschnei- 
dens,  als  in  theoretischer  Beziehung  einiges  Interesse  darbieten 
dürften,  weil  mich  dieselben  zu  einigen,  wie  ich  glaube,  berner- 
kenswerthen  geometrischen  Sätzen  geführt  haben.  Ich  hätte  leicht 
eine  andere '  passendere  Überschrift  wählen  können,  habe  aber 
die  obige  absichtlich  beibehalten,  weil  mir  Untersuchungen  über 
das  Rflckwfirtseinschneiden  zu  diesen  Betrachtungen  Veranlas- 
sung gegeben  haben,  und  ich  dem  vorliegenden  Aufsatze  später- 
hin noch  einige  andere  von  Ähnlicher  Tendenz  folgen  zu  lassen 
hoffe.  ,  ,  , 

Wir  wollen  uns  vier  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  A,  A', 
B,  Bf  und  einen  fünften  nicht  in  dieser  geraden  Linie  liegenden 
Punkt  C  denken.  Beschreiben  wir  dabo  durch  die  drei  Punkte 
A,  C,  A'  und  durch  die  drei  Punkte  B,  C,  B't  d.  h.  um  die  bei- 
den Dreiecke  A CA'  und  BCB\^  zwei  'Kreise,  so  werden  sich 
diese  beiden  Kreise  ausser  in  dem  Punkte  C  noch  Hi  einem  zwei- 
ten Punkte  D  schneiden,  mit  dessen  näherer  Bestimmung  wir 
jetzt  beschäftigen  wollen.    »       1  >  v; 


Zu  dem  Ende  nehmen,  w'^r  ein  fechtwinkliges  Coordinaten* 
system  der  xy  an,  dessen.  Axe  der  x  die  gerade  Linie  sein  soll, 
in  welcher  die  vier  Punkte  A ,  A\  B,  B'  nach  der  Voraussetzung 
liegen.  In  Bezug  auf  dieses  Coordinatensystem  seien  die  Coor- 
dinaten  der  Punkte 
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A,  A't  B,  B,  C 

respective: 

a,  0;  a\  0;  b,  0;  6',  0;  m,  n. 

Die  Gleichungen  der  durch  die  Punkte  A,  C,  A'  und  B,  C, 
B'  beschriebenen  Kreise  seien  respective 

1)  (x-p)*  +  (y-q)*=t* 

uud 

wo  die  Bedeutung  der  Symbole  p,  q,  r  und  p\  &t  r*  aus  der 
Theorie  des  Kreis« 


Da  der  erfte  dieser  beiden  Kreise  durch  Hie  drei  Punkte 

At  A't  C  geht,  so  liefert  <Ue, Gleichung  1)  zur  Bestimmung  der 
Grossen  p,  qt  r  die  folgenden  Gleichungen: 


• 


i(a-Tj>)*  +  9»=r» 
(a'-p)*  +  ?*=r», 
(m-p)*  +  (n-?)*=r*. 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  drei  Gleichungen  folgt: 


a*  —  2ap  =rr 2 — p\ —  9» , 


folglich  . 


•  I  I 


und  hieraus 

.  ^  f    j    <     «  I 


wovon  die  Richtigkeit  auch  aus  bekanntes  Elemeatarsätzen  auf 
der  Stelle  erhellet 


Aus  der  dritten  der  drei  Gleichungen  3)  folgt 
m*  -f  ** — 2mp — 2«</ = r*  — />*  <—  , 

also  nach  4) 

6)  m»  +  it*  -  2m/>  -  2ng  =  a*—2ap = a'*  -Sä^- 
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Führt  man  in  diese  Gleichung  den  Werth  von  «  aus  5)  ein,  so 
erhält  man: 

«• +»* — m  (a  \  a*) — 2nq 
=  «*-ö(a  +  a')=a'a— a'(a+aQ=--  „a', 

folglich 

2nq= +  aa'  -  m  (a + c') , 

uod  hieraus 


T) 


Endlich  erhält  man,  wenn  man  in  die  erste  oder  zweite,  oder 
in  die  dritte  der  Gleichungen  3)  iur  p  und  q  ihre  vorher  gefun- 
denen Wert  he  5)  und?)  einführt,  ftir  4ra  die  folgenden  Ausdrücke : 

4r»=<„-a')»  +  j(m-a)  <m~*>±*\  * 

=lm-i(a  +  «OI»+  (*-«') -«y 

also  .  .    .  , 

'»  .         '•       -  . 

■      ■  »<» 

=  V  U-i(a +  «<)!«+  j^^o^j  v 

Stellen  wir  nun  die  gefundenen  Werthe  von  »,  q,  r  noch- 
mals zusammen,  so  erhalten  wir: 


9) 


nnd  fiir  »',  r/,  r'  ergeben  sich  ganz  auf  dieselbe  Weise  die  fol- 
genden Ausdrücke: 


34* 


10) 


V  ~  £7*  — 2Ä+  2n 

Bezeichnen  «vir  jetzt  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte 
der  beiden  Kreise  überhaupt  durch  AT,  lr,  so  haben  M  ir  zu  deren 
Ii e Stimmung  nach  1)  und  2)  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

...    '    .  |(^-7>0*+(»r-»0i=^; 

d.  i. 

aus  denen  sich  dutch  Subtraction  die  Gleichung 

13)     2(p-p^)X  +  2(?-?')  F=  (r't_p'»_9*)_(r*-f^) 

ergiebt.  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 

ra— pa— 7a=  aa— 2op= <i(a+aO  =  —  oa', 

und  wir  haben  daher  nach  13)  die  Gleichung: 

14)  2  (p-p^X+liq-q')  1  =  aa'-bb', 

oder,  wie  aus  dieser  Gleichung  ferner  leicht  folgt,  die  Gleichung: 

15)  2  (p  - p')  (X-p) + 2(9- (  Y-q) 
=  aa'  -  66'-2p<>-/,')-2?  (f— *9- 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

l6)    1-9=  2(^)  ' 

und  nach  11)  haben  wir  daher  zur  Bestimmung  von  X — p  die 
folgende  Gleichung  des  zweiten  Grades: 

17)  (X—p)2 
•  1  a«--A^-2/i(/^;iO-2y(9-<r/0-^-;>Q(J-;>)-|'_ 

f  L  "     %-9;)  I  - r ' 
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welche  nach  gehuriger  Elitwickelung  die  Porto 

18)   (^-,p)»^(P-P0  laa'-W-Wp-jn-Wr-M  _ 

sr         .  •  : 

^y-yQV— {««-'  ~  bb ' — 2p  (p  -  p')  -  2q  (q  -  q')  )» 
4rö>-p')*  +  (7-7')2) 

erhält  i  « 

Setzen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen 

19)  P=(,,-p<)H  (?-?')* 

und  .  . 

20)  Q— aa' —bb'-ty  (p-p')  —  2?  , 

so  wird  die  Gleichung  18): 

und  fahrt,  auf  gewöhnliche  Weise  anfgelwst,  zu  dem  folgenden 
Ausdrucke  von  X—pi 

22)         x-p  =  (r^9±(t^f)VJ?fi=-y . 

■ 

Weil  femer  nach  16) 

Q-2(y-p')(X-p) 

ist,  so  erhält  man  durch  Einführung  des  vorhergehenden  Aus 
drucks  von  X—p: 


23) 


y    n  {q-q')Q^{p-p,)*TiFP--Q* 
Y~<1-  IP  *~' 


und  wir  iiaben  daher  jetzt  zur  Bestimmung  von  X  und  Y  die  fol- 
genden Formeln ,  in  denen  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf 
einander  beziehen: 


24) 


[Y  ..  (p-p')Q±(q-  90  V  P-Q2 
^       P  —  <2p  * 

v        (q-q')QT(p-p')  V it*P~Q> 


Um  uns  die  Rechnung  zu  erleichtern,  wollen  wir  jetzt,  was 
offenbar  verstattet  ist,  tm=0  setzen,  d.  h.  wir  wollen  den  Durch- 
schnittspunkt der  geraden  Linie,  in  welcher  die  Punkte  A,  A\ 
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B,  B'  liegen,  mit  dem  von  dem  Punkte  C  auf  dieselbe_geOUten 
Pernendikel  als  Anfang  der  Coordinatco  annehmen.  Dann  ist 
nach  9): 


25)       p=\  („+«•),  9=^^; 


und  nach  10): 

also  nach  19)  und  20): 

4r*/>-  Q2 

=4r*{(p-pOH(9-9')a}  -  laa'-66'-^(p~iO-2e(9-©'))* 
=  _  (a<l'— 66')*  +  4(00'— bb')p(p-p') 

+  4(aa'-66')*(9~?0 
-8p9(p-p')(9-90 
+  4(r»— p^ip-pO2 
+4(r*-*»)(*-9')* 

=  -_(aa'- 66')* 

+  (aa'-660  (a+«0  t  («+«0  -  (6+6*) ) 

+  («a<-660*.^ 


-  \  {aa'-bb')  (a  +  a')  \  (a+a')  -  (6+6') } . 

1    M  /au'  +  tia\* 

-  4  |4aa'  -   -— j  |  {(a+aO- (6+^)j» 

+  (oa'-66')  (a+a')  { (Ä+a<)-(6+60 }.  ^ä"- 

aV2— 2a<i'Ma  +  H« 
+   4^5— —  l(a  +  a')-(*  +  ÄOl* 

_^fl+oy  Q^—btsy  , 

+2  "V  '  — iT~ Ka  +  a')-(6  +  Ä0  J.  — &— 
+  { (a+«0-(6+g^.(^g^y 


< 


Digitized  by  Googl 


-351 

~2  ä —  +  ((■+«*)— (*+*)).— i 2~  I  ' 

und  folglich  nach  14): 

(((a+«0-(6+*0)»+(25:=^),|  |X- -(a+oOl 
x  j^.  66<_  1  (a+a0((a+a0_(HÄ0)_»j£2!L'.  22^j 

lao'-W'-2  («+«/)((«+«0-(H*0) 
=|(a+ö0-<6+6<)i  ^  „*_flfl<w_^ 


2« 


( 

Nimmt  maa  die  untern  Zeichen,  so  wird 

».  .  i 

=  -  ±  (a+«0  {((a+a')-<W))a  +  (^^)\ 
and  folglich 

*-l(«4V)  =  -i(a  +  a'), 

also  A=0,  woraus  man  sieht,  dass  die  untern  Zeichen  dem 
Durchschnittspunkte  C  der  beiden  Kreise  entsprechen,  und  dass 
man  also,  wenn  man  die  Coordinateo  des  Durchschnittspunkts  D 
der  beiden  Kreise  haben  will  im  Vorhergehenden  die  obern  Zei- 
chen nehmen  muss. 

Dadurch  erhält  man: 

(aa'—  66V     „  1 
— B—  )  1  (A-.jM  «,')! 

1                       ...    /aa'—  66'\* 
=-2(a+a0{((a+a0-{6+6'))*~(  j  } 

{ (a+q')— (6+6')|  (qq'— 66Q  (n*—aa?) 
+  „2  ' 


also 


! 


»  « 


(aa'—-bb'\* 
JLirL)  »f. 

=  aa'„*b'  I  («+<*')  (aa'~bb')  + <(<,+*')  ~  (6 +60)  («*-««')  I 
na' —66' 


t  (a+aO  (n*-W)  -  (6+60  (»*-aa')  J 


oder  (  : 


{((«-H»')-(W))^  +  (?~ — 

=  «,„'-66')  (    +  -  (6+6')  (l-^)  I» 

und;  folglich  ^  .  ! 

(«a'  -66')  { (a  +  a')  (l-  ~)  -  (6+6')  (l-  I 

Mittelst  der  zweiten  der  Gleichungen  24)  könnte  man  auf 
ähnliche  Weise  den  Werth  von  Y  ermitteln.  Man  kann  zu  dem- 
selben aber  auch  auf  folgende  Art  gelangen. 

Man  setze  s 

=  275  —> 

Ii  ' ; '     •     •  * 
- 


und  ( 


Ar  \ 
I  . 

2/-* 


so  ist  nach  dem  Obigen 

■ 
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oder    <  /'  s\ 

'V  ,    1         1  v 

yi  yu 

die  Gleichung  der  Linie  CD.   Weil  nun 


A;  * 


A'=*n,  F'=n  oder  A'»=m,  P=n 
ist,  so  ist        '(  ) 

die  Gleichung  der  Linie  CD.  Nach  den  allgemeinen  Formeln  9) 
und  10)  ist  aber 


,„»  — (6 -f  6')  - 

0__,  =  (m-a)  (m^-fri-oHm-o') . 
and  die  Gleichung  der  Linie  CD  ist  folglich 

'  9    n  ~-    (m  -«Km-B'J-t  M  (m-6') 

also  fiir  wt  =:0 : . <  .u.i  « 


Weil  nun  der  Punkt  (XV)  in  dieser  Linie  liegt,  so  ist 

29.)  r-^-'^zj****. 

d.  i.  nach  27): 
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|(«fo')-C6+6')m(-^  ) 

folglich,  wie  man  hieraus  leicht  findet:.  .  »i 

_    „    l  (aa'-oe')»  H                     taa'(6  +  6') -Ob'  (q+o')| 
30)    F=-.    /iia^-bö'Y  

Daher  haben  wir  zur  Bestimmung  der  (Koordinaten  Xt  Y  des 
Punktes  />  jetzt  die  beiden  folgenden  Formeln: 


.i'i 


31) 


■  -  ^'-^)Ka+a')(l-^)-(H^(l-^)< 

,(-  +  -')-(*  +  *')!* 
I  y  _  1    (oo'—  44')*-  !(«+<■')— la«(H*')  -M'(°+"')t 
"'  K«  +  «')- <*+*')!»  + 

Will  man  au6  diesen  für  m  =  0  geltenden  Formeln  'die  allge- 
meinen für  jedes  m  seitenden  Formern  ableiten,  so  braucht  man 
in  denselben,  wie  leicht  mittelst  ider  Lehre  von  4er  YerwantNUDg 
der  Coordinaten  erhellen  wird,  bloss,  für 


-4,  h\  X 


>  > 
respective 

a — m,  « — m,  b  —  m,  b — m,  X—m 

zu  setzen,  was  wir,  als  nicht  der*  geringsten  Schwierigkeit  unter- 
liegend, füglich  dem  Leser  ü^rta^eoi  .können. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Linie  CD  war  nach  28)  1 

,«K«4V)^(M>6')) 
y  (ro—a)  (mW)  —  (m— b)  (m-6')1        ;  * 

Bezeichnen  wir  nun  die  erste  Coordroate  des  Durchschnitts" 
nunkts  dieser  Linie  mit  der  Axe  der  x,  d.  i.  mit  der  geraden 
Linie,  in  welcher  nach  der  Voraussetzung  die  vier  Punkte  A, 
A',  B,  B1  liegen,  ^urch       se  ist 

(rn-q)  (m-a')  -  (m-b)(m-b') 
*  (a  +  a')-(6  +  6') 

und  folglich 
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iox  (m-q)(m— a')  —  (m-6)  (m— 6') 
38)  *-OT+  (i+^Z(Ä+6r) 


oo\  ~_m  ,  (ffl~a)(m-o/)  — (m— 6)  (m— 6'). 

woraus  sieb  aber  nach  gehuriger  Entwickelang  leicht 
34  Y  aa'-W 


oder 


*-(q-6)+(a'-6') 


ergiebt 

Weil  diese  Ausdrücke  von  m  und  n  ganz  unabhängig  sind, 
so  sieht  man,  das«  die  gerade  Linie,  in  welcher  die  vier 
unveränderlichen  Punkte  A,  A\  B,  Bf  liegen,  was  auch 
der  fünfte  Punkt  C  für  eine  Lage  haben  mag,  von  der 
Linie  CD  immer  in  einem  und  demselben  Funkte  ge- 
schnitten wird,  ein  Resultat,  welches  sich  auch  leicht  auf 
ganz  elementare  Weise  aus  den  bekanntesten  Sätzen  vom  Kreise 
ableiten 


Wenn  man  aus  der  ersten  der  beiden  für  m=0  geltenden 
Gleichungen  31)  die  Grosse  n*  bestimmt,  so  erhält  man: 

i  qg'-66'  aa'ibWy- bb'  (a+a')—(aa' —bbQX 

n         j(a+fl<)_(6  +  6')  *  qq'-66'-l<a+aO-(6-fo')}A 

Nach  29*)  ist  aber 

„  («q'-M')  V 

welches,  mit  dem  Vorhergehenden  verglichen,  zu  der  Gleichung 

ggf  (6+6')  -  bb'  (q+q')  -  (aa? — bb')  X 
(q+q')— (b+b') 

 (qq'  — 660?»  

-    ««'-66'- Kq+q'J-(*+*Ü* 

führt.  Diese  Gleichung  bringt  man  aber  nach  gehöriger  Ent Wicke- 
lung leicht  auf  die  Form 


«er 


4  • 
f 
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36) 

v* _  (qg'-66QHt(fl +<*')— (6+6Qtt<iq'(6+60  — *>b'(a+a')\ 
+  (ua'-bb')\  (q+o')  - (6+6')  I  / 


aa'(6  +  6Q-  66' (q+q')| 
+  (a+a')-(6+6') 


Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  der  Gl 

d.  i.  mit  der  Gleichung 

jp+  ^—2/^^-20,  *'+/>,*  +  <?,*- /?!»=<), 

so  erhält  man  zur  Bestimmung  von  Plt  Qlt  fi,  die  drei  folgen- 
den Gleichungen: 

_  (qq' — 66Q«  +  Ka+aQ  -  (6+6')}  {qq'(6+6')  —  66'  (q+qQt 
2(qq*-66')t(q+-q')-(6+60} 

Qj  =0,  in  ,  ti  i  ti  i  >.} 

lijut;  *  >;      ityjjDil  *i\  AV  ,K  tL   .  i^riü'l  k'mI'mH '»?mi  i:  io  • 
t>aj.n«    »«  _««'(6+6Q^66'(q.+qO. 
"i  +Vi      **i  —     (a+c')  — (6  +  6') 

aus  denen  sich  leicht 

.  •    I.   I.  '.. 

f  p  _  lf  _  _aa'~66'        qq'(6+  60  -  66'(c+gQ-l 
r,-aL(fl+o')  -(6+6*)  +         «q'-66'  J' 

37)  <ÖJ=0, 

fß «  *P  ««'-66'  aa/(6  +  60  -  66'(fl+-fl0l», 
r1  -4L(a+o')-(6+6')  Z^bP  J  ' 

oder  auch 

f  p  _  lf~     aa?—bb'         qq'(6+6Q  ~66/(q+g/)-| 
ri~2L(o+a')-(6+6')+         Tüt^W  J' 

38)  <Öi=0, 

'»  _,1r    ««'-66'  flq'(6+60-66/(q+-aQni 
1-±2  L(a+o')-(6 +60  m^Eb'  J ; 

wo  man  das  Zeichen  immer  so  zu  nehmen  hat,  dass  Rx  positiv 
wird,  ergiebt. 

Hieraus  sieht  man,  dass  die  Gleichung  36)  einem  Kreise  an- 
gehört, dessen  Mittelpunkt  in  der  geraden  Linie  liegt,  in  welcher 
die  vier  unveränderlichen  Punkte  A,  A't  B,  B'  liegen. 
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Setzt  man  in  der  Gleichung 

(X-P^+iY-Q^RS 

die  Grösse  F=ö,  so  erhalt  man  . 

X^Pl=s±Rlt  also  X^P^Rii 

und  wenn  man  nun  die  aus  dem  Obigen  bekannten  Wert  he  von 
Px  und  Ri  einführt,  so  ergiebt  sich  mittelst  leichter  Rechnung, 
dass  dem  Werthe  K=0  immer  die  beiden  folgenden  Werthe  von 
X  entsprechen: 

aa'—bb'   aa'jb  -f  b*)-bb'  (q-f  oQ  . 

(a+aO— (6  +  6')'  aa'—bb'  '  ; 

so  dass  also  der  durch  die  Gleichung  3C>  charakterisirte  Kreis 
immer  durch  den  durch  die  Cooidinaten 

aa'—bb'  ' 
(a+aO-ToT^V  " 

bestimmten  Punkt  geht. 

Halt  man  dies  aber  mit  dem  Obigen  zusammen,  so  ergiebt 
sich  der  folgende  beroerkenswerthe  Satz,  zu  dessen  Erläuterung 
man  Taf.  V.  Fig.  1.  zu  vergleichen  hat. 


L  «  h  t  t  a  tz. 

Wenn  vier  Punkte  A,  A\  B,  Bf  in  einer  und  dersel- 
ben geraden  Linie  liegen  und  C  ein  fünfter  nicht  in 
dieser  geraden  Linie  liegender  Punkt  ist,  durch  die 
Punkte  At  C,  A'  und  B,  C,  B1  aber  Kreise  beschrieben 
werden,  deren  zweiter  Durchschnittspunkt  durch  D  be* 
zeichnet  wird;  so  schneiden  für  alle  in  einer  und  der- 
selben auf  der  geraden  Linie,  in  welcher  die  vier 
Punkte  A,  A',  B,  B'  liegen,  senkrecht  stehenden  Linie 
liegende  Punkte  C  die  entsprechenden  Linien  CD  die 
gerade  Linie,  in  welcher  die  vier  unveränderlichen 
Punkte  A,  A\  B,  B'  liegen,  sämmtlich  in  einem  und 
demselben  Punkte  E,  und  die  den  Punkten  C  entspre- 
chenden Punkte  D  liegen  sämmtlich  auf  einem  durch 
den  Punkt  E  gehenden  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  in 
der  geraden  Linie  liegt,  in  welcher  die  vier  unver- 
änderlichen Punkte  A,  A',  Bt  Bf  liegen. 

Wenn  man  nur  einen  der  Punkte  D  durch  Construction  sucht, 
so  kann  man  nach  diesem  Satze  immer  leicht  sowohl  den  Punkt  E, 
als  auch  den  Kreis,  in  welchem  die  sämmtlichen  Punkte  D  He- 
gen ,  constpuiren. 

Ans  der  Gleichung  34)  erhält  man  leicht: 
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39)  )  *~a~(«+«0-(6T67' 
)  *    /,       (a-6)(q'-6)  . 

also 

40)  36— a:36 -6=6'—  a:a'  — 6; 
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(a-6)(6'— a) 


ferner 


41) 


(q'-6Q  (6— «Q 
(a  +  a')-(b  +  b')  * 

(a'-60(«-60 


-  (a  + «0^(6 +  6) 


Kl 


42)  36—  aiX-V^b-dia-b'. 

Bezeichnen  wir  jetzt  der  Kürze  wegen  den  Durchschnitts- 
punkt  der  Linien  Ali  und  CD  durch  O;  so  sind  nach  der  Lehre 
von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  offenbar 

36— a  und  36—6 

die  ersten  Coordinaten  des  Punktes  O  in  Bezug  auf  die  Punkte 

A  und  B 

als  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  und 

6'-c  und  a'-6 
sind  die  ersten  Coordinaten  der  Punkte 

B'  und  ^' 

in  Bezug  auf  die  Punkte 

A  unu  ^ 

als  Anfangspunkte  der  Coordinaten.  Weno  nun  die  Coordinaten 
b' — a  und  a'  —  6  ungleiche  Vorzeichen  haben,  d.  h.  wenn  die 
Punkte  R'  und  A'  respective  von  den  Punkten  A  und  B  aus  nach 
entgegengesetzten  Seiten  hin  liegen,  so  haben  wegen  der  Pro- 
portion 40)  auch  die  Coordinaten  3£— a  und  36 — 6  ungleiche  Vor- 
zeichen ,  d.  b.  der  Punkt  O  liegt  zwischen  den  Punkten  A  und 
B.  Wenn  dagegeu  die  Coordinaten  b'  —  a  und  6  gleiche 
Vorzeichen  haben,  d.  h.  wenn  die  Punkte  Ii  und  A'  respective 
von  den  Punkten  A  und  B  aus  nach  denselben  Seiten  hin  liegeu. 
so  haben  wegen  der  Proportion  40)  auch  die  Coordinaten  36  —  « 
und  36-6  gleiche  Vorzeichen  \  d.  h.  der  Punkt  O  liegt  nicht  zwi- 
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sehen  <toi>  Pankten  A  und  In  •  alten  Fallen  bat  maav  aber 
nach  40)  die  Proportion  u-  '  •:    !  <  .     :i»«.<i  ..»■ 

43)  AO'.BQcaABti  BA'*)t 

aus  welcher  zugleich  unmittelbar  hervorgeht,  das*,  in  dem  Falle 
wenn  die  Punkte  B'  und  A'  respective  von  den  Punkten  A  und 
Abui  nach  denselben  Seiten  hin  Hegen,  jenachdem 

4*>«*  oder  AB'  < 

istj  der  Punkt  O  in  der,  Verlängerung  der  Linie  AB  über  den 
Punkt  B  hinaus,  oder  in  der  Verlängerung  der  Linie  AB  über 
den  Punkt  A  hinaus  liegt. 


Nimmt  man  jetzt  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ei_ 
sich  zur  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  tO  ib  der  Ironie  AB 
oder  deren  Verlängerungen»  und  dadurch  aueh  zugleich  der  Lage 
der  Linie. CD  die  folgenden  einfachen  Regeln.  > 

Wenn  die  Punkte  &  und  A'  respective  von  deSi  Punkten  A 
und  B  ans  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  liegen,  So  liegt 
der  Punkt  O  in  der  Linie  AB,  und  seine  Entfernungen  AO  und 
£?ö  von  den  Punkten  A  und  £  verhalten  sich  wie  die  Linien 
AB  und  BA'  zu  einander. 


.,  <■ 


Wenn  die  Punkte  1?  und  -4'  resnective  vou  den  Punkten  A 
und  B  aus  nach  derselben  Seite  bin  liegen  und 

ist,  so  Hegt  der  Punkt  Ö  in  der  Verlängerung  der  Linie  AB 
über  den  Punkt  B  hinaus,  und  seine  Entfernungen  Aö  oiid  BO 
ton  den  Punkten  A  und  B  verhalten  sich  wie  die  Linien  AB* 
und  BA'  zu  einander»         i  :  ,  i.  u< 


*)  Dan«  «ich  diese  Proportion,  auch  leicht  :au4  ganz  bekannten  Blo- 
nientaraätzen  vom  Kreise  ableiten  lä«ul,  wird  ein  Jede*  aogleida  üW- 
aofcea.   £•  iat  uUlich  mit  Kück.icht  auf  Taf.  V.  fig.  SL 

*  A0.A'0=C0.D0, 
.'   '  BQA'OsaCO  DO;  J,  „, 

aUo  ',[•,>. 


t.  ? '»     .  i 


und  folglich 
üIho  auch 


AO:B0=zB'0:A*0, 


d.  i. 


AO :  BO = B'O :  A'O  ^A0~  B'O  :B0  —A'O, 
AO : B'0=B'0:  A'O—  AB'  :BA\ 
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Wenn  die  Puokto  Bf  und  A*  respective  voo  den  Punkten  A 
nnd  B  aas  nach  derselben  Seite  bin  liegen  und  t 

.  ABl  <  A4'  i 

ist,  so  Hegt  der  Punkt  O  in  der  Verlängerung  der  Linie  AB  über 
den  Punkt  A  hinaus,  und  seine  Entfernungen  AO  und  BO  von 
den  Punkten  A  und  /?  verhalten  sich  wie  die  Linien  AB'  und 
ZW  zu  einander. 

Wenn  man  die  Proportionen  40)  und  42)  mit  einander  ver- 
gleicht, so  füllt  auf  der  Stelle  in  die  Augen,  dass  man  jm  Vor- 
hergehenden die  Punkte  A,  A'  und  B,  B'  gegen  ei oaiyl er  ver- 
tauschen ,  und  daher  die  Regein  zur  Bestimmung  der  Xfj&ge  des 
Punktes  O  in  der  Linie  AB  oder  deren  Verlängerungen,  und  da- 
durch xugl eich  der  Lage  der  Linie  CD  auch  auf  folgenden  Aus- 
druck bringen  kann.  '  %\ 

"'  Wenn  die  Punkte  B  und  A  respective  von  den  Punkten  A* 
und  B*  aus  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin  liegen,  so  liegt 
der  Punkt  O  in  der  Linie  A'B',  und  seine  .Entfernungen  vfO  und 
B'O  von  den  Punkten  A'  und  B'  verhalten  sich  wie  die  .Linien 
A'B  und  B'A  zu  einander.  ,  .  •  - 

Wenn  die  Punkte  B  und  A  respective  von  den  Punkten  A* 
und  B'  aus  nach  derselben  Seite  hin  liegen  und  <• 


A'B  >  B'A 


ist,  so  liegt  der  Punkt  O  in  der  Verlängerung  der  Linie  A'B' 
Über  den  Punkt  B'  hinaus,  und  seine  Entfernungen  A'O  und  B'O 
von  deo  Punkten  A'  und  B  verhalten  sich  wie  die  Linien  A'B 
und  B'A  zu  einander.  ' .  ./^  /  %  ,     ,;  J.?  ,!  7, 


Wenn  die  Punkte  B  und  A  respective  von  den  Punkten  A' 
und  B'  aus  nach  derselben  Seite  hin  liegen  und 

A'B  <  B'A 

ist,  so  liegt  der  Punkt  O  in  der  Verlängerung  der  Linie  i4'2?' 
über  den  Punkt  A'  hinaus,  und  seine  Entfernungen  A'O  und  Ä'O 
von  den  Punkten  ^  und  verhalten  sich  wie  die  Linien  A'B 
und  B'A  zu  einander.  • 

In  dem  im  Vorhergehenden  noch  nicht  berücksichtigten  Falle, 
wenn  die  Punkte  B  und  A'  respective  von  den  Punkten  A  und 
B  aus,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Punkte  B  und  A  respective 
von  den  Punkten  A'  und  B  aus  nach  derselben  Seite  hin  lie- 
gen, und  1  • 

AB'=BA'  oder  A  B— B'A 

ist,  rauss  nach  dem.  Obigen  offenbar 

6'  —  o=a'-6  oder  b  —  a'  =  a—b', 

also 


Vr.     •  , 
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sein,  upd  da  nun 


also  auch 


d.  L 


ist;  so  ist 


•  2  (aa'-bbr)  =6*  +  ^—o*— = (6*~«*>  4») 
=  (6'-a)(6'  +  a)-(«'-6)(a'+6)/ 

folglich  nach  dem  Obigen 

*  2(aa'~ 660=(6'— a)  (6'— a' + a— 6) 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

6'-r-ß';=tt-6, 


II,  \ 


I. 

.»    *.    *•  •  .  1  Ii 

i  tv  ■  u 


f>' — ö' + a — 6 = 2(6'  -  <0  =  2  (a — 6) , 
woraus  sieb  in  Verbibdung  mit  dem  Vorhergehenden  unmittelbar 

aaf — 66'=  (6'—«)  (6'— o') = (o— 6)  (a'-6) 

ergiebt.   Weil  nun  nach  28) 

n\{a  +  aQ-(6  +  6')} 
y-n  »  -  g— j  ^^^^  (m_60  (*  -  m) 

die  Gleichung  der  Linie  CD  ist,  so  wird  diese  Gleichung  Im 
vorliegenden  Talle  » 

y — w=0  oder  9=71» 

woraus  man  sieht,  dass  in  demselben  die  Linie  CD  der  Linie 
Aß  paraHel  ist,  und  also  von  einem  Durchschnittspunkte  O  die- 
ser beiden  Linien  im  eigentlichen  Sinne  nicht  die  Rede  sein  Lann 


■ 
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Ueberlegt  man  jetzt,  dass  in  Taf.  V.  Fig.  2.  sowohl  die  Win- 
kel ^'Cund  ADO,  als  auch  die  Winkel  ftß'Cund  BDC ein- 
ander gleich  sind,  so  wird  mittelst  des  im  Vorhergehenden  Be- 
wiesenen leicht  die  Richtigkeit  der  folgenden  Methode  des  Rück- 
wärtseinschneidens  mit  dem  Messtiscne  erhellen ,  wobei  ich  die 
den  drei  auf  dem  Mesatiscbe  gegebenen  Punkten  A,  B,  C  ent- 
sprechenden Punkte  auf  dem  Felde  durch  21,  25,  <L  bezeichnen 
werde. 

Man  lege  die  Kippregel  an  BA  und  orientire  den 
Tisch  nach  2t,  lege  die  Kinpregel  an  C\  visire  nach  C, 
und  bestimme  in  dieser  Lage  der  Kippregel  deren 
Durchschnittspunkt  A'  mit  der  Linie  AB. 

Ferner  lege  man  die  K'fppregel  an  AB  und  orien- 
tire den  Tisch  nach  2b,  lege  -die  Kippregel  an  C,  visire 
nach  <E,  und  bestimme  in  «fieser  Lage  der  Kippregel 
deren  Durchschnittspunkt  Bf  mit  der  Linie  AB. 

Nun  unterscheide  man  die  vier  folgenden  Fälle: 

1.  Wenn  die  Punkte  B\  und  A'  respective  vou  den 
Punkten  A  und  B  aus  naen  entgegengesetzten  Seiten 
hin  liegen.  ,  .  , 

2.  Wenn  die  Punkte  Bf  und  A'  respective  von  den 
Punkten  A  und  B  aus  nach  derselben  Seite  hin  lie- 
gen und 

AB'>BA' 

ist  ■'.'-'>>        ■ " 

-  3.  Wenn  die  Punkte  BS  and  A'  respective  von  den 
Punkten  A  und  B  nur  nach  derselben  Seite  hin  lie- 
gen und  1  ■  »- 

AB'  <BA' 

ist 

4.  Wen«  die  Punkte  Bf  und  A'  respective  von  den 
Punkten  A  und  B  aus  nach  derselben  Seite  hin  lie- 
gen und  (  r, ..,  .      f  ,  (}  > 

ABf=BA'  . :  i 

ist.  :   ,  ,  .     it   _  , 

Im  ersten  Falle  bestimme  man  in  der  Linie  AB  den 
P»*kt  O  so  dass  sieb  seine  Entfernung!»  AO  und  BO 


von  den  Punkte*  A  uiid  B  eben  uo  tu  eina-odet  verbal 
ten  wie  die  Linien  AB'  und  Ärff,         <  - 

Im  zweiten  Falle  bestimme  man  in  der  Verlänge- 
rung der  Linie  über  den  Punkt  B  hinaus  den  Punkt 
O  so,  dass  sich  seine  Entfernungen  AO  und  BO  von 
den  Punkten  A  und  2?  eben  so  zu  einander  verhalten 
wie  die  Linien  AB'  und  BA'. 
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Im  dritten  Falle  bestimme  man  in  der  Verlänge- 
rung der  Linie  AB  Aber  den  Punkt  A  hinaus  den  Punkt 
O  89,  dass  seine  Entfernungen  AO  und  BO  von  den 
Punkten  A  und  B  sieb  eben  so  zu  einander  verhalten 
wie  die  Linien  ABf  und  BA'. 

■••  Im  vierten  Falle  bestimme  man  den  Punkt  O  so, 
dass  die  durch  ihn  und  den  Punkt  C  der  Lage  nach 
bestimmte  gerade  Linie  der  Linie  AB  parallel  ist. 

Auch  kann  man  bei  der  Bestimmung  der  Lage  des 
Punktes  ö  aus  den  vier  Punkten  A,  B,  A',  R  nach  den 
vorhergehenden  Regeln  die  Punkte  Af  A'  und  B,  B' 
gegen  einander  vertauschen,  d.  h.  in  diesen  Kegeln 
fiberall  B  für  A  und  A  für  B  setzen. 

Hat  man  aber  auf  diese  Weise  die  Lage  des  Punk- 
tes O  bestimmt,  so  lege  man  die  Kippregel  an  die 
Linie  OC  und  orientire  den  Tisch  nach  <£,  worauf  der- 
selbe richtig  orientirt  sein  wird,  und  dann  bekannt- 
lich die  Bestimmung  d«r  Las*  des  gesuchten  Punkts 
D  keiner  weiteren  Schwierigkeit  unterliegt,  was  hier 
nicht  weiter  erläutert  zu  werden  braucht 

Bei  der  Bestimmung  der  Lage  des  Punktes  O  m  den  Lünen 
AB  oder  A'B',  oder  deren  VttfäDgertmgeri:  Ober  ihre  .Endpunkte 
hinaus,  aus  den  Proportionen 


oder 


AOiBQ^zAB'BA 


A'O.B  O^A'BxB'A, 


könnte  man  sich  allerdings  der  bekannten  ganz  einfachen  stren- 
gen geometrischen  Constructionen  bedienen.  In  der  Praxis  wird 
man  sich  aber  hierbei  wohl  meistens  auf  das  Augenmaass  ver- 
lassen müssen  und  nur  durch  successive  Annäherung  zur  genauen 
Bestimmung  des  Punktes  O  und  hiernach  auch  des  Punktes  D 
gelangen  können. 

Auch  darf  nicht  unbemerkt  bleiben,  dass  die  obige  Methode 
des  Rückwärtseinschneidens,  weil  die  Linie  OC,  wie  wir  vorher 

Seseben  haben,  der  Linie  AB  in  gewissen  Fällen  parallel  wer- 
en  kann,  wenn. die  Linie  OC  sich  dieser  Lage  nähert,  für  die 
praktische  Anwendung  so  gut  wie  unbrauchbar  werden  kann« 

Ich  habe  dieselbe  hier  jedoch  nicht  unterdrucken  wollen,  weil 
ich  der  Meinung  bin,  dass  man  dergleichen  Methoden  in  der 
Praxis  nicht  genng  haben  kann,  indem  sich  wohl  schwerlich  eine 
für  alle  möglichen  Falle  gleich  gut  geeignete  Methode  Zur  Aus- 
führung der  so  wichtigen  Operation  des  Rückwärtseinschneidens 
auffinden  lassen  dürfte.  Was  in  der  Theorie  manchmal  ganz 
hübsch  aussieht,  taugt  in  speziellen  Fällen  öfters  für  die  Praxis 
gar  nichts. 
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Die  vollständige  Begründung  der  vorhergehenden  Methode 
mit  Hälfe  blosser  Elementarsätze  der  ebenen  Geometrie  aus  der 
Lehre  vom  Kreise,  welche  sich  ohne  Schwierigkeit  geben  lassen 
wurde,  und  oben  in  der  Note  schon  angedeutet  worden  ist,  glaube 
ich  (ilglich  dem  Leser  überlassen  zu  können.  Ich  habe  mich  im 
vorliegenden  Falle  ganz  absichtlich  der  Lehren  der  analytischen 
Geometrie  bedient,  da  dieselbe  hier  noch  zu  einigen  andern,  wie 
ich  glaube,  nicht  ganz  uninteressanten  Resultaten  führen. 

!   '  J  s   :  I  s«l.     :  sj ,  %i    i  u  •» .. .  ■»  •   

>     •         .  •       '  t«  .1    •  " '  •     .  •  i        .  ■  • 

•  .  .    .  A   .  .  !  ' 

» .  .  . .  i  t^^^^^^*^^ 

•    *••*•••    ,i  I   »*I  •• '  .  »•»».•••1.1 

..  ■  ••  *  i  .  •        " "  • 

•   •.  •  .!>»-•  • '  .      i     •■  . 


:.!!•••  '    l  ■  ' 


.  I 


Heber  Transversalen  im  Dreieck  und 


•i    •  ...     U.  .  '  I  ► 


»•  •  1 
I.    •  ••  «I»' 


Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boy  man, 

Gymnasiallehrer  zu  Coblenz. 


(Zu  diesem  Aufsatze  gehört  Tafel  VI.,  welche  man  gleich  vom  Anfange 

an  tu  vergleichen  hat.) 

r  .  .        .         •»  •'.••"».,       i.  •         .  •.  , 

 v  ■  ■- 


Beschreibt  man  um  irgend  ein  Dreieck  ABC  einen  Kreis  und 
zieht  von  einem  beliebigen  Funkte  P  der  Peripherie  nach  den 
Dreiecksseiten  unter  gleichem ,  Übrigeos  beliebigem  Winkel  in 
demselben  Sinne  drei  gerade  Linien  Pp%»  Pp%,  Ppn  so  liegt 
jedes  System  der  vier  Punkte  PCpxp%\  PAp^\  PBpxpt  auf 
einer  neuen  Kreislinie.  Verbindet  man  nun  zwei  der  Fusspunkte 
durch  eine  gerade  Linie,  z.  B.  »,  mit  »s,  so  wie  P  mit  den 
Ecken  A,  H  C:  so  ist  ^PAC-Z.PBC=*Z.PBplz=z4£Ppiplt 
also  4LPAC—  £Pp*px.  Diese  Winkel  sind  aber  Peripherie- 
Winkel  des  Kreises  PAprff9.  Die  Schenkel  des  erstem  geben 
durch  die  Endpunkte  des  Bogens  Pp.z ,  und  da  der  eine  Schenkel 
des  zweiten  Winkels  durch  P  geht ,  so  muss  der  andere  eben- 
falls durch  p9  gehen:  pxPiPt  '**  mithin  eine  gerade  Linie.—  Hier 
ist  also  auf  ganz  elementare  Weise  folgender  bekannte  Satz  er* 
wiesen : 
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• 

„Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  auf  der  Peripherie 
„eines  Kreises  nach  den  drei  Seiten  eines  einbeschriebenen  Drei- 
„ecks  unter  demselben  beliebigen  Winkel  gerade  Linien  zieht,  00 
„liegen  die  drei  Fusspunkte  in  einer  geraden  Linie." 

,ji  .  i.j.i., 

2. 

■■/-*•  <  ' 

Trifft  eine  beliebige  Gerade  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC 
in  den  drei  Punkten  pt ,  W3,  p3  und  man  beschreibt  durch  irgend 
zwei  Wirrkelnunkte  und  die  auf  den  anstossenden  Seiten  Hegen- 
den Durchschnitte  der  geraden  Linie,  z.  B.  durch  C,plfp*  und 
A,p&j>*,  zwei  Kreise,  und  verbindet  deren  Durchschnitt  P  mit 
den  Ecken  des  Dreiecks  und  den  Punkten  px ,  p% ,  p3 :  so  ist 
offenbar  Z PPi  C=<£Pp*A  =  ^ Pp.A.  üeberdies  ist  ^Vtf+B 
=^PA  und  ^vvB=^CPp%t  folglich  jZABC+^.CPA=2X. 
Daher  liegt  der  Punkt  P  auf  der  dem  Dreieck  ABC  umschriebe- 
nen Kreislinie.  Für  eine  andere  schneidende  Gerade  wird  der 
Punkt  P  im  Allgemeinen  ein  anderer,  liegt  aber  immer  auf  dem 
Umfang  des  dem  gegebenen  Dreieck  umschriebenen  Kreises.  — 
Wir  haben  folglich  den  Satz: 

„Legt  man  durch  die  Seite  eines  Dreiecks  beliebig  viele 
„Transversalen,  so  Ifisst  sich  fflr  jede  derselben  immer  ein  Punkt 
„finden  von  der  Eigenschaft,  dass  die  von  demselben  nach  den 
„drei  Durchschnittspunkten  gezogenen  Geraden  den  Seiten  des 
„Dreiecks  unter  demselben  Winkel  begegnen.  Der  Ort  aller  die- 
„ser  Punkte  ist  die  dem  breieck  umschriebene  Kreislinie. 


3. 

Zugleich  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

„Beschreibt  man  um  jedes  der  vier  Dreiecke,  welche  die  vier 
„Seiten  eines  vollständigen  Vierecks  unter  sich  bilden,  einen 
„Kreis:  so  schneiden  diese  vier  Kreise  sich  in  Einem  Punkte, 
„welcher  überdies  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  Geraden,  welche 
„von  ihm  nach  den  drei  auf  derselben  Seite  tiegenden  Durch- 
„schnitten  gezogen  werden,  hier  mit  den  drei  andern  Seiten 
„gleiche  Winkel  einschliessen." 


Erklärung.  Der  Punkt,  dessen  Verbindungslinien  mit  den 
Durchschnitten  einer  durch  ein  Dreieck  gelegten  transversale  den 
Seiten  desselben  unter  dem  unm liehen  \V in Itel  begegnen,  soll  der 
der  Transversale  (nach  diesem  Winkej)  zugeordnete 
Punkt,  und  dem  entsprechend  die  Tranaversale  die  dem 
Punkte  (nach  diesem  Winkel)  zugeordnete  Trans- 
versale genannt  werden.       •  • 
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•  l!  < 

I 

5. 


Es  ist  leicht  zu  zeigen ,  dass  jedes  Paar  der  folgenden  Drei- 
ecke ähnlich  ist,  nämlich: 

^PBAco^PpM,  bPCAco^PiWi,  bPCBcvbPptf,. 

Daher  ist  denn  auch  Z.BPA— Z.p*Ppit  4LCPA  —  4LptPpp, 
^LCPB =  <£p%Pp%'  Die  Gleichheit  dieser  Winkel  besteht,  wie 
auch  immer  die  Transversale  ihre  Lage  ändern  mag»  wenn  sie 
nur  dem  Punkt  P  zugeordnet  bleibt  —  Daher  der  Satz: 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  beliebig  viele 
„Transversalen,  welche  alle  ein  und  demselben  Punkte  zugeord- 
net sind,  so  werden  ihre  zwischen  denselben  zwei  Seiten  ent- 


haltenen Segmente  und  die  jedesmalige  dritte  Seite  von 
„Punkte  aus  unter  demselben  Winkel  gesehen.« 


•••  .  • 


Aus  der  Aehnlichkeit  obiger  Dreiecke  ergeben  sich  folgende 


BA  xpiPt-PB:  Ppt  =  PA :  Pp%t 
CA:  ViP*  =  PC:/*Pi  =  PA  :Pp% , 
CB :  P&3  =  PC:Pp2=PB'.Ppt. 
Hierin  ist  folgender  Satz  enthalten: 

•  »  * 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  eine  beliebige 
„Transversale:  so  ist  das  Verbältniss  aus  irgend  einer  Dreiecks- 
„seite  und  dem  von  den  beiden  andern  Seiten  interceptirten  Seg- 
„ment  der  Transversale  dem  Verhältniss  aus  den  Entfernungen 
„des  der  Transversale  zugeordneten  Punktes  von  denjenigen  End  - 
„punkten  dieser  Seite  una  des  Segmentes  gleich »  welche  auf  der- 
selben anstossenden  Dreiecksseite  liegen." 

Aus  obiger  Proportion  folgt  noch  die  Gleichung: 
PA  .PPl  =  PB  .Ppi=PC.Ppi . 


Dies  gibt  nachstehenden  Satz  : 

„Die  Produkte  der  Entfernuogen  des  einer  Transversale  des 
„Dreiecks  zugeordneten  Punktes  jedesmal  von  einer  Ecke  des 
„Dreiecks  und  dem  Durchschnittspunkt  der  Transversale  mit  der 
„gegenüberstehenden  Seite  sind  einander  gleich." 
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7. 

Auch  ist  jedes  Paar  der  folgenden  Dreiecke  ähnlich: 

Hieraus  ergeben  sich  nun  die  Proportionen;  " " - "  * 

PB:PA  =  PPl:Pp*=BPl:Ap*; 

PA :  PC=  PW  Ppi  =  Apz :  CPl ; 

PC :  PB  ^Pp%  iPfrrCpt.Bpt. 

Hierin  ist  folgender  SaU  enthalten: 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  eine  beliebige 
„Transversale:  so  sind  die  Entfernungen  des  derselben  zugeord- 
neten Punktes  von  den  Endpunkten  irgend  einer  Dreiecksseite 
„und  die  Entfernungen  eben  dieses  Punktes  (so  wie  auch  der 
„gewählten  Endpunkte)  von  denjenigen  Durchschnitten  der  Trans- 
„versale ,  welche  mit  jenen  Endpunkten  auf  derselben  anstossen- 
„den  Dreiecksseite  liegen»  vwhaltnissgleicjf." 

'      *     4  i 

J 

8« 

i         *  «tili  Ii.  '  '  * '  *  9  i  .* 

Ans  den  vorstehenden  Proportionen  ergibt  sich  die  (ileu  ^aog : 
Cpt.Ap%.Bp3  =  Bpl.Cpt.Aps.      •       '    '  1  ' 

Hierin  liegt  nachstehender  Satzi  1  il  1 

„Legt  man  durch  die  Selten  eines  Dreiecks  eine  beliebige 
„Transversale:  so  ist  das  Produkt  der  von  den  drei  Winkelpunk- 
„ten  aus  abwechselnd  genommenen  Seitensegmente  dem  Produkte 
„der  drei  anderen  abwechselnden  Seitensegmente  gleich." 

Dieser  Satz  war  nach  Hriancbon  und  Pqncelet  schon 
den  Alten  bekannt  (s,  Plücker  „Entwicklungen'4  Bd.  U. 
N.  437.)  und  soll. sieh- zuerst  in  der  „Spbärik"  des  Menelaus 
finden.  :.t.  : .  , .  .  ...  , 

Anmerkung.  Der  vorstehende  Satz  gilt  auch  umgekehrt/ 
d.  b. :  Sind  die  Punkte  pv ,  p% ,  p$  auf  den  Seiten  des  Dreiecks 
und  ihren  Verlängerungen  so  genommen,  dass 

Cpi .  Apt .  Bpz  =  Bpx .  Cp% .  Ap3 , 

SO- liegen  diese  Punkte  in  gerader  Linie.  VergL  Adams  „Lehre 
von  den  Transworaaleo*  S»  6.,  und  „Harmonische  Ver- 
hältnisse» 8.  88. 
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Durch  irgend  drei  eich  schneidende  Geradeo  AB,  AC,  BC 
seien  drei  neue  Geraden  PiP*1ht  9i9t9s*  rirtrs  K620^11»  welche 
in  Bezug  auf  das  durch  die  drei  ersteren  gebildete  Dreieck  zu 
ein  und  demselben  Punkt  P  zugeordnete  Transversalen  sind  und 
sich  in  den  Punkten  kx,  k%,  k$  schneiden:  alsdann  erhält  man 
im  Ganzen  zwanzig  Kreise,  weiche  sich  alle  im  Punkte  P  durch 
setzen,  nämlich: 


ABCP, 
PAPtP%>  PAqift,  PAt%ts; 
PBplPt,  PBqx<iz,  PBriri; 
PCpxjn,  PCqtq*,  PCV,r4;  — 

P*iPi9i>  P*iP%9t>  P*iPz9ti 
P*nPiri  >  PkiV&i*  M'2pirii 
Pk%V\Ti>  P**9tr*>  P&*99r*> 


Von  diesen  sechs  Geraden  sind  also  je  drei(  dem  Punkt  P  zuge- 
ordnete Transversalen  in  Bezug  auf  das  durch  die  drei  Übrigen 
gebildete  Dreieck.  Daher  hat  man  durch  Vermittlung  von  §.  7. 
folgende  Proportionen: 


Daher  der  Satz: 

„Zieht  man  in  einer  Ebene  sechs  sich  schneidende  Geraden, 
„so  dass  drei  derselben  zu  einem  und  demselben  Punkt  «ugeord- 
„uete  Transversalen  sind  in  Bezug  auf  das  durch  die  drei  Übri- 
gen gebildete  Dreieck:  so  sind  die  auf  irgend  drei  derselben  tie- 
fenden Segmentenpaare,  welche  von  den  drei  übrigen  intercep- 


Liegen  ausserdem  irgend  drei  Punkte,  in  welchen  diese  sechs 
Geraden,  zu  Paaren  verbunden,  sich  schneiden  (z,  B.  Q%p^rx)f 
mit  dem  Punkte   P  in  gerader   Linie,  so  ist  noch   in  dem 


Pi  9i :  9i*i  =  Hh '  9ft=ft 9%  •  fc'f  * 


10. 
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also 

jLk^^LABC 
>!  Dies  eiebt  nachstehenden  Satz: 

CT 

»Wählt  man  auf  den  drei  Seiten  eines  Dreiecks  irgend  drei 
„In  gerader  Linie  liegende  Punkte,  und  legt  durch  dieselben 
^,drei  Transversalen,  welche  einem  und  demselben,  mit  jenen 
„dreien  in  der  nämlichen  geraden  Linie  sich  befindenden  Punkte 
„zugeordnet  sind :  so  schneiden  sich  diese  drei  Transversalen  unter 
„den  Winkeln  des  gegebenen  Dreiecks/' 
•  •■  .  •  .    *  ■  .  .  i 


•  /  •  ■ 


11. 


: 


IVlan  bestimme  zu  irgend  zwei  paraHelen  Transversalen  Pi2»s, 
0,03  eines  Dreiecks  ABC  die  zugeordneten  Punkte  P  und  Q,  und 
verbinde  diese  mit  den  ihnen  entsprechenden  Durchschnittspunk- 
ten pi,  pj,       und  qlt  qt,  o3t  so  wie  mit  den  Ecken  des  £>rei 
ecks;  alsdann  ist: 

^CPpl=^Cp1tpl   und  JlLCQqx  =  ^Cqtfx\ 

da  aber 


i  ■  r 


so  ist 

eben  so  folgt 
und  auch 

A  ■  ■ 


Daher  hat  man  folgenden  Satz: 


r... 


■  i 


„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  beliebig  viele 
»parallele  Transversalen,  und  verbindet  die  diesen  zugeordneten 
„Punkte  mit  den .  auf  einer  und  derselben  Dreiecksseite  ihnen 
entsprechenden  Durclischntttspunkten  dieser  Transversalen:  so 
gehen  diese  Verbindungslinien  alle  durch  einen  uud  denselben 
Punkt,  welcher  auf  der  dem  Dreiecke  umschriebenen  Kreislinie 
„liegt."  "ip<  '  .  .•  :t>M  ,  vi.t  *At  u 

.     ->r  ■   •„      i  >' 

12. 

.1»  * 

Solcher  Punkte  erhält  man  offenbar  drei,  nSmlich  A't  B',  C 
Man  verbinde  diese  zu  einem  Dreieck  ABC.    Da  nun 

Theil  XIII.  24 
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JÜpiCp^^PxPp^  ^V%AB=^Pth  ,  ^PlBp.=^A'PC; 

so  ist:  .  . 

AB=A'B',  BCz=zBC\  AC^A'C . 

Die  Dreiecke  ABC  und  A'B'O  sind  also  einander  congruent 
Beide  Dreiecke  sind  offenbar  auch  symmetrisch  naen  der 
Linie  MN ,  welche  zugleich  Durchmesser  des  Kreises  .ist  Daher 
treffen  sich  auch  die  Verbindungslinien  An**  Bn^, :  Cfo  in  einem 
und  demselben  Punkte  /*,  welcher  dem  Punkte  P,  so  wie  die 
Verbindungslinien  Aq>v ,  P>  ,z.  Cq>3  in  einem  und  demselben  Puukte 
welcher  dem  Punkte  Q  symmetrisch  liegt,      (,  ,,.  ♦ 

Offenbar  also,  wenn  man  von  dem  Dreiecke  MC  mit  den- 
selben Transversalen  PiP^,  qtq9  ausgegangen  wäre,  würde  man 
auf  das  Dreieck  ABC  und  die  in  Bezug  auf  dasselbe  diesen 
Transversalen  zugeordneten  Punkte  P  und  Q  gekommen  sein. 

Transversalen  in  derselben  Richtung  mit  P1P3  fuhren  alle  auf 
dasselbe  Dreieck  A'B'O;  Transversalen  in  einer  andern  Rich- 
tung geben  ein  andere«,  aber  immer  dem  Dreieck  ABC  congru- 
entes  und  symmetrisches  Dreieck. 

'I  r.'-  •  Iii-.*   4  .  ■••  i. t  ••;',»*' !  ■ 


:  ,7.     .  _      ,.      •  -     ■  . 

Durch  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  lege  man  die  Trans- 
versale so,  dass  das  zwischen  zwei  Seiten  enthaltene  Segment 
DB  durch  die  dritte  Serte  so  getheHt  werde,  dass  DL'.LH=p:q* 
und  bestimme  den  derselben  zugeordneten  Punkt  P  und  ziehe 
PA,  PC,  PL.   Nach  §.  G.  ist  alsdann: 

AB:DLz=PA:PL, 

Cß:Lff=PC:PL9 

woraus  in  Verbindung  mit  vorstehender  Bedingung*-  Proportion 
sich  ergibt : 

AB.PC:CÜ.PA=p:q. 

Hierin  liegt  folgender  Satz:    :  "A\\ 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  eine  Transver- 
sale so,  dass  das  zwischen  zwei  Dreiecksseiten  intereeptirfe 
..Segment  derselben  durch  die  dritte  Seite  in  dem  Verhältniss 
j> :  q  gctheilt  wird  ,  so  bildet  der  dieser  Transversale  zugeordnete 
„Punkt  mit  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  ein  Kreisviereck,  in 
„welchem  die  Produkte  aus  den  gegenüberstehenden  Seiten  in 
„dem  gegebenen  Verhältniss  p:q  stehen. 

Für  den  Fall ,  dass  das  Verhältnis»  p  :q=  \ ,  sind  die  Produkte 
aus  den  gegenüberstehenden  Seiten  de«  Yjmcks  einander  gleich. 

•  .■  •  '.        -.vi*  11.  *•*•:!  •.!>.  .'il.'i. 
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Es  gibt  offenbar  unendlich  viele  Transversaleo,  welche  durch 
dieselbe  dritte  Seite  AC\n  dem  Verhältnis*  p:q  getheilt  werden. 
Da  es  aber  auf  dem  Bogen  AC  nur  Einen  Punkt  P  geben  kann, 
für  welchen  AB .  PC:CB.  PA=zp iq  ist,  so  haben  alle  Trans- 
versalen, welche  durch  dieselbe  dritte  Seite  in  dem  Verhältnis» 
p:q  getheilt  werden,  immer  einen  und  denselben  zugeordneten 
Punkt,  und  es  bestimmen  alle  diese  Transversalen  also  auch  nur 
ein  einziges  Viereck. —  Aebnticb  entspricht  allen  durch  die  Seite 
AB  in  dem  Verhältniss  m:n  getheilten  Transversalen  ein  und 
derselbe  zugeordnete  Punkt  Q,  so  wie  den  durch  die  Seite  BC 
in  dem  Verhältniss  r:s  getheilten  Transversalen  ein  und  derselbe 
zugeordnete  Punkt  R.  Somit  erhalten  wir  im  Ganzen  drei  sol- 
cher Vierecke,  nämlich  ABCP,  BCAQ,  CABR.  Für  diese  be- 
stehen also  die  folgenden  drei  Proportionen : 

AB.  PC:CB.PA=p:q, 
CB.QA:AC.QB  =  m:n, 

AC.  RB:AB.RC~:r:s} 

ans  welchen  sich  durch  Multiplikation  und  Aufhebung  der  glei 
eben  Glieder  nachstehende  Proportion  ergibt: 

PC.RB .  QA :  PA .  QB .  RCa^pmr :  qnt . 

Daher  hat  man  den  Satz:  . :  '•. 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  Transver- 
salen, welche  einzeln  (und  zwar  binsiebts  der  ioterceptirenden 
„Seitenpaare  nach  derselben  Ordnung)  in  den  Verhältnissen  p:q, 
„m:n,  r:s  getheilt  werden,  so  bilden  die  drei  diesen  Transversa- 
len zugeordneten  Punkte  mit  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  ein 
„Sechseck  im  Kreise,  für  welches  die  Produkte  aus  den  drei  ab- 
„wechselnden  Seiten  in  dem  zusammengesetzten  Verhältnisse 
„pmr:qns  stehen." 

Für  den  Fall,  dass  m:n=r:s~p:q  erhält  man 

PC.  RB.  QA  xPA.QB. RC=p*.q\ 

 -■  . 

Ist  ausserdem  noch  p:o  =  l,  so  sind  die  Produkte  aus  den 
abwechselnden  Seiten  des  Sechsecks  einander  gleich.  ' 


'  frJ  effrara  beliebigen  Kreisviereck  AB  CD  ziehe  mfto  die  bei- 
de«'Diagonalen,  und  bestimme  durch  Fällung  der  Perpendikel 
aus  den  Winkelpunkten  auf  die  Seiten  und  Diagonalen  des  Vier« 
eck*  die  dies^w  Winkelpunkten  in  Bezug  auf  das  jedesmal  gegen- 

24* 


Digitized  by  Google 


372 


überstehende  Dreieck  nach  dem  rechten  Winkel  zugeordneten 

Transversalen,  nfinilich  ViPiPz»  PjPt>Vt>  PrPaft»  PioPiiPii> 
dann  ist  nach  §.  6.  und  weil  \CAp6oo  ^DBpi : 


mithin 


.  -  fi 

Ferner  hat  mau 


folglich 


Ebenso  ist 


daher  auch 


pxpz\CA~Dpx\DC, 

P4P6:BD=Cp6:CD; 

CAiCp^BD'.Dpr* 

* 
-  • 

■  • 

PiP* =P«P«-  *) 

■ii 

Prp9:AC=Bp9:BC;  ; 
BD:Bp9=zAC:Cpii 

*  • 

*  ♦  f  i  -  ■ 

P*P«=PrP«-  2) 


p7p9:AC=:Bpr:BAt 
PioPi*  DB=zApl  t:AB; 
AC:Apl%=DB;Bpr; 

'  :  ' 

Pr?9=PioPi».  3) 


Aus  der  Verbindung  von  1),  2),  3)  ergeben  sich  nun  fol- 
gende Gleichheiten: 

PiP4=P4P«=PrP»=PioPi»;  I 

•»  '  'T 

ebenso  findet  man: 

•*        *  i  |  • 

■ 

PiPs = PsP6=PtP*  =PiiPi*  ;  II 
und  endlich  auch: 

PaPs  =  P4?6  =PaP»=PioPn  •  III. 
Hierin  liegt  nachstehender  Satz: 

„Wenn  man  in  einem  Kreisviereck  die  beiden  Diagonalen 
„zieht  und  zu  jedem  Winkelpunkte  in  Bezug  auf  das  jedesmal 
„gegenüberstehende  Dreieck  die  nach  dem  rechten  Winkel  zu- 
„geordnete  Transversale  coostruirt:  so  sind  sowohl  diese  viw 
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„Transversalen,  welche  zwischen  je  zwei  ans  tossenden  Vierecks- 
,, seilen  liegen,  unter  sieb  gleich,  -als  auch  jedesmal  diejenigen 
„vier  Segmente  derselben,  welche  zwischen  den  Diagonalen  und 
„je  zwei  gegenüberstehenden  Seiten  des  Vierecks  enthalten  sind." 


Durchschneiden  sich  zwei  gleiche  Sehnen  innerhalb  oder 
ausserhalb  des  Kreises,  so  sind  bekanntlich  die  Segmente  der 
einen  Sehne  den  Segmenten  der  andern  beziehlich  gleich.  Solche 
gleiche  Sehnen  eines  Kreises  sind  aber  die  Transversalen  piPz 
und  PrP*,  V*V*  un<l  PioPu-  Wenn  wir  nun  den  Durchschnitts* 
punkt  von  p,p8  und  p7p9  mit  Ot ,  den  Durchschnittspunkt  von 
IUP*  nnd  p10Pia  mit  0%  bezeichnen,  so  jfit  daher: 

OiPi  =  OipT,  Otp3-  O^,  0tP*=0Lp9i 

0^4=0^,0,  Oip^O&t»  O&^Otfn. 

Indem  wir  hier  in  jeder  Reihe  multipliciren ,  ergibt  sich: 

Odh  •  Okp%  =  Oj pf.  OlP9 ,  Oxpz.  04p3 = O,  p9.  Ofö ; 

0Äp4.02?'6=Otp1o.OaPxi ;  0^.0^=0^.,. 0&l2. 

Demnach  ist  sowohl  Ov  als  Oa  der  Dm-chschnittspunkt  der  Po- 
tenzlinien der  Kreise  Mt  und  M2,  so  wie  der  Kreise  Mz  und  3ft; 
beide  Punkte  sind  also  nur  Einer,  den  wir  in  der  Figur  mit  O 
bezeichnet  haben. 

Hierin  liegt  der  Satz: 

„Wenn  man  in  einem  Kreisviereck,  in  welchem  die  Diago- 
nalen gezogen  sind ,  zu  jedem  Winkelpunkt  in  Bezug  auf  das 
„gegenüberliegende  Dreieck  die  nach  dem  rechten  Winkel  zuge- 
ordneten Transversalen  construirt:  so  durchschneiden  sich  diese 
„vier  Transversalen  in  einem  und  demselben  Punkte." 


17. 

Gleiche  Sehnen  derselben  Kreise  sind  auch  noch : 

PiPs  «nd  PaPs-  P*P»  ™*  PioPn.  P4Ps»ndpsp9,  p7ph  und  f»nj»t,. 
Demnach  bat  man  ferner: 

Opi=Op6  =  Opr=Opl2; 

Opt=Op&=Opa=Opn; 

Ops=Op4=  Op9  =Opl0. 
Dies  giebt  nachstehenden  Satz: 
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• 

„Fallt  man  aus  den  Winkelpunkten  eines  Kr  ei  «Vierecks,  in 
„welchem  die  Diagonalen  gezogen  sind,  auf  die  »Seiten  des  jedes* 
„mal  gegenüberliegenden  Dreiecks  die  drei  Perpendikel:  so  üe- 
„gcn  die  zwölf  Fusspuokte,  zu  vier  zusammen  geordnet,  auf  den 

„Peripherien  dreier  concentrischer  Kreise,  deren  Mittelpunkt  der 
„gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  vier  Transversalen  ist,  welche 
„durch  je  drei  entsprechende  Foaspunkte  gelegt  sind." 


18. 

» 

Aus  den  vorhergehenden  Gleichungen  erhalt  man  auch: 

Opi.Opt  =  Opi0Oplt; 

mithin  ist  O  der  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkt  der  Potenz- 
linien der  Kreise  Mx  und  M±\       und  Üf«;       und  jlf9. 

Daher  der  Satz: 

„Beschreibt  man  in  einem  Kreisviereck  Ober  je  zwei  gegen- 
überstehende Seiten  und  über  die  beiden  Diagonalen  als  Durch- 
messer Kreise:  so  schneiden  sich  die  Potenzlinien  dieser  drei 
„Kreisepaare  in  einem  und  demselben  Punkte»  dem  Durchschnitts 
, ,punkt  der  vier  Transversalen,  welche  den  einzelnen  Winkel« 
punkten  pn  Bezug  auf  das  jedesmal  gegenüberstehende  Dreieck 
„nach  dem  rechten  Winkel  zugeordnet  sind." 


■  1 
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Entwickelung  der  Gleichung  der  Ijo- 
xodrome  auf  dem  durch  Drehung  der 
Parabel  um  ihre  äussere  Axe  entste- 
henden Botationsparaboloid. 

Von  dem 

Herrn  Dr.      R.  Boy  man, 

tiyAMatiallefarer  zu  Cohlcnr.. 


Lässt  man  die  Parabel  um  Ihre  Süssere  Axe ,  die  Axe  der  Z, 
sich  drehen,  *d  erbalt  man  ein  Rofetionsparabotoid,  welches  dar- 
gestellt ist  durch  folgende  Gleichung: 

z4 

j:a-f-«2  =  -Ä  1)  , 

,  ....         .     *       |>a  ,  :.A> 

"  v 

Aus  dieser  Gleichung  ergibt  sieb  durch  Differentiation: 

vi  ' 

2z8dz 

icda  +yd*f=-~~%-  »    ....  2) 

* 

und  daher  ist:  -\ 

dz  _  p'j:  dz 
.ff*-*?'  r^~2z» 

Werden  diese  Werthe  in  die  allgemeine  Gleichung  der  LoxoHro- 
men,  welche  Ist: 
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substituirt,  so  erhält  man  die  Gleichung: 
oder  mit  geringer  Veränderung: 


Diese   Gleichung  geht   durch'  Ausscheidung  des  gemeir 
Faktors   Yl^^tD^  und  mit  Rucksicht  auf  Gleichung  1) 
in  die  nachstehende  über: 


.r —  tangy 


welche  folgendermassen  sich  darstellen  lässt: 

Substituirt  man  nun  hierin  auf  der  rechten  Seite  aus  Gleichung 
2)  den  Werth  in  z,  und  dividirt  Behufs  der  Integration  auf  bei- 

den  Seiten  bezieblich  durch  x2+y*=z—2,  so  erhält  man: 

und  för  die  Gleichungen  in  x  und  %\  so  wie  in  y  und  tt  indem 
man  a:a+y2  =  r4=const.  setzt: 


!.  I*. 


U.     ' .' ,     •  ... 

♦)  M.  •.  Archiv  Thcil  VII.  S.  337. 
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Nun  ist  aber: 

Daher  erhält  man,  indem  man  die  nach  dem  Anfange  der  Curve 
zu  bestimmende  Const.  =  tangy. (2  log  2?— A)  setzt,  die  Eod- 
gleichung: 

die  Gleichung  dpr  Wenddflä^e  >  dlef totationsparaboloids, 
welche  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  des  Kotationsparaboloids 
1)  die  Paraboloidische  Loxodrorae  bestimmt;  ebenso: 

* r    1  -. 
Are  sin  - 

=Ung,.  pÜl*K= 4 _  2  log  ?i±(PLMi^]  , 

Are  cos  — 

die  Gleichungen  der  Projektionen  dieser  Paraboloidischen  Loxo- 
drome auf  den  Coordinaten-Ebenen  X.Z  und  FZ,  welche  dieselbe 
ebenfalls  vollständig  bestimmen.  ( 

In  anderer  Form  lauten  diese  Gleichungen,  wenn  man  noch 
zur  Abkürzung  den  Ausdruck  in  der  Klammer  mit  l\  bezeich- 
net,  also: 

tf=ytang(tangy./,l). 


ar^rsinCtangy.Pj), 
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.  ..  ,  ,  ,; 


I  :r  .*    •  .'-| .  ,  .     -  .       •  Ii-;  *  . 


Ceber    parallele   Transversalen  im 
Dreieck ,  Welche  von  den  Dreiecks- 
selten   nach   demselben  Verhüll  niss 
sresehititten  werden. 

Herrn  Dr.^J.  R.  Boy  man, 

Gymnaaialltflirer  tu  Coblcax. 

ii  •         •  * 

'    M-     —      «  t.      '*  « 


.  4     -.i  — 


l. 

Durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  fege  man  drei  unter 
sich  parallele  Transversalen,  so  dass  in  jedem  Winkel  eine  ganze 
Transversale,  ein  grosserer  und  ein  kleinerer  Abschnitt  liegt  und 
die  zwischen  den  Dreiecksseiten  enthaltenen  Segmente  in  dem- 
selben Verhältniss  stehen,  so  dass  also  nüt  Bezug  auf  Taf.  VIF. 
Fig.  1. :  ' 

Alsdann  hat  man,  indem  man  m  -f  n=s  setzt,  folgende  Propor- 


m  «,„  n 


1)  iBE.BO^^EK.'jFG, 


Tl 


CL.CJ  =  jDH  Ek  , 
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2)  ]&Ü  BD=jFG.DB, 


i         !■  •  v.  .  u:  .n        i  ,  •     I«.  I.i        .  ,  • 


fAL:AG=~£>H:FG, 


*  »  -  .    •  * 


\  k     .  4  .  .  » ' 


3)  )BF.BJ=z~  FG^-j  BK, 

'''M'i  i    'S    .i    *'  :•: \r, IM  /    '>Ji  Ji  ' 


4)  \BJ:BH  =i  --EK'.DH , 


}CD:CO  =  jDH:™FG. 


Aus  diesen  vier  Gruppen  von  Proportionen  folgen 
•ende  Gleichungen. 


ad'*'  - 

• ' . »   :•  i-i.Ii 


nächste 

leichungen . 

'AF.BE.CL=zAB.BO.CK, 
.CKszAJ.BD.CGi 
AL.BF.CE=AG.BJ.CD, 
A  G.BJ.CD^A  K.B  H.CO  ; 


i. 

:     ■   i  >i 


aus  welchen  sich  ergibt:  1  ••»'< 

6)  AF.BE.CL^AH^^CK=4JJBD.qG; 

7)  AL.BF.CE  =  AG.BJ.CJ>  ^AKJBJi.CQ. 

I^un  bestehen  aber  ferner  in  Bezug  auf  die  Transversalen 
ZW,       «ach  dem  Satze  des  Menelaos  die  Gleichungen: 

LAF.BO,CG~  AG.BF.CO,  <   

?,h8)  {AH.BD.CL=:AL.BH.CD, 
UJ.«£.  CK=AK.BJCE\ 

i  .  »'  i    '    *  »       '■'•Iii!      »■     ♦  i         '•       •  •  I" 

woraus  durch  Multiplikation  sich  ergibt: 
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/     (AF.BE.CL)  \      t    <<AL.BF.CE)  > 
9)  X(AH.BO.CK)    =  )x(AK.BH.CO)  . 

(  X(AJ.BD.CG)  )      kx(AG.BJ:CD).  ) 

Da  nun  in  dieser  Gleichung  die  in  Klammern  gestellten  Pro 
dukte  auf  derselben  Seite  nach  6)  und  7)  einander  gleich  sind, 
so  sind  diese  sechs  Produkte  alle  einander  gleich,    so  dass 
man  bat:  , 

:AF.  BE.  Cf<r=\AL  ,BF.CE=i 

10)  )ah.bo.ck=ak.bh.co= 

lAJ.BDXG^AGBJ.CD.  ^ 
Man  hat  also  den  Satz: 

»Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  parallele 
„Transversalen ,  welche  von  den  Dreiecksseiten  in  demselben  Ver- 
„hültniss  getheilt  werden,  indem  zugleich  jeder  Winkel  eine  ganze 
„Transversale,  einen  grosseren  und  einen  kleineren  Abschnitt 
„enthält:  so  liegen  von  den  neun  Durchschnittspunkten  drei  Mal 
„drei  in  gerader  Linie,  und  geben  die  Verbindungslinien  dersel- 
ben drei  neue  Transversalen.,  für  weichte  die  Produkte  aus  den 
„drei  abwechselnden  Segmenten  der  Dreiecksseiten  alle  einander 
„gleich  sind."  } 

* 

2. 

Die  erhaltenen  Transversalen  EF,  GJ,  KQ  ,bikUtn  unter  sich 
ein  neues  Dreieck  MNS,  von  dessen  Seiten  die  parallelen  Trans- 
versalen in  demselben  Verhältnis«  und  auf  dieselbe  Weise,  wie 
von  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC,  geschnitten  werden.  Daher 
gilt  ftir  dieses  Dreieck  dasselbe,  was  für  das  Dreieck  ABC  gilt, 
dass  nämlich  die  Produkte  aus  den  abwechselnden  Segmenten, 
in  welche  die  Seiten  desselben  durch  die  Seiten  des  Dreiecks 
ABC  getheilt  werden,  einander  gleich  sind,  so  dass  sich  ergibt: 

<MD.NE.SO=ME.NO.SD=; 
11)  J  MF.  NU.  SJ  =  MJ .  NF .  SH= 

\ML.NK.  SG  =  MG\NL.  SK. 

Demnach  hat  man  folgenden  Satz:  ^  ^ 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  parallele 
„Transversalen,  welche  von  den  Dreiecksseiten  jn.  Aemse Iben 
„Verhältniss  getheilt  werden,  indem  zugleich  in  jedem  Winkel 
„eine  ganze  Transversale,  ein  grosserer  und  ein  kleinerer  Ab* 
„schnitt  liegt:  so  bilden  die  Verbindungslinien  der  drei  Mal  drei 
„in  gerader  Linie  liegenden  Punkte  ein  zweites  Dreieck,  welches 
„mit  dem  erstem  die  Beziehung  hat,  dass  die  Produkte  aus  den 
„abwechselnden  Seginbnten,  welche  auf  den  Seiten  des  einen 
„durch  jede  Seite  des  andern  gebildet  werden,  in  jedem  Dreiecke 
„einander  gleich  sind."  .   i  ,         ,<|  „ 
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• 1 . 


Es  bestehen  auch  folgende  Proportionen 


12) 


...    . . 


m 


;AH:AF^DN:FG, 
Aif.AJ  =™DhAe&\ 
]AJ:AF=fjK:FG> 
tF:BU--FG:DH, 


m 


BJ:BH=^EK:fW; 


\  1  «  I 


.  >,3> 


>„■•-■« .        ....»)  .U  »•  » 

BE.BO^EK.^FG 

*  *'  ., 

CD:CO=±QIl  jFG, 

*  * 

Cb.Ct :  =  - FG:£JTJ 


endlich: 


'■  : 
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14) 


CG:CK=jFG:EK, 
CG.CL  =™FG:jDü, 

\AK:AG^EK.FGt 


AK:  AL  ^=*EK:  ™DH, 
,AL:AG^jDH:FG. 

Aus  diesen  Gruppen  ergibt  sich  durch  Multipltcation : 

( AH*.BFBJ:  BH*.AFMt=m* :  4» , 
15)  J  BF*.AH.AJ :  AF*BH.BJ=n* :  *», 

\BJ*.  AF.AB\  AJ*.BF.BH= m* :  n»; 

IB&.CD.CO:  CE*BD.BO=Tn*.t*, 
CD*.BE.BO:BD*.CE.CO=n*:g*9 
CO*BDJBE;BO*:CD.C&=t*n*:n*; 

 .AK.AL:AG*.CK.CL=m*:t*, 

CG.CL:  CK*AG.AL=n*:t*, 
CG.CK:CL*.AGAK=zm*}n*. 


Multiplicirt  man  jetzt  in  diesen  Nummern  die  dritten  Propor- 
tionen mit  einander  und  ausserdem  noch  das  erste  und  zweite 
Glied  beziehlich  mit 

A  L.BJ.  CO  x  AJ.B  O.  Ch 
=  AJ.BQ.CLX  AJLBJ.CQ, 

so  erhält  man: 

G4MÄ/3.CO»)Xv  (AJ>.BO'.CL*)x\ 
(AF.BO.CG)  x{   (AG. BF.  CO)  xl       9  9 
(AU.BD.CL)  xil  (AL.BH.  CD)  xl"™  *  ' 
(AJ.BE.CK)      1   (AK.BJ.CE)  ) 

oder  mit  Rucksicht  auf  Nro.  8): 

AL*.BJ*.CO* :  A  J*.BO».CL*=m*:n9, 
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oder  endlich: 

18)  AL.BJ.CO:AJ.BO.CL=m*:n>. 

Wir  unterlassen  es,  die  vorstehenden  merkwürdigen  Ausr 
drücke  alle  in  Worten  wiederzugeben,  and  beschranken  uns  auf 
den  letzten. 

In  demselben  liegt  der  Satz : 

„Legt  man  durch  die  Seiten  eines  Dreiecks  drei  naVatlele 
„Transversalen,  welche  von  den  Dreiecksseiten  in  demselben  Ver- 
„bättniss  (m:n)  geschnitten  werden,  indem  zugleich  jeder  Winkel 
„eine  ganze  Transversale,  einen  grössern  und  einen  kleinern  Ab- 
schnitt enthält:  so  werden  die  Dreiecksseiten  durch  die  drei 
„nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Durcbschnittspunkte  so  gctheilt, 
„rlass  die  Produkte  aus  den  drei  abwechselnden  Segmenten  der- 
selben sich  verhalten,  wie  die  Kuben  der  in  gehöriger  Ordnung 
„gewählten  VerhaltnisegUedei."  AK:%ll.l 

! 

A 
»• 

Nehmen  wir  (Taf.  VII.  Fig.  2.)  den  speziellen  Fall,  dass  die 

Krallelen  Transversalen  einzeln  durch  die  Seiten  des  Dreiecks 
Ibirt  werden,  dass  also  m=«.  Alsdann  kann  man  zunächst 
die  dritten  Proportionen  der  Nuramern,  15),  16),  17)  also  aufstellen, 
wie  folgt: 

AF.AH:BF.BH=AJ*:BJ*, 

19)  ,  )BD.BE:VD.Cßz4Bfr:CC*, 

\  ;  ."        ( CG, CK  tAG.AK  =  Clß.AL*.  \      .  '       1  " 

In  diesen  Proportionen  spricht  sich  folgender  Satz  aus: 

„Legt  man  durch  die  Seiten  feines  Dreiecks  drei  parallele 
„Transversalen,  welche  einzeln  durch  die  Dreieckssciten  ha  Ibirt 
„werden:  so  bilden  auf  jeder  Seite  die  drei  Durchschnittspnnkte 
„mit  den  beiden  Ecken  eine  Involution  von  fünf  Punkten, 
und  zwar  Ist  jedesmal  der  Durchschnittspunkt,  in  welchem  eine 
Transversale  halbirt  ist,  ein  doppelter  Punkt 


»> 

»» 


5. 

Aus  den  beiden  ersten  Proportionen  in  den  Nummern  15), 
16),  17)  erhalten  »vir  unter  derselben  Voraussetzung  folgende  Glei- 
chungen: 

iBlP.AF.AJ^SAR*.BF.BJ, 
201  Uf.BH.BJ^B^.AH.AJ: 

.  »  1  t      |   •         |1   ..  •         t  V  .'>  *  •  •      .  .  »  »•••!« 
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[CE*.BD.BO=SBE*.CD.CO,         «i  !l  • 
IBir* .  CE .  CQ=SCD*.BE.BO;  , 


\AG*.CK.CL^HCG*.AK.AL, 
ri>  ICK*.AG.AL=HAK*CG.CL. 

Diese  Gleichungen  enthalten  eine  merkwürdige  Beziehung 
hinsieht*  der  Distanzen  zwischen  fünf  in  Involution  stehenden 
Punkten.  „  '    .  ,  ... 

Ferner  erhaHen  wir  unter  obiger  Voraussetzung  am  Nr.  18) 

die  Gleichung:1'  "  **«*«■  • 


!  2:})  AL . BJ .  CO -=sAJ.BO.  CL.   ■ 

.   ..  •  •      1     >         ..  .  *       1  1 


Auch  ist  in  diesem  Falle: 


1ALiAK=DH:\eK,  f  ;l 
BJ  .B/I  ^lEk.DIi, 


woraus  durch  Mu1tiplikatmd:^,'','  J  ^ i:  \ 
24)  2AL.BJ.CO=AK  BH.CO. 


23)  und  24)  ergibt  sicji  nun  der  Satz : 


•m1.  i:      ■  •  •..!: 
:  i^u  •   •: »» 


„Legt  man  durch  die. Seiten  eines  Dreiecks  drei  parallele 
„Transversalen,  welche,  einzelu  durch  die  Dreiecksseiten  halbirt 
„werden:  so  liegen  von  den  neun  Durchschnittspunkten  vier  Mal 
„drei  in  gerader  Linie,  und  geben  die  Verbindungslinien  dersel- 
ben vier  neue  Transversalen  von  der  Eigenschaft,  dass  das  Pro- 
„dukt  aus  den  abwechselnden  Segmenten,  welche  von  der  durch 
„die  Halbirungspunkte  gehenden  Transversale  auf  den  Seiten  des 
„Dreiecks  gebildet  werden,  gleich  ist  dem  halben  Produkte  aus 
„den  abwechselnden  Segmenten,  welche  auf  den  Dreiecksseiten 
„durch  eine  der  drei  übrigen  Transversalen  bestimmt  werden/* 


6. 

Diese  drei  letztern  Transversalen  bilden,  wie  schon  erwähnt, 
ein  neues  Dreieck  MNS,  und  da  auch  durch  dessen  Seiten  die 
parallelen  ursprünglichen  Transversalen  halbirt  werden,  so  gilt 
lur  das  Dreieck  MNS  dasselbe,  was  von  dem  Dreieck  ABC  ge- 
sagt ist.  Jene  drei  Transversalen  sind  daher  in  den  Durch- 
schnitten mit  sich  und  den  Seiten  des  ursprünglichen  Dreiecks 
ebenfalls  nach  einer  Involution  von  fünf  Punkten  getheilt. 
Da  demnach  sowohl  die  Punkte  J,A,ff,  F,  Bt  als  auch  die 
Punkte  J,  M,  D,  G,  S  eine  Involution  bilden  und  DH#FG 
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ist,  so  ist  auch  AM#DU#FG#BS,  und  daher  ebenfalls  die 
Transversale  JO,  welche  durch  die  Halbirungspunkte  der  paral- 
lelen ursprünglichen  Transversalen  geht,  in  den  Punkten  %/,  U, 
L,  0,  V  nach  einer  Involution  von  fünf  Punkten  getheilt. 

Noch  ist  zu  bemerken,  dass  die  Ourchschnittspunkte  von  je 
zwei  entsprechenden  Seiten  der  beiden  Dreiecke  ABC  undiVA-S 
auf  der  Transversale  JO,  also  in  gerader  Linie  liegen;  beide 
Dreiecke  sind  folglich  colli near,  und  die  Transversale  JO  ist 
ihre  Collineations- Achse.  Die  Verbindungslinien  ihrer  entspre- 
chenden Ecken  AM,  CN,  BS  schneiden  sich  demnach  in  einem 
und  demselben  Punkte,  dem  Collineations- Centruin.  Da  die- 
ser Punkt  aber  hier  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  so  stehen 
beide  Dreiecke  zu  einander  in  derjenigen  besondern  Beziehung, 
welche  Möbius,  nach  dem  Vorgange  von  Eul  er,  in  seinem  treff- 
lichen Barycentrischen  Calcül  Verwandtschaft  der  Affinität 
genannt  hat. 


Ueber   die  Theilung    eines  ebenen 
Dreiecks  durch  zwei  sieb  innerhalb 
desselben  schneidende  gerade  ^Linien 
in  vier  gleiche  Flächenstiicke. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe, 

Gymnasiallehrer  xu  Ca  ■  ■  e  I. 


In  derSammlung  geometrischer  Aufgaben  von  Adams 
(Winterthur  1849)  findet  sich  unter  Nr.87.  auch  die:  „ein  Dreieck 
durch  zwei  auf  einander  senkrechte  Geraden  in  vier  gleiche  Theile 
zu  theilen."  Um  eine  Gleichung  des  achten  Grades  zu  umgehen, 
glaubt  sich  Herr  Adams  Seite  308.  seines  Buches  berechtigt, 
zwei  Gleichungen,  die  in  Beziehung  auf  dieselben  Unbekannten 
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voiu  zweiten  Grade  gind,  als  identisch  zn  betrachten,  und  gelangt 
durch  diese  offenbare  Üebereüung  zu  augenscheinlich  falschen 
Resultaten.  Sowohl  dieser  Umstand,  als  der  interessante  Gegen- 
stand der  Aufgabe  au  sich,  hat  mich  veranlasst,  dieselbe  von 
neuem  zu  behandeln.  Weil  indessen  die  wichtigsten  meiner  F'or» 
mein  durch  die  Bedingung  des  rechtwinkeligen  Durchschnittes 
nicht  auffallend  vereinfacht  werden,  so  habe  ich  die  Aufgabe  all* 
gemeiner  gestellt  Ob  die  Art,  wie  ich  dieselbe  durch  INäherung 
auflösend  die  Gleichung  des  achten  Grades  vermeide,  den  Beifall 
der  Leser  dieses  Archivs  und  insbesondere  des  Herrn  Adams 
gewinnen  werde,  muss  ich  erwarten. 

Die  beiden  Durchschnittslinien  unseres  Dreiecks  endigen  in 
vier  Punkten  des  Unifanss.  Wenigstens  einer  seiner  Seiten,  wozu 
wir  unsere  Grundlinie  ÜB  (Taf.  V.  Fig.  3.)  bestimmen  wollen, 
gehören  mithin  zwei  dieser  Endpunkte  an.  Bezeichnen  wir  CB 
mit  a,  CE  mit  x,  BG  mit  y,  EG  mit  x,  W.  CED  mit  o\ 
W.  BGF m\i  ^,  den  Durchschnittswinkel  EHG  mit  eo,  den  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  ABC  mit  A\  so  erhalten  wir  den  Forderun- 
gen unserer  Aufgabe  und  einer  bekannten  trigonometrischen  For- 
mel gemäss  die  Gleichungen : 


1 


cotlf  +  cotC  '   L  J  cotC+cotg>* 

P]    ^cotß+cotif/1     W    A  —  Coi<p  +  coty 

Aus  den  Verbindungen  von  [1]  und  [2],  sowie  von  [1]  und  [3], 
folgt: 

Od  cty  =  ^^-ctfe X-A -CO.C; 

endlich  aus  der  Verbindung  von  [11  und  [4],  wenn  man  statt 
cot<p  und  coty  die  Werthe  in  [5]  und  [6]  substituirt  und  reducirt, 

(7]     422=2x2  +  2y,-aa, 

eine  wegen  ihrer  Unabhängigkeit  von  allen  Winkeln  besonders 
merkwürdige  Formel. 

Da  nach  der  Trigonometrie 

—  coto>.ooty 
cota>  +  coty  * 

auch 

1  —  (cot?  -f  coty)  cot»  =  coto» .  cotip ; 
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so  ergibt  sich  durch  Substitutionen  aus  [5]  und  [6]  in  diese  letzte 
Gleichung,  so  wie  durch  Maltiplic&tion  derselben  mit  Ä*: 

[8]    A*  -  1Az  cota»=  (a*—A  cot  C)  (y*-A  cotB) . 

Lost  man  nun  die  beiden  Gleichungen  [7J  und  [8]  nach  x1  und 
y*  auiV so  erhält  man  nach  einigen  Vereinfachungen  die  Formeln; 

[9]     *»=z»  +  ^cotC±42  Va+  +  2^ÄtfD-^», 

[10]    yl  =  :4  +  AcotB^%  \Tz*  +  2^iacotair-<a* ; 
in  Folge  welcher  man  nun  auch  statt  [5]  und  [6]  setzen  kann: 

[ii]  cot9=^±v  a — i. 

[12]  c.(*=lTVj,  +  -i  »• 

Es  ist  einrenchtend,  dass  durch  die  Formeln  [91,  [10],  [11] 
und  [12]  unsere  Aufgabe  vollständig  gelöst  sein  würde,  wenn  die 
in  diesen  Formeln  vorkommende  Grösse  z  ermittelt  wäre.  Dieses 
ist  nun  aber,  leider,  nicht  der  Fall,  und  würde  eben,  wenn  man 
die  bereits  gewonnenen  Gleichungen  mit  der  aus  der  Figur  sich 
leicht  ergebenden  Fundamentalgleichung 

[13]     z=ta:+y— a 


«  •  ■ 


verbinden  wollte,  zu  einer  Gleichung  des  achten  Grades  für  z 
fähren.  Zum  Glück  ist  jedoch  der  Werth  von  s  in  sehr  enge 
Grenzen  eingeschlossen ;  es   lallt  nämlich ,  wie  sogleich  gezeigt 

2     4  fr 

werden  wird,  z  stets  zwischen  ^  a  umiy  j.a,  2*  also,  welches 

4  1 

in  den  Formeln  vorkommt,  zwischen  ^o1  und  <ra2,  oder  zwischen 
IG  18 

und  jjgfl*    Man  kann  daher  ohne  einen  bedeutenden  Fehler 

zu  begehen  —  und  dieses  ist  die  Auflusungsmethode  durch  Nä- 
herung, welche  ich  vorschlage  —  in  den  Formeln  [9]  und  [10] 

statt  z2  etwa  ^ absetzen,  hiernach  die  Werthe  von  x  und  y  he- 

rechnen,  und  sich  dann  durch  die  Formel  [13]  einen  genaueren 
Werth  von  z  verschaffen.  Dieses  Verfahren,  nach  Umständen 
mehrmals  wiederholt,  wird  ohue  Zweifel  die  Werthe  für  alle  hier 
in  Betracht  kommenden  Grössen  mit  jedem  nur  irgend  gewünsch- 
ten Grade  von  Genauigkeit  liefern. 

Um  nun  das  eben  über  die  Grenzen  von  z  Gesagte  zu  erhär- 
ten, lösen  wir  die  Gleichungen  [7]  und  [13]  nach  x  und  y  auf, 
wodurch  wir,  wenn  wir  noch  "festsetzen .  dass  x  nicht  kleiner  als 
y  sein  solle,  was  ohne  der  Allgemeinheit  Eintrag  zu  thun  ge 
scheben  kann,  erhalten: 

25* 
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[14] 


! 


Der  Wurzelausdruck  in  [141  wird  nun  aber  filr  alle  Werthe  von 

2  2 
i,  welche  kleiner  als       sind, imaginär  J     n   ist   also   die  eine 

Grenze  für  z.  Wächst  es  von  da  an,  so  wächst  [14]  zufolge  auch 
x\  dieses  aber  kann  nie  grösser  werden  als  a.  Man  wird  daher 
den  grössten  Werth  von  x  erhalten,  wenn  man  die  Gleichung 


«=4*f  V3z*-2ai 


nach  z  auflöst.    Tbut  man  dieses,  so  erhält  man 
eher  Ausdruck  mithin  die  andere  Grenze  für  t  ist 

Aus  den  von  mir  hingestellten  allgemeinen  Formeln,  deren 
mehrere  noch  interessanter  Umwandlungen  fabig  sind,  wie  z.  B. 
(8J,  wenn  man  statt  des  Flächeninhalts  und  der  Winkel  B  und 
C  die  Höhe  des  Dreiecks  und  die  beiden  Abschnitte  der  Grund- 
linie, welche  dieselbe  bildet,  einführt,  lassen  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit speziellere  för  besondere  Arten  von  Dreiecken ,  so  wie 
für  besondere  Durchschnittswinkel,  namentlich  einen  rechten,  ab- 
leiten. Solche  Uebungen  sind  stets  sehr  genussreich.  Ich  be- 
gnüge mich  hier  damit,  nur  noch  zwei  Resultate  derselben  anzu- 
führen. Erstens:  ist  das  vorgelegte  Dreieck  gleichseitig  und  a> 
ein  Rechter,  so  läset  sich  für  z  eine  Gleichung  des  vierten  Gra- 
des, 


4j«—  16ox'  +  4oM  -f  8«s2  -  3o«=0 
aufstellen.    Von  den  Wurzeln  dieser  Gleichung   £  ^"^-.a  und 

(24:  \  ö")a  «st  aber  nur  die  eine  r=-f-  \  $  *  a  brauchbar. 

Zweitens :  nimmt  man  den  Durchschnittswinkel  wieder  als  rechten 

2  5 
au  und  setzt  z  =  jo,  wodurch  sich  x=.y^=.^a  bestimmt;  so  fin- 
det man  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  an  keine  andere  Bedin- 
gung geknüpft ,  als  dass  der  Abstand  seiner  Spitze  von  der  Mitte 

der  Grundlinie  =g«  »ei.  Die  Durchschnittslinien  theilen  hierbei 
beide  Schenkel  des  Dreiecks  in  dem  Verhältnis  von  2  zu  3. 
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XXXIX 

Direktes  Verfahren  zum  Rational- 
machen  der  eieichungen. 

Von 

■ 

Herrn  H.  Scheffler, 

- 

Bauconducteor  bei  den  Herzoglich  Braunschweigischen  Eisenbahnen. 


Im  1.  Hcftedes  diesjährigen  Theiles  des  Archivs,  Thl.  XIII.  Nr.  IV., 
hat  Hr.  Ür.  Grebe  gezeigt,  wie  man  einen  jeden  Bruch  mit 
irrationalem  Nenner  so  umformen  kann,  das«  sein  Nenner  rational 
wird.  Das  '  diesem  Verfahren  zu  Grunde  liegeude  Princip  leitet 
aber  zu  einer  noch  viel  wichtigeren  Anwendung,  nämlich  zu  einer 
direkten  Methode  behut  Kationalmachung  der  Glei- 
chungen. Hr.  Dr.  Grebe  wird  mir  erlauben,  seinen  geistrei- 
chen Gedanken  im  Interesse  der  Wissenschalt  zu  diesem  Zwecke 
hier  weiter  auszubeuten. 

.  t 

Jenes  Prinzip  beruht  auf  der  Bemerkung,  dass,  wenn  man  aus 
den  n Faktoren  «,  ß,  y...  mit  (m — 1) maliger  Wiederholung  eines 
jeden  Elementes  die  Kombinationen  zu  allen  Klassen  von  der  lsten 
bis  incl.  zur  w(m — l)ten  bildet,  und  die  hierdurch  dargestellteil 
Produkte,  welche  sich  nebst  der  Zahl  1  auch  durch  die  Entwicke- 
lung  der  Formel 

ergeben,  mit  B,  C,  D...  bezeichnet,  eine  Funktion  von  der  Form 

m  m  m 

o  +  6  \f~B  +  c  SfC  +  d  V7>  +  .... , 

deren  Gliederzahl  =m*  ist,  durch  ein-  oder  mehrmalige  Multi- 
plikation mit  einer  ähnlichen  Funktion,  worin  nur  die  Koeffizien- 
ten <z,  6,  c,  d....  federe  Werthe  haben,  6tets  nieder  eine  ähn- 


Digitized  by  Google 


390 

liehe  Funktion  von  derselben  Gliederzabi  und  mit  denselben  Wur- 
zeigrussen erzeugen  muss,  sobald  man  nur  nach  geschehener 
Multiplikation  alle  unter  den  Wurzelzeichen  sich  einstellenden 
Faktoren  vom  mten  Grade  absondert  und  als  rationale  Koeflizien- 

m  m 

ten  vor  diese  Wurzelzeichen  stellt,  also  z.  B.  V  e"H-P  =  e  \TeP 
schreibt. 

Um  von  diesem  Satze  Gebrauch  zu  machen ,  würde  es  in 
jedem  speziellen  Falle  (wo  auch  einige  der  Koeffizienten  a,  b,  c. 
gleich  Null  sein  können)  erforderlich  sein: 

1)  dass  man  alle  Wurzeigrössen,  insofern  sie  nicht  schon 
sämmtlich  mit  ein  -  und  demselben  positiven  ganzen  Exponen- 
ten gegeben  sind,- auf  einerlei  Wurzelbenennung  m  brächte, 
wobei  in  der  kleinste  gemeinschaftliche  Dividend  aller  Wur- 
zelexponenten werden  würde ;  >  »1 ')  \ 

2)  dass  man  aus  den  hierdurch  steh  einstellenden  grossen  B, 
C,  D....  die  einfacheren  Faktoren  et,  ß,  y....  bestimmte. 

Aus  der  Crosse  mn,  welche  die  Gliederzahl  der  so  umge- 
formten und  nötigenfalls  durch  Glieder  mit  dem  Koeffizienten 
Null  vervollständigt  gedachten  Futiktion  ausdrückt,  erkennt  man 
aber,  in  welchem  bedeutenden  Maasse  diese  Gliederzahl  sowohl 
mit  dem  Exponenten  m,  wie  auch  mit  der  Anzahl  n  der  Faktoren 
er,  ß,  y....  wächst,  und  es  erscheint  daher  zur  Vermeidung  einer 
überflussigen  Weitläufigkeit  der  Rechnung  erforderlich,  zuvör- 
derst zu  untersuchen,  ob  und  wie  weit  sich  diese  Gliederzahl  in 
jedem  besondern  Falle  vermindern  lasse. 

Was  zunächst  die  Umformung  zu  einerlei  Wurzelexponenten 
anlangt,  so  kann  man  dieselbe  zum  grossen  Vortheil  der  Rech- 
nung sehr  häufig  unterlassen,  selbst  wenn  In  ein  und  dem- 
selben Gliede  mehrere  Wurzeigrössen  mit  verschie- 
denen Exponenten  mit  einander  multipllzirt  wfcreu, 

wenn  man  also  z.  B.  ein  Glied  von  der  Form  6  STEyS  /fc  V/?ä 
u.  s.  w.  hätte.   Denn  angenommen,  es  kommen  unter  dem 

Wurzelexponenten  ihx  die  Grössen  Blt  (\>  Oj  .....  mit  den  nt 

einfacheren  Faktoren  alt  ßly  .... 

M       »♦         m%  die  Grössen  J?a,  C^t  D% ......  mit  den  i?j 

einfacheren  Faktoren  «j,  ß%>  ya.„,  . 

„       „         w»3  die  Grössen  Z?3,  C3,  D%         mit  den  w3 

einfacheren  Faktoren  «3,  ft>,  yB.». 

u.  s.  w.  vor;  so  denke  man  sich  alle  Produkte,  welche  durch  die 
Formel 

*  ; 

m    in,   wi,   

V* («ir'rV  yi'«...)  V     *  jV^7.7j  V  («S>ß3«yi<.7)  

dargestellt  sind,  indem  man  die  Exponenten  fi,  *p  fx ->• '  fs* 


■ 
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als  von  einander  unabhängige  Veränderliche  onsieht,  wovon  uach 
und  nach 

ein  jeder  der  Exponenten  rlt  slt  tt ...  die  Werthe  0,  1,  2...  ml—  l 
»  n  's»  *2»     ••♦  »»         0»  1»  2...  wfj — 1 

m  »»        r3,      ^  ...         „        0,  1,  2...  t/»j — 1 

u.  s.  w.  durchlaufen  soll.  Die  Anzahl  dieser  Produkte,  wovon  da« 
erste  =  1  ist,  und  welche  wir  mit  1,  B\  C,  D' ...  bezeichnen 
wollen»  wird  =  min*m^n^m^n* ...  sein.   Von  der  Funktion 

a/  +  6/Ä/  +  cyC  +  d'D'+  

las  st  sich  nan  die  nämliche  obige  Behauptung  aussagen,  dass 
Ihre  Natur  und  Gliederzahl  sich  in  Folge  einer  Multiplikation  mit 
einem  ähnlich  gebildeten  Ausdrucke,  worin  nur  die  Koeffizienten 
a\  b',  d ....  andere  Werthe  haben,  nicht  ändere. 

Ist  nun  m  der  kleinste  gemeinschaftliche  Dividend  von  f»|, 
*»»••••  und  ist  ferner  n  die  Anzahl  der  verschiedenen 
Faktoren  unter  allen  obigen  a,,  ßlt  yv....  a~,  |V  v«.-..  «3,  0»,  y»..., 
so  würde,  wenn  man  zuvor  eine  gleiche  Wurzel nenenoung  herge- 
stellt bitte,  mn  die  Anzahl  der  Glieder  des  gleichbedeutenden 
Ausdruckes 

tn  m  IN 

■ 

sein.    In  den  meisten  Fällen  tvird  aber 

7Hi"0^»an*77J3"» ....  <  771" 

■ 

sein.    Mit  Bestimmtheit  ereignet  sich  dies: 

1)  wenn  sämmtliche  Faktoren  er,,  ßif  yx....a^  y<i  —  ^,ßz,yz... 
von  einander  verschieden  sind,  indem  alsdann  nothwendig 
«=««  +  w9  +  w8 -f ...  wird,  während  m  mindestens  so  gross 
ist,  als  der  grOsste  der  Exponenten  inj,  m^,  7773... 

2)  wenn  je  zwei  der  Wurzelexponenten  mx  ,  in2,  m3 ...  relative 
Primzahlen  gegen  einander  sind ,  indem  alsdann  77t=m1 7^7713... 
ist,  während  n  mindestens  so  gross  ist,  als  diegrosste  der 
Zahlen  nlt  wa,  913.... 

In  einem  jeden  dieser  beiden  Fälle  wird  man  die  Wurzel« 
grtissen  nicht  auf  einerlei  Benennung  bringen.  Wie  gross  der 
dadurch  zu  erreichende  Vortheil  ist,  mag  das  Beispiel  lehren,  wo 
man  zwei  Quadrat-  und  zwei  Kubikwurzeln  hat,  worin  die  Radikan- 
den «1 ,  ßt  und  «2,  ßi  sämmtlich  verschieden  seien.  Hier  erhält 
man  ohne  Zurückfuhrung  auf  einerlei  Wurzelbenennung  minim%n* 
=s2a.3a=36  Glieder;  wenn  man  dagegen  erst  gleiche  Wurzel- 
benennungen herstellt,  was  den  Oten  Grad  erfordert,  mn=64=J296 
Glieder. 

Nmr  in  seltenen  Fällen,  wo  unter  den  genannten  Faktoren 
viel  gleiche  nnd  unter  den  Wurzelexponenten  viel  solche  vorkom- 
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men,  welche  ein  gemeinschaftliches  Maas*»  besitzen,  wird  um- 
gekehrt 

mn  <  mluim2*nnzn*  .... 

werden  können.  Man  braucht  aher  alsdann  immer  noch  nicht 
alle  Wurzelexponenten  gleich  zu  machen,  sondern  vielleicht  nur 
diejenigen,  unter  deren  Wurzelzeichen  sich  die  grösste  Menge 
der  einander  gleichen  Faktoren  befindet,  was  man  in  jedem  be- 
sonderen Falle  leicht  ermessen  wird. 

Was  ferner  die  Bestimmung  der  Faktoren  «,  ß,  y...  aus  den 
unter  ein-  und  demselben  Wurzelzeichen  vom  Grade  m  stehen- 
den Grössen  B,  C,  D.  .  betrifft,  so  wird  man  im  ungünstigsten 
Falle ,  wo  je  zwei  der  letzteren  Grössen  relativ  prira  sind ,  diese 
Grössen  selbst  für  et,  ß,  anzunehmen  haben.  AVenn  jedoch 
mehrere  von  B,  C,  /)....  ein  gemeinschaftliches  Maass  haben, 
wird  man  dieselben  in  die  einfacheren  Faktoren  et,  ß,  y....  so  zu 
zerlegen  suchen,  dass  die  Anzahl  der  Letzteren  niemals  die  der 
Ersteren  übersteigt,  weil  sonst  mit  dieser  Zerlegung  ein  offen- 
barer Nachtheil  für  die  Rechnung  verbunden  sein  würde,  wobei 
indessen  für   den  Fall,  dass  die  Anzahl  von  er,  8,  y....  genau 

Sieich  der  von  B,  C,D...  wäre,  ein  Gewinn  noch  darin  bestände, 
ass  et,  ß,  y....  kleinere  Zahlen,  resp.  einfachere  Buchstaben- 
ausdrücke sind,  als  B,  C,  />... 

Um  nun  zugleich  die  möglich  wenigsten  und  daneben  die 
möglich  kleinsten  Faktoren  et,  ß*  y...  zu  erhalten,  aus  denen  sich 
die  Grössen  B,  C,  />....  zusammensetzen  lassen,  hat  man  ein 
Verfahren  einzuschlagen,  welches  sich  am  besten  an  einem  Bei- 
spiele erläutern  lässt.  Man  zerlege  eine  jede  der  Grössen  B, 
C,  D ...  in  ihre  Primfaktoren ,  und  erhalte  dafür,  indem  man  solche 
Primfaktoren  mit  a,  b,  c...  bezeichnet,  folgende  Ausdrücke: 

ade  bde  c  def  de  ddef  de  ff  addee  c  dgh . 

Aus  der  Reihe  dieser  Grössen  streicht  man  zuvörderst  die  ein- 
ander gleichen  Grössen,  mit  Ausnahme  einer  einzigen,  also  hier 
die  Grösse  c,  ferner  alle  diejenigen,  welche  Produkte  aus  zwei 
oder  mehr  der  übrigen  Grössen  oder  aus  deren  Potenzen  darstel- 
len, also  hier  die  Grösse  addee,  welche  —  adcXde  ist.  Hier- 
durch bleiben 

ade  bde  c  def  de  ddef  deff  dfjh . 

Jetzt  sondert  man  aus  beliebig  vielen  dieser  Grössen  ein  darin 
enthaltenes  gemeinschaftliches  Maass,  z.  B.  de  ab,  schreibt  das- 
selbe wie  eine  neu  hinzukommende  Grösse  mit  in  die  neue 
Reihe,  deren  übrige  Glieder  die  Quotienten  von  de  in  die  be- 
treffenden frfiheren  Glieder  und  daneben  vollständig  die  übrigen 
Glieder  enthalten,  von  denen  de  als  gemeinschaftliches  Maass 
nicht  abgesondert  ist.    Dies  giebt 

de  ab  c  f\  df  ff  dgh. 

In  dieser  Reihe  streicht  man  die  Zahl  1  überall  da,  wo  sie  vor- 
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kommt ,  und  ausserdem  diejenigen  Glieder,  wie  ff,  welche  bloss 
aus  Produkten  oder  Potenzen  der  übrigen  Glieder  besteben. 
Weun  «ich  auf  diese  Weise  nicht  wenigstens  Ein  Glied  aus  der 
neuen  Reihe  streichen  lässt,  ist  die  vorgenommene  Operation 
un  vortheil  haft,  weil  sich  alsdann  dadurch  die  Anzahl  der  Glie- 
der um  1  vermehren  wird.   Im  vorstehenden  Falle  bleibt 

de  a  b  c  f  df  dgh. 

Sondert  man  jetzt  den  gemeinschaftlichen  Faktor  d  ab  und  streicht 
der  beiden  übrig  bleibenden  f,  so  erhält 


d  e  a  b  c  f  gh. 

Jetzt,  wo  entweder  je  zwei  Glieder  dieser  Reihe  relative  Prim- 
zahleti  geworden  sind ,  oder  wo  eine  fernere  Absonderung  gemein- 
schaftlicher Faktoren  die  Gliederzahl  nur  vermehren  wurde,  bricht 
man  die  Operation  ab,   und  nimmt  die  erhaltenen  Grossen  für 

«>  ß»  y— • 

Hätte  man  z.  B.  In  Zahlen  för  B,  C,  D.... 

2  6  4  7  15  10, 

so  wurde  man  nach  Streichung  der  4  durch  Absonderung  des  meh- 
reren Gliedern  gemeinschaftlichen  Faktors  2  erhalten: 

2  1  3  7  15  5, 

worin  jetzt  1  und  15  zu  streichen  ist,  wodurch  man  für  c,  ß,  y ... 

2  3  7  5 

erhält. 

Hätte  man  für  B,  6\...  die  beiden  Zahlen  6,  10;  so  wurde 
man  dieselben  für  er,  ß,...  nehmen  müssen,  da  eine  Absonderung 
des  Faktors  2  zwar  kleinere  Werthe,  aber  einen  mehr,  ergeben 
würde,  nämlich  2,  3,  5,  was  der  Rechnung  nur  zum  Naclitheile 
gereichen  würde. 

In  dieser  Weise  bestimmt  man  ait  ßlf  yt...  aus  Bt,  (\,  Dt... 
ferner  ot,  ß%,  y2...  aus  B%,  Z)a...  u.  s.  w.,  und  nachdem  dies 
geschehen,  untersucht  man  in  der  vorhin  beschriebenen  Weise, 
ob  es  noch  ratbsain  sei,  alle  oder  einige  der  Wurzeigrüssen  mit 
verschiedenen  Exponenten  auf  einerlei  Wurzelbenennung  zu  brin- 
gen oder  nicht. 

Diese  Vorbereitung  ist  sowohl  von  Wichtigkeit,  wenn  man 
bloss  den  Nenner  eines  Bruches,  als  auch  wenn  man  eine  ganze 
Gleichung  rational  machen  will.  Angenommen,  eine  solche  Glei- 
chung, worin  bereits  alle  Wurzelgrösseo  in  die  Zähler  geschafft 
sind,  was  jederzeit  leicht  geschehen  kann,  sei 

«'  +  b'B'  +  c'O  +  £*'/>'  +  ...=0. 
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Da  diese  Gleichung ,  wie  man  weiter  unten  sehen  wird,  mehr- 
mals potenzirt  werden  muss;  so  würde  man  sich,  selbst  wetm 
ihre  Gliederzahl  in  der  gegebenen  Form  noch  unvollständig  sein 
sollte ,  auf  das  Erscheinen  aller  vorhin  genannten  Glieder  von  der 
Zahl  H!in'M2ll»)n3n> ....  eefasst  machen  müssen,  insolern  man  die 
Gleichung  bei  diesen  Y>otenzirungen  in  der  vorstehenden  annullir- 
ten  Form  beibehalten  wollte.  Diese  Gliederzahl  kann,  obgleich 
sie  meistens  sehr  viel  kleiner  ist,  als  mn,  doch  häufig  noch  sehr 
gross  ausfallen.  Es  gereicht  daher  zur  bedeutenden  Abkürzung 
der  Rechnung,  wenn  man  die  Wurzeigrössen  /?',  C,  D'....  auf 
beiden  Seiten  der  Gleichung  so  vertheilt: 

1)  dass  kein  Wurzelexponent  gleichzeitig  auf  beiden  Seiten 
erscheint, 

■ 

2)  dass  die  Summe  aller  Glieder  der  vollständig  gedachten 
Funktionen  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  die  kleinst* 
mögliche  sei. 

Durch  diese  Trennung  der  Glieder  entstehe,  wenn  man  sich 
vorläufig  auch  das  rationale  Glied  getheilt  denkt,  die  Gleichung: 

o' + b'B' + &C + d  D'  +  ....=  a"WBT + c"  C + d"l?  + ... . 

Bezeichnet   man  dieieuigen  der  Grossen  m-"»,  m^n*§  m3n»,  

welche  sich  auf  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  beziehen,  mit  pk, 
p3>-f  und  diejenigen,  welche  sich  auf  die  rechte  beziehen, 
mit  o/j,  o/2,  473 .... ;  so  wird  die  Anzahl  aller  Glieder  bei  einer  noch 
so  weit  fortgesetzten  Potenzirung  dieser  Gleichung  niemals  den 
Werth 

ipiPiP*  — )  +        — ) 

ubersteigen  können,  welcher  noch  bedeutend  kleiner  ist,  als 
(PiP*Pb  — )(<IiM* ...)  - wi1B'»ia»*m3"-  ... 

Damit  aber  jener  erstere  Werth  ein  Minimum  werde,  ordne  man 
alle  Grössen  plt  »2,  />3...o/i,  qi ,  73...,  wovon  auch  mehrere  ein- 
ander gleich  sein  können,  nach  ihrem  Wert  he,  so  dass  die  grössto 
die  erste  und  die  kleinste  die  letzte  ist.  Wenn  nun  diese  Reihe 
so  beginnt:  pit  o- ,  9a,  so  schreibt  man  die  erste  Grösse 

px  links,  die  zweite  qi  rechts  und  die  dritte  oa  wieder  rechts, 
wodurch  man  links  px  und  rechts  das  Produkt  qtq%  erhält.  Wenn 
mehr  als  diese  drei  Grössen  vorbanden  sind,  so  verfahrt  man  mit 
den  übrigen  in  der  Weise,  dass  man  jede  nächstfolgende  auf  die- 
jenige Seite  setzt,  wo  sich  eben  das  kleinere  Produkt  befindet. 
Wären  einmal  die  Produkte  auf  beiden  Seiten  gleich,  so  würde 
es  gleichgültig  sein,  welchem  von  beiden  man  die  nächste  Grösse 
zufügen  wollte. 

Hätte  man  z.  B.  für  m-"«,  m^*,...  resp.  die  Wertbe  2* =15, 
3»=9,  4»=  16,  5»=25,  6^=6;  so  würde  die  geordnete  Reibe 
dieser  Zahlen 

>    1    i    ±  * 
25   16  W  9  fl 
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«ein,  welche  fobenriermaassen  zu  trennen  wäre: 

.  .Mi«       r»i  •:  '•  -.: 

Üi         *  £ 

25.9.6  16.10, 

•  •»'*■  ■  :     *  *  *      .  .  .  •  f      ii. , ,.  

so  da**  alle  Wurzefgrossen  vom  öten.  3ten  nnd  6ten  Grade  auf 
die  linke  und  die  vom  2ten  und  4ten  Grade  auf  die  rechte  Seite 
zu  stehen  kämen. 

Wären  ausser  der  vorstehenden  noch  Wurzeigrüssen  vom 
7ten  Grade  mit  2  einfachen  Radikanden  vorbanden,  so  dass  zu 
jener  Reihe  noch  dio  Zahl  7a=49  käme,  so  würde  man  wie  folgt 
zu  trennen  haben:  ... 


r  i 


49.16.6  25.16.9, 


so  dass  nun  die  Wurzeigrussen  vom  7ten,  4ten  und  öten  Grade 
links  und  die  vom  5ten,  2ten  und  3ten  Grade  rechts  ihren  Platz 
fanden. 

Wenn  die  Trennung  nach  dieser  Regel  dadurch  unmöglich 
wird,  dass  mehrere  Wurzeigrössen  von  verschiedenen  Graden  mit 
einander  multipltzirt  in  der  gesehenen  Gleichung  vorkommen,  so 
hat  man  gleich  von  vorn  herein  die  durch  Multiplikation  verknüpf* 
ten  Wnrzefgrussen  wie  untrennbare  zu  behandeln,  Indem  man  das 
betreffende  Produkt  der  darauf  bezüglichen  Grössen  mtn>,  «a»».... 
z.  B.  mflmj*  wie  eine  einzige  Zahl  i 


Wären  z.  B.  in  dem  letzteren  Beispiele  die  Wurzeln  vom 
3ten  und  öten  Grade  durch  Multiplikation  an  einander  gefesselt, 
so  hätte  man  statt  der  beiden  einzelnen  Zahlen  3*  und  6*  die  ein- 
zige 3'.61=9.6=54,  also  die  Reihe 

X       *       Ä      t  :■■ 
54     49     16  16..., 

woraus  sich  folgende  Trennung: 

54.16  49.16 

.' »  •  .  i 

ergeben  würde.  Hiernach  müssten  nun  die  Wurzeln  vom  3ten, 
öten  und  4ten  Grade  auf  die  linke  und  die  vom  7ten  and  2t en 
Grade  auf  die  rechte  Seite  geschafft  werden. 

Das  rationale  Glied  ist  im  Vorstehenden  nur  wegen  der  Sym- 
metrie der  Formeln  getrennt.  Man  wird  dasselbe  ungetrennt  auf 
diejenige  Seite  schreiben ,  wo  sich  die  kleinste  Menge  Glieder 
der  unvollständigen  Gleichung  vorfinden. 

Berücksichtigt  man  den  Einfluss  dieses  rationalen  Gliedes 
auf  die  Anzahl  der  Glieder,  welche  sich  durch  mehrmalige  Poten- 
«irung  der  in  vorstehender  Weise  getrennten  Gleichung  ergeben 
können;  so  leuchtet  ein,  dass  ausser  einem  rationalen  tiliede 
höchstens  (ptPtP»  »•)  +  (ft.feft  •••) ~~  2  Glieder  mit  verschiedenen 
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irrationalen  Faktoren  entstehen  können.  Diese  Ansah!  »vollen  wir 
mit  r  bezeichnen. 

Erhebt  man  nun  die  in  Rede  stehende  Gleichung  zum  lsten, 
2ten,  3ten,  4ten...(r  +  l)sten  Grade,  so  erhalt  man  zwischen  den 
obengenannten  r  Irrationalgrössen  (r-f  l)  Gleichungen,  welche  in 
Beziehung  zu  jenen  Grössen  sämmtlich  vom  ersten  Grade 
sind.  Eliminirt  man  hierauf  zwischen  diesen  Gleichun- 
gen sämmtliche  Irrationalgrossen,  so  bleibt  die  ge- 
suchte rationale  Gleichung  zurück. 

Die  Anzahl  r  der  Irrationalen  nach  der  obigen  Bestimmung 
ist  die  grösste,  welche  sich  in  dem  komplizi  Kesten  Falle  nur  ein- 
stellen kann.  Man  wird  aber  darauf  bedacht  sein,  aus  der  be- 
sonderen Form  der  gesehenen  Gleichung  jeden  möglichen  Vor- 
theil zu  ziehen,  welcher  die  in  der  Kegel  sehr  umständliche 
Rechnung  abkürzen,  und  namentlich  die  Menge  der  zu  eliminircn- 
den  Irrationalen  vermindern  kann.  Zu  diesem  Ende  wird  man, 
wenn  es  thunlich  ist,  nach  jeder  einzelnen  Potenzirung  gleich 
jede  sich  als  zweckmässig  erweisende  Elimination  einiger  Irratio- 
nalen vornehmen,  oder  das  rationale  Glied  bald  auf  die  linke, 
bald  auf  die  rechte  Seite  stellen ,  oder  auch  einige  Potenzen  ganz 
überspringen,  oder  stallt  eine  neue  Potenz  zu  bilden,  zwei  der 
vorhergehenden  Gleichungen  mit  einander  multiplizireu ,  und  end- 
lich nach  Herstellung  jeder  neuen  Gleichung  prüfen,  ob  man  nicht 
für  alle  bis  dahin  aufgetretenen  Irrationalen  schon  Gleichungen 
genug  besitze. 

Wäre  z.  B.  die  Gleichung 

VT+  Vy—  VT- 1=0     *  ,  . 

rational  zu  machen;  so  würde  man,  wenn  man  die  Wurzeigrüssen 
immer  zusammen  auf  einer  Seite  stehen  lassen  und  zugleich  ein- 
und  dieselbe  Wurzelbenennung  herstellen  wollte,  da  hier 

«i,        n*  resp.  =2,  2,  3,  1 

ist  und  bei  gleicher  Wurzelbenennung  wi,  n  resp.  =6,  3  werden 
würde,  63— 1=215  verschiedene  Irrationalen  zu  gewärtigen  haben, 
womit  sich  durchaus  nicht  rechnen  lässt. 

Wollte  man  ohne  die  gleiche  Wurzelbenennung  herzustellen, 
alle  Wurzeigrössen  stets  auf  einer  Seite  behalten,  so  würde  man 
sich  auf  2V31— «1  =  11  Irrationalen  gefasst  machen  müssen,  was 
ebenfalls  noch  eine  mühsame  Rechnung  ergeben  würde • 

Trennt  man  dagegen  die  Wurzeigrössen,  indem  man  die  vom 
zweiten  Grade  allein  auf  der  linken  Seite  stehen  lässt,  und  die 
Kubikwurzel  mit  dem  rationalen  Gliede  auf  die  rechte  Seite 
schafft;  so  köonen  links  nur  2* — 1  =  3  und  rechts  nur  31 — 1  =  2, 
im  Ganzen  also  nur  8  Irrationalen  auftreten,  zu  deren  Elimination 
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man  die  ersten  6  Potenten  zu  bilden  hätte.  .Die»  gibt,  wenn 
man  der  Kurze  wegen         •  i. 

V^=a;V£=f,  Vl=z 

setzt,  folgende  6  Gleichungen : 

1)  *+f=i  +  z, 

2)  *+.v+2*r=l+2Z+Z», 

3)  + (y+3x)F=I+x+3Z>3Z»,  : 

5)  (**+10:ry  +5>»)X+  (yH-lOxy-f  &r>)  F 

=  1  +  10z+(5+5x)Z+  (lü+z)Z», 

6)  ar»  +  15^  +  15j^a+y>  +  (6ar»+20^+6ya)j:F 

=  1  +20i+s*  +  (6+15x)Z+  (15+fc)Z>; 

zwischen  welchen  die  5  Irrationalen  X,  F,  XY,  Z,  Z*  zu  eli- 
miniren  sind. 

Obgleich  durch  die  letzte  Trennung  der  Wurzeigrüssen  die 
Anzahl  der  Irrationalen  bedeutend  beschränkt  ist,  so  wurde  die 
an  sich  leichte  Elimination  derselben  aus  den  vorstehenden  6  Glei- 
chungen doch  noch  zu  einer  umständlichen  und  zeitraubenden 
Arbeit  lilhren,  bei  welcher  sich  Rechnenfehler  nur  zu  leicht  ein- 
schleichen. Man  würde  daher  im  vorliegenden  Falle  noch  einfa- 
cher folgendermaasscn  verfahren: 

Man  transponirt  in  der  Gleichung  2)  alle  rationalen  Glieder 
auf  die  rechte  Seite  und  quadrirt  die  entstehende  Gleiehung.-Hier- 
durch  müssen  alle  aus  X  und  Y  gebildeten  Irrationalen  ein  für 
alle  Mal  verschwinden,  und  man  erhält: 

4*y  =  (l-*--y)*  +  4z  +  l4(l-*-y)  +  z]Z  +  2(3-*-y)Z», 

oder 

4ary  -(1— *-y)*-4:=  [4(l-*-y)+x]Z + 2(3-*-y)Z* . 

Man  hat  es  jetzt  nur  noch  mit  den  2  Irrationalen  Z  und  Z* 
zu  thun,  welche  man  mit  geringeren  Umständen  aus  der  lsten, 
2ten  und  3ten  Potenz  der  letzten  Gleichung  würde  eliminiren 
können.  Man  findet  jedoch,  das»  zu  diesem  Zwecke  schon  die 
lste  und  3te  Potenz  genügt  Denn  da  diese  3te  Potenz  in  die 
Form 

• ) 
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[4*y-(t^;r-y)*-4z]» 
=  [i(l-x-y)  +  +8(3-*--y)»za 
+ 6  [4  (1  -  x -t/)  +  z]  (3-x-y)z  { [4(l-x-y)  +  z]  Z+  2(3-*-*)  Z*  | 

gebracht  werden  kann;  so  lassen  «ich  aus  dieser  und  der  vorher- 
gehenden Gleichung  die  beiden  Grössen  Z  und  Z*  auf  ein  Mal 
eliminiren.    Dies  gibt  die  gesuchte  rationale  Gleichung: 

[Axy  —  (1— y)2 — 4z]» 
=  [4(l— ar— y)  +  i]*z  +  8(3-ar-y)3*a 
+  6  [^-(1-^-^-4x1  [4(t-.r-y)  +z]  (3-*-y)x . 

■  ■       ,  .  * 


■ 


Methode  um  die  Länge  eines  Kreis- 
bogens annähernd  durch  Construction 
einer  Oeraden  zu  finden. 

. 

Von 

o 

Herrn       J.  Aatrand, 

Pmatlehrcr  der  Mathematik  zu  Gothenbarg  in  Schweden. 


Der  Umstand ,  dass  das  Problem,  einen  gegebenen  Kreis- 
bogen auf  geometrische  Art  annähernd  zu  rektifiziren ,  nicht  in 
einem  einzigen  der  mir  bekannten  geometrischen  Lehrbücher  und 
Au/gaben -Sammlungen  zu  finden  ist,  angeachtet  dieses  Problem 
im  praktischen  Leben  vorkommen  kann  und  somit  nicht  ohne 
Nutzen  ist,  veranlasste  mich  folgende  Auflösung  herzuleiten. 

Da,  nach  der  analytischen  Trigonometrie: 
/    1      .t\    3x     x*  x6 
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3n     *  £»  ^r* 


so  ist: 


.  r      .  ^  ■ 


sebr  nahe,  oder 


120«*  -  ¥  ■• m  n  ' 


3n  .  tp  3n  .  or  .  a: 

2*'nn  2  «lnn      s    x*_  «'% 

J         1      x       x4    ~       I       a:  +  80/t8  *  7~~    ar  ' 


1+?C08»-l2Ön^      1+2C0S«  1  +  cos- 

ebenfalls  sehr  nahe. 

Wenn  man  in  diesem  Werth e  des  Kreisbogens  x  den  zweiten 

TermgQ^j-.  — ,  seiner  Unbedeutendheit  wegen,  weglässt 

1  +  cos  — 
II 

ond  den  Radius  einsetzt,  so  hat  man,  annähernd,  folgende  Analogie: 
Rad  +  ^cos~:  agin^=  ^  Rad  :  x, 

it eiche,  constrairt,  die  gesuchte  Gerade  giebt. 

Aus  der  Form  des  weggelassenen  Ternies  erhellt,  dass,  je 
g russer  n  angenommen  wird,  desto  genauer  man  die  Länge  des 
Kreisbogens  x  erhält,  so  dass,  wie  gross  dieser  auch  ist,  n  jeder» 
zeit  von  solcher  Grosse  gewählt  werden  fcatm,  dass  die  gewünschte 
Genauigkeit  erlangt  wird;  doch  immer,  wegen  der  Möglichkeit 
und  Theilung  des  Kreisbogens ,  n  =  2",  wenn  m  eine  ganze  Zahl 
bedeutet. 

Setzt  man  »  =2,  so  wird : 


oder 


Rad  +   cos  £  •  2  sin  ~—  ty  Rad : x 


Rad  -f  ^cos  ~:  cbor<Lr=  |  Rad :  x. 


■  *  % 


welche  Analogie  auf  folgende  Weise  leicht  coogtruirt  wird: 
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Ist  in  Taf.  V.  Fig.  4.  AB  der  gegebene  Kreisbogen,  so  sacht  man 
seinen  Mittelpunkt  C  und  zieht  den  Radius  CE  senkrecht  gegen 
die  Chorde  AB;  CD  wird  halbirt  in  F  und  DE  in  G\  DC  wird 
verlängert  bis  H,  so  dass  FH=CE;  durch  G  zieht  man  JK 
parallel  mit  AB.  Dann  verbindet  man  H  mit  A  und  B  und  ver- 
längert HA  und  HB  bis  J  und  K,  so  ist  JK  beinahe  gleich  dem 
Kreisbogen  AB. 

Anmerk.   Der  Fehler  in  der  gefundenen  Bogenlänge  beträgt, 
wenn  z.  B.: 

x=2d<>  und  n=2,  weniger  als  0,0000062  oder  <  IV, 
ar=45°  „   n=4,         „        0,0000082  <1%" 


XU. 

I 

Heber  die  Ausdrücke,  welche  für 
Wurzeln  höherer Orade  mit 

(B  +  ASTä)  (B—AVZ) 

analog  sind. 

Von  dem 

Herrn  Dr.  E.  W.  Grebe, 

Gymnaniallehrcr  zu  Cassel. 


Die  ausgebreitete  Wichtigkeit  des  Satzes  von  dem  Produkte 
der  Summe  und  Differenz  zur  Beseitigung  irrationaler  Quadrat- 
wurzeln ist  hinreichend  bekannt,  und  veranlasst  leicht  die  Frage 
nach  der  näheren  Beschaffenheit  der  Formeln,  welche  fär  höhere 
Wurzeln  ähnliche  Dienste  leisten.  Da  sich  dasjenige,  was  wir 
in  Beziehung  auf  eine  Wurzel  sagen  werden,  leicht  auf  andere 
ubertragen  und  die  allgemeine  Gesetzlichkeit  genügend  erkennen 


» 
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lausen  wird;  so  beginnen  wir  mit  der  Erörterung  von  Ausdrucken 
eines  bestimmten  Grades.  Fragen  wir  dem  gemäss  nach  einem 
Factor,  der  mit  ,  ' 

»  »  b  o 

£  +  />       +  Cf^  +  Ä^+^V^ 

verbunden  ein  rationales  Product  liefert;  so  leuchtet  ein,  dass 
wenn  wir  denselben 

a  o  _         &  6 

setzen,  die  Unbekannten  x,  y,  t  und  v  sich  werden  bestimmen 
lassen.   Durch  Ausfuhrung  der  Multiplication  erhalten  wir  nämlich 

E   +   DVH  -f     CV«*  +     fiV?  +  A^ 

■  .      Iii,.         r    •    'l       *  tf    lf       t  •  I 

+Aax+Ex)fa  +  Dx  V«"  +  CxVH*  +  BxV** 
+Bay+Aay\TZ  +  £tf  fo»  +  ZtyV*^  +  Cfc  fc* 
+Cax  +  BaiSfH  +  ^«Vä*  +    £*V"£»  +  Dzfy& 

+Dav+Cuvjra  +  Bavfa*  +  ^w^fo  +  foV'o«. 

Befriedigen  wir  nun,  was  ohne  Schwierigkeit  möglich  ist,  die 
vier  Gleichungen: 

A  +  Bx  +  Cy  +/>x  +£o  =0, 
B+Cx+Dy  +Ez  +^«r=0, 
C+  Dx+Ey  +A<x2+Bav=0, 
D  +  £*+^«y+Baz  +  Cav  =  0; 

so  ist  das  Verlangte  geschehen.  Aus  der  Lehre  von  den  Glei- 
chungen des  ersten  Grades  mit  mehreren  Unbekannten  weiss 
man,  dass  die  Werthe  von  x,  y,  x  und  v  sämmtlich  Quotienten 
von  gemeinschaftlichem  Nenner  sind,  und  dass  sowohl  dieser  Nen- 
ner als  die  einzelnen  Zähler  Aggregate  sind,  deren  einzelne  Glie- 
der keine  anderen  Factoren  haben  als  A,  B,  C,  D,  E  und  c. 
Wir  fiberzeugen  uns  leicht,  dass  wir  die  Factoren  «  auch  erst  am 
Schlüsse  der  Rechnung  in  der  erforderlichen  Anzahl  beifügen, 
und  mitbin  dieselben  bis  dahin  zur  Erleichterung  des  Rechnens 

tibergehen  können.  Zu  dem  Ende  denken  wir  uns  in  dem  Ausdrucke 

»ii        .  * 

Tbeil  XIII.  26 


Digitized  by  Google 


m 

»U*  *ilierf«r  J.U  von  dMseHwa  Dim»n*t»n,  und  xwW  vM  de?  fünf- 

ten',  indem  wir  V «  als  die  Dimcnsionseinheit  wählen.  Von  den 
Buchstaben  A,  B,  C,  D  und  E  hat  alsdann  ein  jeder  eine  sei- 
ner  Stelle  im  Alphabet  entsprechende  Dimension.  Ebenso  den- 
ken wir  uns  bei,  ;  • 

alle  Glieder  von  der  nullten  Dimension,  wodurch  die  Unbekann- 
ten x,  y,  r  und  v  der  Reihe  nach  die  piiueasionswerthe  — 1. 
—  2,  —  o  und  — 4  erhalten.  Jedes  Glied  des  Zählers  sowohl  als 
de«  Nenner*  in  den  Ausdrucken,  die  Xu ir  dr»  «n.  s.  w.  gefunden 
werden,  rouss  aladan*  deo  Factor  a  so  oft  et  halten,  als  ihm  die 
Dimension  fünf,  die  diesem  Factor  zukommt,  noch  fehlt,  wenn 
man  es  mit  den  übrigen  Gliedern,  die  mit  ihm  von  gleich  hoher 
Dimension  sein  müsseo,  vergleicht  Zugleich  rouss  die  Dimen- 
sion des  Nenners  die  des  Zählers  bei  dem  Ausdrucke  ftir  x  um  1, 
bei  dem  für  y  um  2  u.  s.  w.  übertreffen.  Hiernach  haben  wir  nun 
bloss  ^die  Gleichungen  *  \  •>*  - 1 

A+Bx+Cy  +  Dz  +  Ec=0, 

B  f  Cx  +  Dy  +  Ei + A  v  =  0 , 

C+Dx  +  Ey  +  At+BP=Q,' 

V+ßx  +  Ay  +  Bz+Cv^Q 

aufzulösen:  und  stellen  wir  diese,  um  die  allgemeinen  Auflosungs- 
formeln  desto  besser  anwenden  zu  können,  durch 

i  •  '  . 

Ol  +  bvx  +  cxy  -f  dxz  +  etv  =  0, 
a% + btfc + +  f/2z  +  e%v = 0 , 
fls  +  hx  +  c^y  +  rf8x  +  e,r = 0, 
a4  +  bAx  +      +  rf4*  +  *4t>=0 

dar;  so  entsteht  die  Tabelle,  deren  einfaches  Gesetz  sogleich  in 
die  Aag«n  springt: 

C=SC|=s6a=3  4g=54ft,  ,.-,1  1 

Da  or,  y,  z  und  r  einen  gemeinschaftlichen  Nenner  haben 
müssen,  den  wir  JY  nennen  wollen;  so  kannn  man  auch,  um  alle 
Brüche  zu  vermeiden, 
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als  den  Ausdruck  annehmen,  mit  welchem  man 

£+/)  V7+cV^  +\ByT&+A\T«i 

zu  multipliciren  hat,  um  ein  rationales  Product  zu  gewinnen.  Der 
Werth  von  N  ergibt  sich  nach  der  Metbode  der  positiven  und  ne 
gativeo  Permutationen  durch  nachstehende  Rechnung: 


+  61  Mb?* 

BDAC 

DCEC 

BDBB 

—  dib^e^Ct 

DCBA 

BEEC 

—  diC^b^e^ 

DDDC 

BEBA 

DDBE 

BAEB 

DADA 

—  bx^diCt 

BAAA 

DAEE 

CCAC 

ECEB 

+  Cyb^e^ 

CCBB 

ECAA 

CEDC 

EDDB 

—  Cid^e^b^ 

CEBE 

—  «102^364 

EDAE 

—  0^63^4 

CADB 

EEDA 

+  <?iMA 

CAAE 

+  «id»cA 

EEEE 

■ 


und  es  ist  mithin 

N=zE*  ~2>EiDA-?>WCB + 2ED*B + 2£Z)C» + %ECAP+2EB*A 
-  Z>»C--CM-i?»/>-.4stf+ÜM*+  C*B*±DCBA . 

Erwägen  wir,  dass  unser  rationales  Product  auch  eben  so 
gut  durch'  die  Multiplication  der  Factoren 

^«  +  £      +  0  Vli«  +  c  V^»  +  #  V«* 

und.  7  . 

entstehen  konnte,  und  dass  es  uns  dermalen  auf  die  Factoren  a 
noch  nicht  ankommt;  ho  werden  wir  durch  einfache  Verschiebung 
der  Buchstaben  aus  dem  Werth  von  N  sofort  den  Werth  von  Nx 
ableiten  können.   Wir  erhalten 

26" 


Digitized  by  Google 


404 

Nz=A*-3A*EB-3A*DC+2AE*C+ +  2ADB*+2AC*B 

—  E*D-D*B-C*£-B'C+  E*B*  +  D*C*-EDCB . 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  ergibt  sieb: 

iVy  =  B*-W*AC  ZB*ED  +  2BA*D+2BAE*+2BEC*+2BD*C 

—  A*E—E*C-D*A-C*I)  +  A*C*  +  EPD1—  AEDC, 

TV*  =  C*-ZC*B1>-ZC*AE+2CB*E  +<2CBA*  +  2CAÜ*+2CE*V 

—  B*A-A*D-E>B-D*E  +  B*IP+A*E*-BAED, 

Nv  =  />4— ZD*CE— ZD*BA+2DC*A+2DCB*+2DBE*+2DA'E 
-  C*B-B*E-A>C—E*A  +  C^E*  +  CBAE. 

Der  Werth  voa  N  und  die  aus  diesem  abgeleiteten  Wertfie 
von  Nx,  Ny,  Ni  und  Nü  stehen  nun  freilich  noch  nicht  aoeo  in 
so  fern  fest,  dass  die  Möglichkeit  ausgeschlossen  wäre,  auch  alle 
Glieder  solcher  Werthe  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  zu 
nehmen.  Für  N  kann  man  ein  für  alle  Mal  die  Anordnung  der 
Vorzeichen  festsetzen,  nach  welcher  das  Glied  E*  positiv  ist; 
es  fragt  sich  alsdann  nur,  ob  die  dem  E*  in  den  übrigen  Wer- 
then  entsprechenden  Glieder  A*t  B* ,  C*  und  D4  auch  alle  gleich- 
zeitig positiv  sein  müssen.  Uni  diese  Frage  zu  beantworten  be- 
denken wir,  dass  wir  den  Zähler  von  x ,  d.  h.  Sx  auch  unmit- 
telbar dadurch  hatten  berechnen  können,  dass  wir  in  der  obigen 
Tabelle  von  Permutationen  statt  eines  jeden  6  ein  a  gesetzt  und 
dann  alle  Glieder  mit  entgegengesetztem  Vorzeicbeo  genommen 
hatten.  Da  nun  A*  nur  aus  der  Permutation  a, e^tl^c^  entstehen 
kann,  diese  aber,  so  lange  sie  noch  bxe^d^c^  lautete»  als  eine 
ungerade  Anzahl  von  Variationen  enthaltend,  negativ  war,  und 
also  nach  verändertem  Zeichen  positiv  werden  muss;  so  ist  A* 
und  mithin  auch  B* ,  C*  und  D*  positiv.  Man  (ibersieht  bald, 
dass  ähnliche  Umstünde  sich  bei  jeder  Wurzel  von  ungeradem 
Grade  einstellen  müssen',  .  dass  aber  bei  Wurzeln  von  geradem 
Grade  die  Sache  anders  ist.  Vergleichen  wir  nämlich  die  beiden 
Permutationen  yp....dcb  und  bqv ....  de ,  so  stellt  sich  sogleich 
heraus,  dass  dieselben  von  ungleichen  Vorzeichen  sein  müssen, 
wenn  die  Zahl  der  Elemente  eine  gerade  ist,  und  von  gleichem 
Vorzeichen,  wenn  die  Zahl  der  Elemente  eine  ungerade  ist.  Da- 
her werden  wir  z.  B.  bei  einer  Wurzel  des  sechsten  Grades,  wenn 
wir  das  vorkommende  F*  positiv  setzen,  A*  negativ,  B*  positiv, 
C*  negativ,  D5  positiv  und  E*  negativ  'nehmen  müssen. 

Ermitteln  wir  die  Werthe  von  N  auch  ftlr  andere  Wurzeln 
als  die  fünfte  und  fügen  den  jedesmaligen  Grad  der  Wurzel  dem 
N  als  Index  bei;  so  ergibt  sich  die  nachfolgende  Zusammenstel- 
lung der  Ausdrücke  von  N2  bis  JV6: 

iVa  =  /?, 

N*  =  C*-AB, 

A4=Z>'- DB*-2DCA  +  C*B  +  BA* , 
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N*=:E*-3EiDA-3E*CB+2ED*B+<2EDCt  +  2ECA*+2EB*A 
—D*C—  C*A-B*D-A*B  +  EPA*  +  C*ß*-DCBA , 

JV« = F*^F*EA^F*l)B-<2F*C*+3F*E*ß+ZF*DA*+WEDC 
+  GF*CBA  +  F»Z>»  +  F*B*-2FE*C-2FA*C-3FE*D* 

+  FEDCB—FDC*B+FC*+DE*-BD*-DB*+BA* 
+D*C*+B*C1-2A*DE-2E*AB+2B*AE-2C*AB-2C*DE 
+  9  DM22  +  3  A*C*D + SfPCÄ . 

Bei  jedem  folgenden  Grad  der  Wurzel  werden  diese  Aus- 
drücke beziehlicher  Weise  umfangreicher,  so  dass  es  eerathen 
scheint,  mit  N6  zu  schliessen.  Üeber  den  innern  Bau  oer  Aus- 
drücke, dieselben  sowohl  einzeln  als  in  ihrem  gegenseitigen  Ver-„ 
hältniss  betrachtet,  konnte  ich  noch  mehrere  Bemerkungen  Bei- 
fügen; jedoch  ist  die  Ausbeute  dessen,  was  sich  mir  bis  jetzt  in 
dieser  Beziehung  ergeben  hat,  im  Ganzen  noch  so  gering,  dass 
es  mir  besser  scheint,  alles  hierauf  Bezügliche  vorerst  noch  zu 
unterdrücken.  Ich  gebe  daher  zum  Schluss  nur  noch  eine  Probe 
über  das  Hinzufügen  der  bisher  ausgelassenen  Factoren  « : 

JT4  =  D*-DB*a-2DCA«+C*B«+BA*a*, 
N^-AW  +  AC*a+ 2ADB«  -  D*C-  CÄ«« . 
Nty=B*a  -  BIP—IBAC«  +  A*Dcc  +  D(y* , 
N<z  =  -  &  +  CA*a + 2CBD  -  B*Aa  -  AD* . 
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Findling  der  Hauptaxen  aus  zwei  con- 
)u Birten  Durchmessern. 

*  • 

Vom  ^ 

Herrn  M.  H.  Meyer, 

Lehrer  an  der  mechanischen  Baugewerkeosch uie  in  Freiberg. 


Die  Darstellung  der  Ellipsen  erfolgt  entweder  durch  Bestim- 
mung einzelner  Punkte  oder  mit  Hilfe  von  Kreisbugen.  Beachtet 
man  die  Menge  kleiner  Fehler,  die  beim  Bestimmen  einer  gros- 
sen Anzahl  einzelner  Punkte  unvermeidlich  sind,  so  wird  die  letz- 
tere Methode,  man  möge  nun  Krümmungskreise  oder  eine  gute 
annähernde  Construction  benutzen ,  gewiss  schönere  und  richtigere 
Ellipsen  geben.  Allein  fast  alle  Verfahren  der  letztern  Art  setzen 
voraus,  uass  die  Hauptaxen  bekannt  seien;  kann  man  auch 
durch  conjugirte  Axen  Krümmungskreise  angeben,  so  sind  die 
Endpunkte  der  Hauptaxen  doch  von  wesentlichem  Einflüsse,  und 
man  wird,  wenn  diese  nicht  gegeben  sind,  selbst  wenn  man  noch 
einzelne  Punkte  bestimmt  und  durch  diese  Krummungskreise  legt, 
keine  so  genauen  und  schonen  Ellipsen  erhalten.  Sind  die  Haupt- 
axen auf  leichte  Weise  zu  finden,  so  ist  es  immer  am  genauesten 
und  einfachsten,  diese  erst  zu  bestimmen  und  dann  mit  Hilfe 
derselben  die  Ellipsen  zu  vollenden.  Alle  bis  jetzt  bekannten 
Constructionen,  um  aus  zwei  conjugirten  Durchmessern  die  Haupt- 
axen zu  finden,  sind  aber  mehr  oder  weniger  complicirt,  und  es 
dürfte  daher  folgendes  einfache  Verfahren,  namentlich  für  die 
descriptive  Geometrie ,  wo  in  den  meisten  Fällen  conjugirte  Durch- 
messer weit  leichter  als  die  Hauptaxen  erhalten  werden,  von  nicht 
ganz  unbedeutendem  Vortheile  sein.  AB  und  CD  (Taf.  VII.  Fig.  3.) 
seien  die  gegebenen  zusammengehörigen  Durchmesser.  Um  die 
Grosse  der  grossen  und  kleinen  Axe  zu  bestimmen,  errichte  man 
auf  AB  die  Normale  ME,  mache  dieselbe  —  AM  und  ziehe  CE 
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.  r~     CE  +  ED    4    ■,              ,  ED—CE 
und  ED.   ^         wir<»  "ann  <"«  halbe  grosse,   s   die 

halbe  kleine  Axe  sein ;  trägt  man  daher  EC  von  E  aus  auf  ED 
auf,  so  ist  -g-  z=.DG=.GF  die  halbe  kleine  und  G£  die  halbe 
grosse  Axe. 

Die  Lage  der  grossen  Axe  wird  durch  die  Verbindungslinie 
des  Mittelpunktes  M  mit  dem  Halbirungspunkte  G  angegeben. 
Weichen  die  zusammen  gehörigen  Durchmesser  nur  wenig  von 
den  Hauptaxen  ab.  so  wird  die  Entfernung  MG  klein  und  daher 
die  Lage  durch  die«©  Punkte  nicht  mehr  hinlänglich  eenau  be- 
stimmt.   Besser  nimmt  man  dann  die  Verbindungslinie  der  Punkte 

KG  CM 

F  und  C,  welche  der  grossen  Axe  parallel  geht,  (da  jjß=  jjfj) 
=  )),  als  Richtungslinie  für  die  grosse  Axe  an. 

Die  Richtigkeit  dieser  Construction  erglebt  sich  folgend: 

Bezeichnen  a  und  6  die  halbe  grosse  und  kleine  Axe  der 
Ellipse,  und  /,  lt  die  beiden  conjugirten  Halbmesser  AM,  MD, 
welche  den  Winkel  AMD—i  einschlicssen,  so  ist: 


und,  wird  fiir  i  90°  —  a  subslituirt: 


J 


V  P  +  Pl  +Wc<»«±V^T~Pl--Mlco8a  t 

2 


d.  i.  da  der  Compleuientwinkel  a=EMC: 


6» - 


ED  ±  CE 
2 


Der  Winkel  y,  den  die  grosse  Axe  mit  dem  einen  der  conjugir« 

ten  Durchmesser?  f„  eiusehliessf,  muss-sein: 

...... 


.   %     6*(c*  -  P) 


Es  ist  aber    sio  .  ÄM?^ fr  >  folglich  HJ  die  Lage 

 62(a*  —  P) 

der  grossen  Axe.  Dass  sin .  AMC?=  Ji^a%_^  ist,  folgt  aus  dem 

Dreieck  DEM,  wo  DM=llt  ME=l,  EG=a,  GD=b  und 
Winkel  AMD  =  i  ist;  denn  es  ist  ta.AMG=tg(t—  GMD)t  oder, 


wenn  GMD  durch  X  bezeichnet  wird, 
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g(  v  i+tg=.tgr 


d.  i. ,  da 


ist, 


g   ~~ Ix-b.coa.GDM—  Äcose 


/j— 6cofle  +  tgz.6gine  r 


4  '.. 


/,  — Äcosp 

und  werden  für  sin?  und  cosp  die  gleichen  Werthe 


;  f. 


und 


*  i 


/. COSZ 


Va*  +  6»  +  lab  —  Pcofti* 


substituirt, 


tgx(a/A  -  A/sin;)  b.koaz 
 a+b~ — "  _  t  tr 


tg  AMC  . 


alx  —  öl sin  z      tgz .  6/ cos  z 
a  +  b      +  ~a~+6~ 

—     <g/f— A/nin»)  —  6/cosr 


J.  I-. 


1    *  "» 


.  ! 


•  ■  . 
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.  sinz .  all ~ btemz* — blcoaz* 

*AMa=  

_  s\ni.alx-bl         nx  'all"bl 


a/lCosx        fl/i  V j/r«_  fl-&* 

— « 

sin.AMU  =  ^äTTft^  ' 
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Memoire  sur  la  theorie  des  form  es 

quadratiqueg. 

Pur 

Monsieur  F.  Arndt, 

Doctcur  en  Philosoph io  ä  Stralsund. 


Lc  probleme  dont  nous  allons  nous  occuper  dans  ce  memoire 
est  celui  qu'on  trouve  dans  l'article  236.  de«  „Disquisitiones 
Arithmeticae",  savoir:  „Etant  donne  deux  forme«  quadratiques, 
dont  les  determinantes  sont  en  ratgon  de  nombres  carres,  on  sc 
propose  de  trouver  une  troisieme  forme  composee  par  celles-ci." 

La  Solution  de  ce  probleme,  le  plus  important  dans  la  theorie 
de  la  composition  des  formes,  donnee  par  M.  Gauss,  est  aussi 
ingenieuse  que  difGcile,  parceque  l'auteur  a  supprimö  tout-a-fait 
l'analyse,  par  laquelle  il  y  est  narvenu  et  qui  exige  des  conside- 
rations  tres  delicates.  Les  recfiercbes  que  je  fis  dans  cette  vue 
roe  firent  trouver  une  Solution  fondrfe  sur  des  conside>ations  tres 
simples,  qui  sera  peut-etre  agreable  ä  ceux  qui  aiment  la  theorie 
des  nombres. 

Je  commence  par  resoudre  le  probleme  suivant,  sur  le  quel 
nous  aurons  ä  nous  appuyer  dans  la  suite. 

„Les  six  nombres  P,  Qt  R»  S,  T,  ü  ötant  doones, 
on  se  propose  de  trouver  huit  autres  nombres  p,  p\ 
p"ttF\  qf  q',  q",  <p  tels  qu'ils  satisfont  aux  e'quations  su i- 
vantes  WW=f^  pq»-op"=Q  pq«-qpr=R,  p'q"rq'p'=S. 
p'q  —q'p >"'=7\  p"q"' —q"pm=Ut  que  nous  designerons 

par  ft." 

II  y  a  plusieurs  cas  ä  distinguer. 
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1°.   Lorsque  les  trois  nombres  P,  Q,  R  ne  aevanouissent 

simultanement,  U  suit  des  trois  premieres  equations  que  les 
nombres  »,  q  ne  peuvent  etre  nuls  tous  dein,  et  qu'il  en  existe 
par  consequent  00  plos  grand  divisevt  common  X  qui  mesure  les 
nombres  P,  Q,  R  simultanement.  Maintenant  st  nons  desiguons 
par  <p,  y  des  valeurs  tellemeut  choisies  quelle»  satisfont  a  I  Aqua- 
rien p<p — qy=l,  toutes  les  valeurs  des  nombres  //,  tf~,  p*,  q*; 

;/",  satisfaisante8  aux  trois  premieres  equations  dt ,  seront 
comprises  dans  les  formules  suivantes: 


f,  f\  f  representant  des  nombres  entiers  quelconques.  Ces  va. 

«     lenrs  etant  Substitutes  dans  ha»  trois  deroieres  equations  <Q.,  cel- 
les-ci  seront  rempfaeees  par  les  suivantes : 

'—/•?+>?• 

desquelles  II  est  evident  que  les  nombres  S,  T,  17  sont  divi- 

P    Q  R 

sibles  par  le  plus  grand  didseur  commun  de  ji  y- .   y >  que 

nous  designerons  j>ar  p.  Ce  nombre  p  sera  donc  factenr  des  six 
nombres  Pt  Q,  R,  S,  T,  V ,  par  consequent  de  leur  plus  grand 
diviseux  cpmmua  k.  I)e  plus  si  nons  desiirnons  le  plus  grand 
diviseur  commun  des  trois  nombres  P,  Q,  K  par  e,  nous  aurons 
e  —  kfi.  imaginez  vous  maintenant  qu'on  ait  deterniiue'  les  nom- 
bres p,  q,  t  de  sorte  que  pA*-f  qv  +  tR=e,  ce  qui  peut  se 
faire  d'une  infinite  de  manieres,  vous  aurez  a  l'aide  des  valeurs 
do  S,  T,  V.  que  ««.  venon.  dVUblir, 


fit  e^arrt  egal  s  P/+q/"'  +  */".  Substituez  enfin  ces  valeurs  de 
A  A  /*  <k«s  les  expressions  de  p1,  <f  \  p",  q" ;  f  >  q'\  vous 
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eq'  =P0i9  +  <D  h+qqS+tqT 

■  * 

eq' = Q  ( ?<p  +  <o  f )  +C9  C7-po  S 


*  .       ■  >  i  »■ 
ep*  =        +  *£) +tp  U-ppS. 

4  *  » 

= +  cd  £)  -pp  r-<|/,  «7; 


oü  il  Importe  de  remarquer,  qoe  les  nombres  fiqp-f  cojp,  ftip-|-w^ 
satisfont  a  1'equation  j>.r —  qy—e.    Remarquons  en  demier  lieu 

que  les  equations  ne  peuvent  etre  verifiees ,  ä  raoins  que  l'equa- 
tion  PU+RS—QT=0  ne  soit  remplie. 

Gest  par  cette  anafyse  qa'on  est  eonduit  a  la 

Solution.  Soit  e  le  plus  grand  diviseur  common 
des  nombres  P,  Q,  R,  k  celui  des  nombres  P,  Q,  R,  S, 
T,  U,  fi  diviseur  quelconque  de  k.  Cela  posti,  le  nom- 
bre  e  sera  di  visible  par  k,  en  consöquence  par  fi,  d*oü 

~  sera  un  entier,  que  nous  d4signons  par  X.  Mainte- 

nant  si  Ton  prend  des  nombres  p,  qt  dont  il  est  le  plus 
grand  diviseur  comroun,  qu'on  determine  cinq  nombres 
p,  q,  r,  <py  ift  de  sorte  qu'on  a  pP+q(?  +  rÄ=zc,  pq>—q^n=4, 
et  qu'on'  fasse 


eq*  ==  q>P + qqS  +ry  T 
e9"=tpQ+zqU-pgS 
eqV^qtR—pqT—qqU 


ep'  =tyP+qpS+tpT , 
ep"=:S>Q+tpU-ppSt 
epf=^R—pp  T—qp  ü,, 


les  nombres  p,  p't  p"t  pP-,  qt  q\  q",  q"  seront  entiers  et 

verifieront  les  öquations  ft,  pourvu  que  lequation 
PU+RS-QT=0  ait  lieu. 

Demonstration.  I.  Les  nombres  pt  q  sont  entiers  par  l'hy- 

Sothese;  les  nombres  p'f  p",  pF\  q\  q",  o"  dötermin^s  ä  faide 
es  equations  ci-dessus,  le  seront  aussi,  parceque  les  nombres 
P,  Q,  R  sont  divisibles  par  e,  je*  nombres  p,  q  par  i,  enfin 
les  nombres  S,  T,  U  par  k,  des-lors  par  p. 

11.  En  substituant  les  valeurs  des  o',  q",  q";  p\  p"t  p'" 
danslesexpressionsp^—oy,  pq"—qp",  p<)"-qpm>  etc.,  en  ayant 
egard  aux  equations  pP+qQ+tR=e,  p<p-qH»=e,  PU+RS—QT 

=0,  on  verra,  que  les  equations  &  sont  venfies. 

2°.  Passons  au  cas  oü  les  nombres  P,  Q,  R  sont  nuls. 
Alors  des  equations  P=0,  Q=0,  Ä=0  on  deduira  aisement 
cellea-ci:  oS=0,  qT-0,  oU=0;  »5=0,  pT=0,  /?C7=0;  dooc 
en  supposant  que  les  nombres  5,  T  ne  s'evanouissent  simultane- 
ment,  i\  laut  avoir  «7=0,  p=0.   Maiotenant  si  l'on  determine  les 
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nombres  e>,  de  «orte  qu'Hs  satisfont  ä  l'e^uatiötr  />'a>— tf'V>  =*  A, 
1  4tant  le  plus  grand  diviseur  coramun  des  nombres  p't  q* pour 
satisfaire  auz  equations  p'q*—<l'P*  =  $  >  p,q»—qJp?"=T,  on  fera 


/*  d^sigoant  des  entiers  quelconques.  Ces  valeurs  etant  Sub- 
stitutes dans  la  derniere  equation  p"^ — q°pm=  £7,  celle-ci  sera 

rtmplacee  par  la  suivante  f —  f  y  =  V,  de  laquelle  il  est 

Evident  que  ü  est  divisible  par  le  plos  grand  diviseur  commun  de 

^»  -j->    que  nous  dtteignons  par  u.   Ce  norabre  p  sera  donc 


faeteur  des  trois  nombres  S»  7*,  17,  en  coneequeoce  de  lern* 
grand  diviseur  commun  k.  Nous  aurons  en  outre  e=Xu9  e  ätant 
Fe  plus  grand  diviseur  commun  des  deux  nombres  8,  T.  Iraagi- 
nez  vous  maintenant  qu'on  alt  d£terminö  les  nombres  s,  t  de  sorte 
que  8S  +  tT=e,  vous  aurez 


af=z  tt/+o>y, 

y 


ö  <<tant  egal  a  6f+tf.  De  lä 


ep"  =  Sifiy+n^+tp'V 


eq*=S(u<p+a£)+tq'U 

eqm=TQup+a>£)-dq'U         epm=  T{py+  mfy-sp'Ui 

oü  il  Importe  de  remarquer  que  les  nombres  fup  +  nj-»  uV+oi^ 

satisfont  ä  lequation  p'x—q'y—e. .  Ainsi  rtous  sommes  parvenus 
a  cette  .  t" 


Solution.  Suppose*  que  les  nombres  P,  Q,  Äsoient 
nuls,  mais  8,  T  ne  s'övanouissent  tous  deux,  soit  e 


le  plus  grand  diviseur  commun  de  S,  Tt  k  celui  de  S, 
T,  ü,  p  diviseur  quelconque  de  k.  Cela  etant*.  e  sera, 

divisible  par  k,  en  conce*quence  par  fi,  d'oü  -   sera  un 

entier  que  nous  dtsignons  par  iL  Prenex  deux  nombres 
p't  q't  dont  X  est  le  plus  grand  diviseur  commun,  faites 
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en  «orte  qne  8,  U  <P»  ♦  satisfassent  avx  öquatlonh 
85+tr=e,  p'ip—q'iftzz*,  et  posez 


V  =  0 
eqm=<pT-Bq'U 


V  =  0, 

ep'^S+ip'lZ. 
*z=yT-6p'U: 


les  nombres  9,  y',  9",  etc.  seront  entiers  et  veVifieront 
les  £quatioos 

La  dltnonstration  est  tout-a-fait  serablable  ä  la  prec&iente. 

3°.  Loreque  les  cinq  nombres  P,  Q,  K,  S,  T  sont  nuls, 
raais  U  n'est  naß  out,  od  aura  noa  seulement  e=0,  p=zQ,  comrae 
dans  le  num.  2°,  mais  aussi  (f=Q,  p'=0*).   Slippose  doncp=0, 

o=0,  //  =  0,  g'  =  0,  les  cinq  premleres  e'quations  d(.  ont  Ueu  et 
Ü  ne  reste  de  satisfaire  qu  a  la  derniere  p"f-tfp"=zV.  Cest 
ce  qni  s'effcctue  en  prenant  denx  nombres  pr f/' ,  dont  l  est  le 
plus  grand  dfriseur  comiuun,  et  faisant 

t 

iL  ätant  divisenr  quelconque  de  U;  q>,  des  racines  quelconques 
de  lequation  p"<p  —  q"y  =  l,  f  un  nombre  arbitraire. 

4°.  Enfin  le  cas  oü  les  six  nombres  P,  Q,  R,  S,  T,  ü 
s'evanouissent,  est  si  simple  quil  ne  faut  pas  s'y  arreter 
long-temps. 

Nous  allons  maintenant  appliquer  ces  resultats  au  probleme 
mentionnö  ci-dessus. 

Soient  f...(a,  6,  c),  /"'...  (a',  6',  c')  les  forme*  donn^es,  dont 
les  determinantes  sont  en  raison  de  nombres  carres  et  de  xneme 
eigne,  soit  en  outre  m  le  plus  grand  diviseur  common  de  a,  26, 
c;  m'  celui  de  a',  26',  c';  1)  cefut  de  dm'm',  d'mm  et  de  meme 

eigne  que  d,  d',   Cela  pose*,  les  racines  y  j)'    ^  D  *eron* 

des  nombres  rationels,  positifs  ou  negatifs,  que  nous  disignerons 
par  w,  «';  mn',  m'n  des  nombres  entiers,  premiers  entre  eux; 
enfin  an',  a'n,  6'n+ftn',  b'n— 6n',  tfn,  cm'  des  nombres  entiers, 

3ue  nous  nommons  Pt  Qt  R,  S,  T,  U.  Cest  ce  qu'on  trouve 
4mentre*  dans  farticle  236.  des  „Disa.  Arithm."  Je  dis  de  plus 
que  les  nombres  P,  Q,  R,  S,  T,  U  seront  premiers  entre  eux. 
En  effet,  en  reisant  aa+2ßM  €*  =  m ,  av+filMHCV^m' 
(Disq.  Aritlim.  art.  40.),   ü  vient  2tP+ +  <£ V  =*nm% 


#)   De«  «quationt  W  —  g*p»z=»t  p'Qm~(j'pm  =0  ea  tire  tf'tf=0, 
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Z'Q+&(R+S)  +  <L'T=:m'B>  Ami  t'p«  ymt  que  les  nombres  P,  Q, 
R,  S,  T,  U  n'ojit  d'autre  facteur  comraun,  qae  tel  qui  mesure 
simul  tanemeot  les  nombres  nm'f  m'n,  supposls  premiers  entre  eux. 

Maintenant  en  s'iraaginant  que  la  forme  cberchee  F...{A,  ß,  C) 
est  traus  forma  ble  dans  le  produit  ff'  au  moyen  de  la  Substitution 
P*  P'»  P*>  9*  7*>  7  »  T7*»   «apres  les  principe»  ^tablis  par 

M.  Gauss  ll  ne  s'agit  que  de  dtfterminer  ces  huit  nombres  de 
teile  sorte  qu'its  satisiont  aux  equutton«  pq'—qp'—P,  pq" — qp" 
=  a,  pqm~-W***R,  p'qu^q'pu^St  fSf-q'i/'^  T,  «  V~a  >" 
=  Up  et  au  ds  rendeut  entieres  les  vafeurs  de  A,.  ß,  C9  deter- 
minees  a  l'aide  des  equations  Ann'  =  q'q"  —  qqm,  t2ßnn'=p,q'r 
+  q<p»-p<q*-q<pr,  Cnn'=pY^pp'". 

Or  d'apres  ce  que  nous  avons  trouve  plns  baut,  pour  satis- 

faire  a  la  premiere  conditioo,  on  a 

1°.  Lorsque  les  nombres  P,  0,  R  ne  sont  pas  nuls  simul- 
tanement: 


Xq*  =  <pP+'qqS  +  tqT 
Xq"=z(pQ  +  tq  £/-  pqS 
Xgm=q>R  —  pq T-qq  ü 


Xp'~1>P  +  tyS  +  tpT, 
Xp"=yQ  +  tpü-ppS, 
\pm=zqR—ppS-c\p  ü; 


oü  X  est  le  plus  grand  diviseur  com  muri  des  nombres  P,  Q,  R; 
p  et  q  deux  nombres  quelconques  dont  X  est  le  plus  grand  divi- 
seur commun,  pP-f qQ+tRz=:X,  pq>-~qtf>=zL  Je  fais  remarquer 
que  l'equation  PV-{-RS — QT=0  a  lieu,  car  on  a  on'.cn' 
+  (b'n  +  bnWb'n  -6n')  —  a'n  .  c'n  =  (6'6'  — oV)rot  —  (66  —  ac)n'n' 
=zd'nn  — dn'n'  =  Q. 

Je  dis  maintenant  que  les  nombres  p%  p\  p" %  pm ;  q,  q*t  q", 
qm,  aiosi  d^terroines,  rendent  entieres  les  valeurs 

q'q"— qqa      pqT  +  qp"  -  -p,q"—q'ptt  p'p'—pp" 
nn'      '  *2nn'  '  nn' 

Pour  faire  voir  cela  je  d^veloppe  les  quaittiles  X\(q'q" — qtf") 


Xp.    Alors  on  aura 

■  1       '  XX(q'q"-<l<r)  :    '  1 

=ztp<pPQ  —  p<pqP(R+S)—q<pqQ(Rr~S)—t<pq(RR  -PU^QT) 
+  ppqqPT+qqqqQU+ttgqTU 

+  pvqgT(R-S)+qtqqü(R+S)+pqgq(PV+RT~SS), 
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+  t(pq>+qy)  {RR—PÜ—QT) 
—ZpppgPT—lMpqQU—lttpqTU 
—2pvpq  T(R—S)  -2qtpq  U(R+S)-Zpwq(PÜ+QT-SS). 

*  ■  "  ■  .      .  ,  • 

La  valeur  de  lUp'p"—*pf/")  est  entierement  semblable  a  cell«, 
de  U(pV— q<f)>  de  laquelle  eile  sort  en  mettaot  1>,  p  a  la 
place  ue  q>,  q.  ♦  -  - 

En  substituant  pour  P,  Q,  Ä,  S,  T,  17  leurs  valeurs,  on 
verra  que  tous  les  termes  de  la  preniiere  expression  contiennent 
le  facteur       et  ceox  de  la  secoude  le  facteur  2»!»',  aüendu  que 

RR  -  PU—QT^zZbb'nn'+dn'n'  +  dfnn, 
PU+QT-SS  =266W  -  dn'n'—d'nn, 

dn'n'  d'nn 

i         »  .  .  •  .  ,  ' 

\  •  •  • 
ou  la  quanttte1  ydd'  est  un  nombre  entier,  que  nous  designons 

par  A.    De  lä  il  vient 

=  qxpaa'  —  2ab'pq>q — Iba'qipq —  2(66' + 4)t<pq 
+  ac'pp<79  +  ca'qqqq  +  cc/CC7^+  26c'pt0fl 
■  +*cb%tqq  +  1{bbr—  J)  p<\qq, 

(2]   £r,(p<r+<n>'-rY-9-p")  , 


=  —  <pyaa'  -f  a&'pö^+tfi/')  +  ba'qipy+qy)  +  (66'+  J)c(^+^) 
—  ac'pppq — ca'qqp?  —  C&tcpq — Ibc'ptpq 
— 2c6'qt/>f  — 2(66'— ^pi/>?, 


"  1  *  .  . 

[3]  -  ~7(p'p"~pp")  .  * 

= ^nf/aa' — 'lab'ptyp  -  2ba'qyp—2(bb'  +  ^)  rtf/p 
+  ac'pppp  +  ca'qjpp  +  cdttpp  -f  Ibc'pvpp 
+  2c6'qc/>p  +  2(66'-<*)pqW>. 

Nous  demontrerons  actuelleraent  que  au'  est  divisible  par  21, 
06',  6a',  66'  +  ^  par  X. 

En  effet  il  reeulte  des  congruencee 
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im'sO  (mod.  A),  b^isO  (mod.A),  6'n  +  A»'=0  (mod.A) 


a6V=0,  n6'n=0,  d*oü  a6'.mn'=0,  aÄ'.Tn'n=0  (mod.  A);  or,  le 
plus  grand  diviseur  commun  de«  produits  ab'.mn',  ab'.m'n,  c'est  ä 
dire  ab',  sera  divisible  par  iL  de  meme  que  cbacun  de  ces  produits. 

Dune  maniere  semblable  od  demontre  que  ba'  est  divisible 
par  A. 

En  troisieme  lieu  on  a 

par  suite  (66' +  J).mn'^) ,  (bb'  +J).m'n=0  (mod.  A),  d'oü  corome 
precedemnient  66  -f  d=0  (mod.  A). 

On  ,a  eofin  aa'vrjipt'^O»  aa'.m'nsQ  (mod.  A),  d'oÄ  aa'=0. 
(mod.  A).   Maintenant  d  apres  ce  qu'on  vient  de  demontrer,  il  suit 

<ro'.an'=0 


«a'.e'üS-iÜ 


•  •  • 


.  ■ 


a*IA#n+lmO~ab,M.'u+ba'.an,=0    ......  f 


aa'.cn'  =  ba'  (b*n  +  6«')         {bV + A)  30 


'i: 


donc  le  plus  grand  diviseur  commun  des  produits  ä  gauche,  c'est 
a  dire  oa',  sera  divisible  par  AA  de  meine  que  cbacun  de  ces 


En  reunissant  ces  resultats  on  voit  que  le  prcmier  membre 
dans  cbacune  des  equations  [1],  [2],  [3]  est  divisible  par  AA,  cc 
qu'il  6*agissait  de  d^monter. 

2°.  Si  les  nombres  P,  Q,  R  s'evanouissent ,  oü  an'=0, 
er'n=0,  6'«-f  6n'=0,  il  vient  a=0,  «'=0,  les  quantites  n,  n' 
nVtant  pas  nulles*).  De  plus  le  nombre  5  ne  sevanouira  pas, 
d'ailleurs  on  aurait  6=0,  o'  =  0,  par  cons^quent  d=bb — oc— 0, 
rf'=6'6' — oV=0,  contre  Fhypothese.  Donc,  en  deVignant  par  A 
le  plus  grand  diviseur  commun  de  S,  T;  par  p't  g'  deux  nombres 
quelconques,  dont  A  est  le  plus  grand  diviseur  commun,  faisant 
ensuite  85  +  tr=A,  p'o>— fy=l,  il  faut  avoir 


9=0 


p  =  0 
kp"=yS+tp'U 

ipr^yT—tp'ü. 


•)  Si  on  arnit  h  =  o,  «'=0,  il  reinlterait  en  conseqnence  de« 
tiwn«  d=Dnn,  d'=Dn'n\  d=0,  </'=0;  or,  ce  cas  est  cxclu. 
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Ltta  nonihre»  p,  pf ,  p"  etc.  4taot  «ins.  dlterroines,  on  d6 

montre  par  une  möthode  entierement  semblable  ä  celle  que 
avoos  employee  dans  le  premier  cas,  que  les  nombres 

tm'  2nn'  nn' 

sont  entiers.   En  effet  il  vient 

U  (P'P"~PPm) 


= — 466'8t/>'-26c'c*p' + Wcttp'p* +cc*t^y» 

d'oü  Ton  voit  qu'Ü  ne  reste  qo'a  demontrer  qne  les  nombres  266', 
6c'  renferraent  le  facteur  il.  II  suit  des  congruetice»  bn'-^n  ~ 0, 
(^heO  (mod.  il),  6c'.mn'=0,  6c'.m'n=0  (mod.  A),  d'oy  6c'=0 
(mod.  1).  En  outre  26n'^),  26'n=0,  par  conseuuent  266'. 
266'.ro'n=0,  donc  'J66'=:0  (mod.  A). 

'••■■».   .  ..  'i  n.  ? 


i 


t                          ,      •(  .1   «     •>  11*  *»!/  .  .»  !'    •       •     ,  ► 

I     .  .        '    *•          »♦         •'••Ii*?..!  *  t 

•    .  I                    i                           *-  \.\\      .'.          *  )    '                          \«'  * 

C 
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Geometrische  tfälierungsmethode  zur 
Rektifikation  und  Quadratur  des 

Kreises» 


Von 

Herrn  H.  Sehe  ff ler, 

Bauconducteur  bei  den  Herzoglich  Braunschweigischen  Eisenbahnen. 


Eine  bequeme  geometrische  Konstruktion,  welche  näherungs- 
weise die  Lange  des  Kreisumfanges  und  den  Flächeninhalt  des 
Kreises  liefert,  ist  zuweilen  eben  so  erwünscht,  als  eine  auf  die 
Berechnung  dieser  («rossen,  namentlich  der  Zahl  n,  abzielende 
Formel.  In  wissenschaftlicher  Beziehung  ist  aber  eine  .solche 
Konstruktion  von  noch  grösserem  Interesse,  besonders  wenn  die- 
selbe jeden  Grad  von  Auuäherung  gestattet.  Ich  glaube,  dass 
die  nachstehende  Methode  zu  den  einfachsten  gebort,  welche 
nur  gefunden  werden  können. 


ii  . 


1.)   Rektifikation  des  Kreises. 


Wenn  AB  (Taf.  VII.  Fig.  4.)  der  mit  dem  Halbmesser  OA 
beschriebene  Kreis  ist;  so  werde  AM  perpundikular  auf  dem 
Durchmesser  AB  errichtet.  Man  balbire  durch  AC  den  Winkel 
MAB,  durch  AD  den  Winkel  MAC,  durch  AE  den  Winkel 
MAD,  durch  AV  den  Wiukel  MAE  u.  s.  f.,  ziehe  darauf  in  B 
auf  AB  das  Perpendikel  BC  bis  zum  Durchschnitte  C  mit  AC, 
dann  in  C  auf  AC  das  Perpendikel  CD  bis  zum  Durchschnitte 
D  mit  AD,  dann  in  D  auf  AD  das  Perpendikel  DE  bis  zum 

Durchschnitte  E  mit  4£  m.  ».  f. 

•  •  • 
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Jetzt  sind  AB,  AC,  AD,  AE,  AF       Linien,  welche  der 

Länge  des  Halbkreises,  also  dem  Werthe  von  n,  wenn  der 
Halbmesser  OA  gleich  der  Längeneinheit  ist,  bis  zu  jedem  be- 
liebigen Grade  von  Approximation  näher  kommen.  Die  Annähe- 
rung geht  übrigens  mit  raschen  Schritten  vor  sich,  und  es  sind 
nur  wenig  Winkelhalbirungen  erforderlich,  um  mit  ziemlicher 
Genauigkeit  den  Punkt  M  in  der  Linie  AM  zu  erkennen,  wel- 
cher streng  genommen  erst  nach  unendlich  vielmal  wiederholter 
Operation  erreicht  werden  wurde,  um  in  der  Linie  AM  die  wahre 
Lauge  des  Halbkreises  darzustellen. 

Der  Beweis  zu  diesem  Verfahren  kann  ganz  elementar  ge- 
führt werden.  Man  braucht  nur  die  Linien  CB,  DC,  ED,  FE... 
bis  zu  ihren  Durchschnitten  B,  Bx,  Br,  B3...  mit  der  Linie  AB 
zu  verlängern,  und  um  diese  Durchschnittspunkte  sich  Kreise 
resp.  mit  den  Halbmessern  BA,  BXA,  B2A,  BZA....  beschrieben 
zu  denken.    Der  Kreis 

vom  Halbmesser  OA  =  l.ÖA  enthält  alsdann  die  beiden  Punkte 
A  und  B, 

vom  Halbmesser  BA  =  '2.ÜA 
A  und  C, 

vom  Halbmesser  BXA—A.UÄ  „ 
A  und  D, 

vom  Halbmesser  B%A^=S.OA      „         „  *  >» 

A  und  E, 

vom  Halbmesser  /?8^=16.CM      „         „        „      „  ,, 
A  und  F 

u.  s.  w. , 

so  dass  AB,  AC,  AD,  AE,  AF....  Sehnen   sind,   denen  in 

7V 

diesen  Kreisen  die  Zentrumswinkel  n,    ö*»  T»  "Rj '*  "  eo^Pre" 

chen,  deren  zugehörige  Peripheriestu'cke  genau  gleich  der  Länge 
des  Halbkreises  AB  sind.  Es  sind  also  bei  der  obigen  Methode 
nur  die  betreffenden  Sehnen  für  die  zugehörigen  Bö gen  gesetzt, 
was  der  Wahrheit  um  so  näher  kommen  muss,  je  grösser  der 
Halbmesser  des  betreffenden  Kreises,  ie  flacher  also  aer  zu  einer 
solchen  Sehne  gehörige  Bogen  geworden  ist. 

Durch  diese  Konstruktion,  welche  ich  bereits  in  einer  Schrift 
über  die  imaginären  Zahlen  mitgetheilt  habe ,  hier  aber  noch  etwas 
weiter  auszudehnen  beabsichtige,  findet  sich  auch  auf  ganz  ein- 
fachem elementaren  Wege  die  bekannte  Formel 

«=  ■  , 

n       n       n  n 

cos  2«  cos  25  cos    ....  coe^r 

welche  bequem  dazu  dienen  kann,  den  Grad  der  Annäherung  der 
obigen  Werthe  von  AB,  AC,  AD...  zu  ermitteln.  Man  bat  hier 
nämlich,  wenn  man  den  Halbmesser  OA^l  setzt. 
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AB =2, 

AC=        =  2  ■  V3  = 3 , 82*13 . 

COS-j 


:3,00147, 


— — ^  —  =3,12145, 


TP  7E 

7t 

JE 

T  COS  TT 

4  «  |ö 

COSjg 

cos  m 

2 

7C  TS 

7T 

n 

n 

AG=      n      n       n       «       n  =3'14033' 
cos  j  cosg  cos  jg  cos  32  cos^ 

 ?  =  3 , 14128 . 

7t         Jt  7t  ff  7t  *  ' 

cos? cos g- cos  ^  cos  ^  cos  gjco.^ 

Da  «=3,14159 ...ist;  so  folgt,  dass  schon  bei  vier Winkelhalbi- 

rangen  der  Näherangswerth  AF  nur  um  g^Q  zu  klein  ist. 

> 

Man  kann  sich  Übrigens  auch  durch  einfache  Zeichnung  ein 
Urtheil  fiber  den  Grad  der  Genauigkeit  eines  jeden  solchen  Nä- 
herungswertes AF  verschaffen.  AF ,  wie  jeder  aodere  der  vor- 
stehenden Näherungswerthe,  ist  nämlich  zu  klein.  Verlängert 
man  aber  die  Linie  EF  bis  zum  Durchschnitte  JV  mit  AM,  so  ist 
AN  zu  gross;  denn  man  hat 

AJ*=AF  2 


n  n      jicos  n       n  x 

co.32    co«  j  cosff  ,-6c0832e0,32 


Ä  Ter 

cos  ^     C0B  54  cos  j2§  •••  cos2» 


ist;  so  ergibt  sich  nach  dem  vorstehenden  Ausdrucke  für  7t 
AN>*. 

Der  Werth  von  7t  liegt  also  zwischen  AM  und  AN,  kann  also 
bald  zwischen  ungemein  enge  Gränzcn  eingeschlossen  werden. 
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Die  vorstehende  Metbode  hat  vor  vielen  anderen  noch  den  ' 
Vorzug,  dass  sie  sich  mit  derselben  Leichtigkeit  auf  die  Rektifi- 
kation jedes  ^beliebigen  Kreisbogens,    derselbe  mag  kleiner 
oder  grösser  sein,  als  der  Halbkreis,  in  Anwendung  bringen  lässt. 

Wärein  Taf. VII.  Fig.  5.  der  Bogen/!/?  zu  rektifiziren;  sozieht.man 
den  Halbmesser  OA,  ferner  die  Sehne  AB  und  legt  ^Af.per- 
pendikular  auf  ÖA.  Darauf  halbirt  man  durch  AC  den  Winkel 
MAB,  dann  durch  AD  den  Winkel  MAB,  dam*  durch  AE  den 
Winkel  MAC,  dann  durch  AE  den  Winkel  MAD,  dann  durch 
AF  den  Winkel  MAE  u.  s.  f.  (Wäre  ein  Bogen  wie  ABB', 
welcher  grösser  ist  als  der  Halbkreis,  zu  rektifiziren;  so  würde 
man  ebenso  durch  AC  erst  den  Winkel  MAB1  m  halbiren  haben 
u.  s.  f.)  Errichtet  man  nun  in  B  auf  AB  das  Perpendikel  BC, 
dann  in  C  auf  AC  das  Perpendikel  CD,  dann  in  D  auf  AD  das 
Perpendikel  DE,  dann  in  E  auf  AE  das  Perpendikel  EF  u.  s.  f.; 
so  sind  die  geraden  Linien  .4  ß,  AC,AD,  AE,  Ära.  s.  f.  die  gesuchten 
Naherungswerthe  für  den  Bogen  AB.  Die  vollständige  Rektifi- 
kation würde  nach  unendlich  vielmal  wiederholter  Operation  eine 
in  AM  fallende  Linie  ergeben ,  deren  Endpunkt  M  sich  mit  alle 
derjenigen  Genauigkeit  bestimmen  lässt,  die  überhaupt  bei  der 
Konstruktion  von  Kurven  mittelst  einzelner  Punkte  erreichbar  ist, 
besonders,,  wenn  man  unterhalb  der  Linie  AM  eine  der  obigen  sym- 
metrische- Figur  "entwirft ,  wodurch  der  Punkt  M  zwischen  fcvrei 
immer  näher  zusammenrückende  Punkte  F  zu  liegen  kommt 

Der  Beweis  ist  dem  früheren  durchaus  ähnlich. 

Wen«  der  Halbmesser  OA  gleich  der  Läageeelnbeit  genom- 
men und  der  Bogen  A ß=a  gesetzt  wird;  so  ist  die 

Sehne  2 sin  5- » 

11'^    ."Hl      !  >'       .  f.  .     I*  »:      i  VUl  /.  :    :U\  I  .,.' 

1  /     :!    :,  ■'  #.    *  ,.        1  .i\t;  |;.,,' 

-  •                           :       *ein  ,| 
!'  „     AC~^   ' 


et 

• v'  ro84 

2  sin  % 

AD  =- 


'!  1 

'<-■<•«  •   . <  » 


a       tt  ' .  t . 

cos  j cos  ^ 


; «  j 

2sm2 

„     AE  ~ 


.  1 1  >  • 


er  et 


jcosgreos^ 

U.  8.  f. 

und  es  findet  sich  för  den  Bogen  AB=a  die  Formel 


tt=  — 


2sin^ 


cos  k^  cos.j,  cos  ^  .. ..  cos  ^ 


1 
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Auch  hier  sind  die  INäherungswertbe,  wie  z.  B.  A  F,  eämmt- 
lieh  zu  klein.  Verlängert  man  aber  EF  bis  zum  Durchschnitte 
A  mit  AM-,  so  ist  JA  zu  gross,  und  man  erkennt,  zwischen 
welche  enge  Grenzen  man  bald  den  wahren  Werth  des  fraglichen 
Kreisbogens  einschliessen  kann. 

2.   Quadratur  des  Kreises. 

Da  in  Taf  VII  Fig.  4.  AM  gleich  der  Lange  des  Halbkreises 
und  in  Taf.  VII.  Fig.  5.  AB  gleich  der  Länge  des  Bogens  AB  tat; 
so  in us.s,  wenn  man  die  Linie  OJU  zieht,  das  Dreieck  AOM  in 
Taf.  VII.  Fig. 4.  gleich  der  Fläche  des  Halbkreises  und  in  Taf. 
VII.  Fig.  5.  gleich  der  Fläche  des  Kreisausschnittes  AOB 
sein. 

Ueber  trögt  man  nun  irgend  Ei*e  der  Häherungslinien  AB, 

AC,  AD...  auf  AM,  sodass  z.  B.  AM=A'D  gemacht  wird;  so 
stellt  das  Dreieck  AOM  einen  Nähemngs*ert*i  ?e«|>.  für  dm  Hafb- 
kreis  in  Tai.  VII.  I  4.  oder  für  den  Kreisau.sokuitt  in  Tftf.  Vit 
Fig.  9.  mit  demselben  Grade  von  Genauigkeit  dar,  welchen  die 
Länge  AD  als  Näherungswert  Ii  für  den  Bogel  AI',  besitzt. 

Auch  die  Dreiecke  AOC>  AOÜ,  AOB,  AOF ...  würden  Nä- 
herungswerthe  für  die  genannte  Fläche  sein.  Dieselben  entfer- 
nen sich  jedoch  etwas  weiter  von  der  Wahrheit,  als  die  eben 
beschriebenen. 

Legt  man  in  Taf.  VII.  Fig.  5.  durch  B  die  Linie  Bm  parallel 
zu  OA  und  zieht  mO;  so  findet  man,  da  nun  das  Dreieck  AOm 
=  dem  Dreiecke  AOB  ist,  in  dem  Dreiecke  mOM  unmittelbar 
einen  Näherungswerth  für  den  Kreisabschnitt  AB. 

Sind  c,  d,  e,  f ...  die  Durchschnitte  der  Linie  Bm  resp.  mit 
den  Linien  AC,  AD,  AE,  AF...;  so  können  auch  die  Dreiecke 
cOd  dOD,  eOE,  fOF...  als  Näherungswerthe  für  den  fragli- 
chen Kreisabschnitt  angesehen  werden,  welche  jetloch  nicht  ganz 
so  genau  sind,  als  der  Werth  des  Dreiecks  mOM,  worin  AM 
resp.  =  AC,  AD,  AE,  AF....  gedacht  wird. 

Durch  den  Punkt  m  wird  die  Länge  AM  des  Kreisbogens 
AB  in  awei  Stücke  von  folgender  Beschaffenheit  zerlegt: 

■  ■  i 

dem  Stücke  Am,  als  Kreisbogen,  entspricht  ein  Kreisausschnitt, 
welcher  dem  Dreiecke  AOB  gleich  ist; 

dein  Stücke  mM,  als  Kreisbogen,  entspricht  ein  Kreisausschnitt, 
welcher  dem  Kreisabschnitte  AB  gleich  ist  - 


 '•  ,»      •  •>   i  ' 

m am-^—m-m  - 
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lieber  die  BewegU nf  eines  galvani- 
schen Drahtes  unler  dem  Einfluss  des 
Erdmagnetismus.  —  Reduktion  eini- 
ger Integrale  auf  elliptische 
Funktionen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorstand  der  höhern  Bürgerschule  zu  Euenheim. 

•  *  •  •  •  m 

lj.   I 

R  I 

r  11  .  ..  i  r  ' 

Vom  Punkte  P  (Taf.  V.  Fig.  5.)  herunter  hängt  ein  Draht 
PQ,  der  von  einem  galvanischen  Strom  durchlaufen  wird.  Dieser 
Draht  ist  um  P  beweglich,  kann  aber  um  O,  da«  senkrecht  unter 
P  liegt,  bloss  einen  Kreis  vom  Halbmesser  r  beschreiben.  Im 
Punkte  S  (unter  dem  Kreis)  wirkt  auf  ihn  ein  magnetischer  Süd- 
pol (Nordpol  der  Erde) ;  welches  ist  seine  Bewegung  in  dem  Ke- 
gel, dessen  Axe  OP=h  ist? 

(Wie  die  Bewegung  möglich  sein  kann,  kann  man  aus  der 
daneben  stehenden  Figur  ersehen,  wo  das  Ende  des  Drahtes, 
das  durch  Kork  gesteckt  ist,  auf  Quecksilber  schwimmt). 

Man  wähle  die  Axen  Ox ,  Oy  in  der  Ebene  des  Kreises,  so 
dass  5  in  der  Ebene  xz  liegt;  nie  positive  Seite  der  s  sei  nach 
oben  gerichtet.  Sei  die  Länge  OS=k,  und  ö  der  Winkel,  den 
OS  mit  der  Axe  der  z  macht;  alsdann  sind  die  Koordinaten  von 
S:*sind,  0,  Acosä.  Am  Ende  der  Zeit  t  befinde  sich  der  Draht 
in  PQ  und  sei  der  Winkel  xOQ  =  a,  so  sind  die  Koordinaten 
von  Q:  rcosor,  rsina,  0.  Sei  D  ein  Punkt  in  PQ,  QI)=s,  PQ 
sst,  Bs  das  Element  von  /,  dessen  Mitte  I)  ist;  endlich  y  der 

Winkel  PQO,  so  dass  tgy  =  *  ist. 


Digitized  by  Google 


425 

lege  nun  zuerst  eine  EUene  durch  S,  P,  Q,  so  ist  die 
Gleichung  derselben: 

~*rk  sind  sino  (Z  -f  A) 

+  [rcos«(Ä+Äcosd)-Msind]  F-rsina(Ä+*coso) X=0.  (1) 

*  i 

Die  Kraft,  welche  S  auf  das  Element  Bt  ausübt,  wirkt 
nur  in  D  nach  der  Senkrechten  auf  dieser  Ebene. 

Die  Gleichungen  der  Linie  PQ  sind  : 


.  reiner 
Y — rsin«=;:  -jp  ^  . 


(2) 


Fällt  man  von  5  auf  diese  Länge  eine  Senkrechte,  so  ist 
deren  Länge:  », 

Heisst  also  w  der  Winkel  der  Linien  Z>Q  und  SD,  so  ist 
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Die  Gleichung  einer  Ebene  durch  O ,  f*t  Q  ist : 

— cosa.  F+ sin«.  ^=6.  (5)  ' 

Ist  £  der  Winkel  dieser  Ebene  nnd  (1),  so  ist: 

cos«  v.  (6) 

hlcsindcoBot  — •  r{  h  +  kcosd) 

Man  zerlege  nun  die  in  D  wirkende  Kraft  in  zwei  andere  „  wo- 
von die  eine  senkrecht  auf  der  Ebene  (5)  steht,  die  andere  in 
dieser  Ebene  liegt;  alsdann  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die 
letztere  Kraft  keinerlei  Einfluss  auf  die  Umdrehung  des  Drahtes 
um  PQ  ausübt.  Die  erste  Kraft  ergiebt  sich  aus  der  Multiplika- 
tion von  (6)  und  (4);  d.  h.  sie  ist: 
-•<•!•' 

lc\ds    hks'm&coBa  —  r(h  ^  kcosö) 


t(«3iny-fÄcos6)a-|-(rcos« — «.cosycoso — Asin<5)2-|? 
+  (r.sina  —  f.cosysina)8  J 

-j  '.-    * '         •  ■•  j »       %  • 

Da  die  Entfernung  des  Punktes  D  von  OP  gleich  r— i.cosy  ist, 
so  ist  das  Moment  der  Drehung: 

i!  •'■'/>■  ■■  •  ■'      '■    '»  .       •  ■  "...  \ 


<l  .i...'.'  ... 


A^gds  :  :i  *\[hks\n5coaa~ r(A-r-Acoso')}  (r— t,cosy). '  ;  v  ,  : 

L(*.siny  +  kcosdj'2-  +  (rcosa  —  j.cosycosa  —  Ä-sind)1"!! 
+  (rsina — f.cosysina)3  I 


u    ■ :        •  - 

i . » 


Ist  5  ein  magnetischer  Erdpol ,  so  ist  k  unendlich  &****,  urnj  die- 
ses Moment  wird: 

±  ^(Äsin(Jcosa--rcosd)(r-<.cosy)  ; 
dehnt  man  es  auf  die  ganze  Drahtlänge  aus.  so  erhält  man: 


gl1 

+       cosy(sinysindcosa — cosycos<5)  . 

Fü>  y=0  ist  diese  Grösse  negativ,  wenn  man  das  obere'Äeichen 
wählt;  da  aber  die  Kraft  rechtlfjufig  (in  der  fÜeblüng  der  Zeiget 
einer  Uhr)  zu  drehen  strebt,  so  ist  das  Moment:  r 


^eei^(eo^edsd^slnysii^cosV) . 


Bezeichnet  jt*  eine  Konstante,  die  sieh  auf  den  Widerstand,  den 
das  Quecksilber  der  Bewegung  leistet,  bezieht,  und  setzt  man 
diesen  Widerstand  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit  proportio- 
nal, so  ist  die  Gleichung  der  Bewegung: 
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wenn  p  das  Trägheitsmoment  des  Drahtes  in  Bezug  auf  QP  ist 
Mao  setze  hier  (jff)  =  y,  so  ergiebt  sich: 


I  la  +  r**  •  3f  —  V  cosKcosycosJ-sinysioicoso) . 
Das  Integral  dieser  Gleichuog  ist: 

... 

,              -       A      &    .            .    cosa-f^sin«  e 
+  ^3Cos«ycosd--^sinycosy8ind  ^  =\Bt)  ' 

Sc 

Ist    g~=0  för  o=0,  so  ist  deicht  zu  bestimmen.   Da  aber, 

2ura  . 

namentlich  wenn  — — ziemlich  gross  ist.  e  P     bald  unmerklich 

P  . 

sein  wird,  so  kann  man  nach  kurzer  Zeit  setzen: 


/3a  \»      9P      .       /    0/»  cos«  4^  sin« 

CöTj  =^^^-^5-  s,nycosys.oo\(9) 

Ist  X  das  Gewicht  des  Drahtes,  so  ist  ungefähr 
p=Jl  I     (r  —  «.cosy)*fo  ="3~» 


also  2^ä=6iii"  K"ann  man  nun  *  ^  Verhältnis*  zu  6p  vernach- 
lässigen, so  ergiebt  sich,  fiir  einige  . Zeit  nach  Anfang  der  Be- 
wegung: 

(10*!;  <C08*-^in'CM«>'  <10> 


durch  welche  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit  für 
bestimmt  wird.    Hieraus  folgt: 
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f    2a  .  VT^tgy.tgd.cosa 

  (U)  / 

-'•«'  !  a  r o  cos  6  /*"  3a 


V'ocosd  /** 
2u    •'-,/•  Vl-tfiV 


2u    ""•t/o  Vl-tgytgdcos« 

wenn  man  die  Zeit  (nachdem  die  Bewegung  schon  gedauert),  von 
=0  an  zu  zählen  anfangt.   Da  immer  f  ^ J  >  0,  so  folgt  aus 


■ 


(10), 

■  .i  -  t,    -%  \* , 

I.  wenn  tgytgd  ^1,  a  von  0  bis  2«  gehen  kann; 

II.  „    tgytgd>l,  <r  nur  von  0  bis  2«— 0  geben  kann, 

wo  coaß=  .    ,  »  ist. 
r  tgytgd 

Nur  im  ersten  Falle  hat  eine  vollständige  Rotation  statt,  während 
im  zweiten  Falle  ein  Hin-  und  Herschwanken  vor  sich  geht.  Im 
ersten  Falle  ist  d  <  OPQ,  d.  h.  die  Neigung  des  Drahtes  gegen 
die  Senkrechte  ist  grosser  als  die  Neigung  der  Richtung  der 
erdmagnetischen  Kraft  gegen  dieselbe.  Im  ersten  Falle  giebt  (11;, 
wie  wir  sogleich  zeigen  wollen: 


~  vi+tgytgd  rL2'V  nTgytgdJ-~^V  2  'V  T+t&i&A 

und  fiir  die  Daner  einer  ganzen  'Umdrehung  ist  die  Zeit: 

"  v  •  i    *  4 

V  (¥)"Veorf+lBÄl  FG '  V  {i3> 

Das  Qudrat  dieser  Grösse,  unter  sonst  gleichen  Umständen,  ist 
also  der  Stärke  des  Erdmagnetismus  proportional.  Für  y=0 
«ird(13): 


Im  zweiten  Fall  ist  die  Dauer  eines  Hingangs : 

da 


M  \ocosd/  J         V"  1— tgylgdcoso 
\  Vpcosd/  V  VT-Hgytgdcosa' 
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welche  GrSssc  man  leicht  durch  elliptische  Funktionen  ausdrucken 
kann« 

Nachdem  wir  diese  Aufgabe  gelöst  haben,  wollen  wir  nun  die 
so  eben  angeführten  Inte-rationsformeln  beweisen,  und  dabei  Ge- 
legenheit nehmen,  einige  ahnliche  1 


5-2. 

Seien  a  und  b  positiv,  wie  in  Allem,  was  folgt,  und  sei  2 
nächst  a>  6,  so  ist  S 

rm  **  _o  r*  -9  /*»  *p 

J    (a-6cos«)i-V    (a-ocos29)* ~~  J  <a+6-26co**9)i 

0  •  e 

2        /*•  fit'  


sc—  er 


wenn  zunächst  a=2^,  ^»=r^- — 9  oder^p= — ^ — •    Hieraus  fol?t ; 

/da 
(«-6cosa)i 

Aus  (1) 


Unter  denselben  Bedingungen,  wie  so 
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Sei  nuo  6  willkührlich ,  so  ist: 

r«     **     -a  f*     fr       2  f*  fr 

J    (a  +  6cos«)i"~  V    (a+6cos2a»)*  ~~V       +  Msin*^ 

t)  V  o 

_2        Pf  d<p   


d.  b. 


Eben  so  findet  man: 


dü 


/"  COSC 
(a+$cosa)J 


Unter  den  Bedingungen  von  (1)  folgt  hieraus: 


(a — 6coso)* 


VI 


Pt       9a ,        .    /*»        8a         .  ,  /*  1  a« 
(a — 6  cOsa)  1  (o  —  6  cosa)l    ,/  ( 


o  —  6  cosa)i 

V 


6  Cosa) « 


■- 


=2  /«       *»         |  2  /  *  ??  . 

,/     (o  —  6cosa)4  (a-f-ftcosa)5 

Eben  so: 

JP**    cosa  8c 
0  (a-frcosa)i 
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J      (a  +  6co»a)t  W[ 
Da  die  Integrale 

 r  J   *<" 

°     (a  +  ftcose)*        °  («±6coso)a 

sich  auf  die  obigen  zurückführen  lassen,  so  können  sie  ebenfalls 
bestimmt  werden.   So  ist  z.  B. 

(a+6cos«)i-  0»_6»  ^2  '  V  tt)' 


TheilXIIl 
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lieber  Sternpolygone  nnd  Stcrn- 
polyeder,  nach  Pofnsot 

(Frei  aus  den  Nouvelles  Annales  von  Terqucm.  Fe'vrier 

et  Avril  1849.) 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorstand  der  höhern  Bürgerschule  zo  Euenheim. 


1.   Es  seien  die  Zahlen  1,  2,  3,  n   in  der  natürlichen 

Ordnung  auf  den  Umfang  eines  Kreises  geschrieben;  man  gehe 
nun  vom  Punkte  1  zum  Punkte  p,  von  da  zu  p-{-  p  —  1,  von  da 
zu  o-f2(i» —  1)  u.  s.  f.,  so  soll  zunächst  bestimmt  werden,  wie 
viele  Punkte  mau  zu  durchlaufen  habe,  bis  man  zu  1  zurückkehrt, 
und  wie  viele  Male  man  den  Umfang  des  Kreises  durchlaufen  hat. 

Gesetzt  man  gehe  durch  ar  +  t  Punkte,  den  ersten  mit  einge- 
rechnet, und  durchlaufe  dabei  yraal  den  Umfang  des  Kreises, 
so  ist 

p  +  x(p— l)  =  ny  +  l,  oder  (/>— l)(:r+l)=wy,  (1) 

wie  man  leicht  einsehen  wird.  Sei  nun  m  der  grosste  gemein- 
schaftliche Theiler  zwischen  n  und  p  —  1 ,  zugleich 

r—  =a,-=o;  (2) 

so  ist  auch 

a(*+l)=6y.  (3) 

Es  ist  klar,  dass  es  sich  nur  um  die  kleinsten  Zahlen  x  und 
y  handeln  kann,  welche  diese  Gleichung  befriedigen,  da  es  klar 
ist,  dass,  t^enn  o  und  ß  die  kleinsten  Werthe  von  y  und  or-fl 
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sind,  2a,  28  ebenfalls  der  Gleichung  (3)  genügen  u.  a.  f.  Zu- 
gleich ist  klar,  dass  die  Werthe 

x  =  b  —  1,  y=a  (4) 

der  Gleichung  (3)  genügen.  Aber  ich  behaupte,  dass  y  nicht  <a 
sein  kann;  denn  aus  (3)  folgt 

a 

und  da  y<a,  6  aber  theilerfremd  zu  a  ist,  so  konnte  6y  kein 
Vielfaches  von  a  sein.  Ebenso  kann  nicht  a:+l<o  sein.  Die 
Werthe  (4)  sind  also  die  kleinsten,  welche  der  Gleichung  (3) 
geniigen,  d.  h.  man  durchläuft  6  Punkte,  den  ersten  eingerech- 
net, bis  man  zu  ihm  zurückkehrt,  und  beschreibt  dabei  amal  den 
Umfang  des  Kreises. 

Sind  i;— l  und  n  theilerfremd,  &o  Ist  »r=l,  also  a=n— f,  6=ft; 
d.  h.  in  diesem  Falle  durchlauft  man  alle  n  Punkte ,  ene  man  zum 
ersten  zurückkehrt  und  bewegt  sich  dabei  (p — l)mal  durch  den 
Umfang  des  Kreises. 

Im  allgemeinen  Falle  trifft  man  nach  einander  auf  folgende 
Punkte: 

1,  p,  3p-2,  4/>-3,   ,  (6-lj/>-<6-2),  1; 

- 

in  dem  besondern: 

1,  pf  2p — 1,  3p — 2,  4p — 3,    (n — — (n— 2),  1. 

Denkt  man  sich  im  letzteren  Falle,  der  Punkt  1  bewege  sich 
durch  alle  diese  Punkte,  so  ist  also  seine  letzte  Stelle,  ehe  er  auf 
seine  ursprüngliche  Lage  zurückkehrt: 

(n-f)/>  -  (n-2) = np-n— p+'2= (p— I) n  +  2—  p . 

Dieser  Punkt  ist  also  der  Punkt  n-f  2—  p,  was  übrigens  natürlich 
Ist,  da  er  vom  Punkte  n+  1  (d.  h.  1)  um  />—  1  zurückliegt. 

Daraus  folgt  auch,  dass  man  dieselben  Punkte  durchlaufen 
wird,  wenn  man  von  1  zu  n-f  2 — p  geht  und  sodaon  immer  um 
p  —  1  weiter,  also  die  Punkte  von  p  zu  p  nimmt;  nur  wird  man 
da  die  entgegengesetzte  Richtung  einschlagen. 

■ 

2.    Theilt  man  also  den  Kreisumfang  in  n  gleiche  Theile, 

bezeichnet  die  Theitpunkte  mit  I,  2,  n,    und  verbindet, 

wenn  p — 1  zu  n  theilerfremd  ist,  den  Punkt  1  mit  p,  diesen  mit 
2/?  — 1,  den  letztern  mit  3/* — 2  u.  s.  f.,  so  wird  man,  nachdem 
man  (w— l)mat  den  Kreisumfang  durchlaufen  bat,  ein  geschlosse- 
nes Vieleck  von  n  Seiten  erhalten,  welches  lauter  gleiche  Seiten 
und  gleiche  Winkel  hat. 

Sind  die  Theile  des  KreUumfangs  nicht  glcieh  gewesen,  so 
sind  aach  die  Seiten  und  Winkel  des  Vielecks  nicht  gleich. 

28* 
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Wenn  »=2  ist,  so  erhält  man  die  gewöhnlichen  Vielecke; 
für  p>2  aber  die  Sternpolygone.  Diese  sind  regelmässig, 
nenn  die  Theile  des  Kreisunifangs  gleich  waren. 

Es  giebt  demgemäss  so  viele  Vielecke  von  n Seiten,  beschrie- 
ben in  einer  oder  der  entgegengesetzten  Richtung,  als  es  Zahlen, 
kleiner  als  n,  giebt,  die  mit  n  theilerfremd  sind,  und  also  eigent- 
lich bloss  die  Hälfte  dieser  Anzahl,  wenn  man  nur  die  Vielecke, 
die  nach  einer  Richtung  beschrieben  werden ,  aufzählt ,  indem  die 
andern  mit  diesen  zusammenfallen.  Ob  man  nämlich  von  1  zup, 
oder  von  1  zu  n  -f  2 — p  geht,  erhält  man  dasselbe  Vieleck,  ist 
aber  p  —  1  zu  n  theilerfremd,  so  ist  es  auch  (n  +  2 — —  1 
=n— (p — I),  und  dies  ist  zugleich  <n,  so  dass  diese  zwei  Viel- 
ecke nur  für  eines  zu  rechnen  sind,  wenn  sie  gleich  in  entgegen- 
gesetzter Richtung  beschrieben  sind. 

Da  die  Anzahl  aller  zu  «  theilerfremden  Zahlen  gerade  ist, 
so  kann  mau  immer  die  Hälfte  dieser  Anzahl  bestimmen. 

Das  Vieleck  von  n  Seiten,  das  man  erhält,  wenn  man  von  1 
zu  p  geht  (p  —  1  Abtheilungen  des  Kreisumtangs  überspringt), 
heisse  von  der  Ordnung  p  —  i.  Also 


n 
II 

Anzahl  der  Vielecke. 

3 

  1, 

4 

.....  I, 

von  1  zu  2, 

u. 

1 

zu  3;  also 

Ue  u.  2te  Ordnung. 

6 

 i. 

7 

.....  3,  ,, 

»»    1  »»  2, 

1 

zu 

3,  1  7\i  4, 

1    c>  3 

*» » -»> » *»»» »  »• 

8 

  2,  ,, 

1 

J» 

4, 

1  »t » 3„ , 

9 

»»     1  »♦  2, 

1 

»» 

3,  1  „  5 

1»»»  2„,  4*, , 

10 

 2, 

»>     1  »»  2, 

1 

t» 

4, 

1>»»3„,  „ 

Unter  Winkel  eines  solchen  Vielecks  verstehen  wir  den 
Winkel,  welchen  zwei  auf  einander  folgende  Seiten  desselben 
bilden;  es  ist  der  Winkel,  welcher  den  Mittelpunkt  enthält. 

3.  Die  Summe  der  Winkel  eines  Vielecks  von  n  Seiten  und 
der  (p—  l)ten  Ordnung  ist  n[n  —  'l{p— 1)],  vorausgesetzt,  dass 
p— 1  theilerfremd  zu  n  ist. 

Denken  wir  uns  nämlich  vom  Mittelpunkte  des  Kreises  (allge- 
mein von  einem  Punkte  im  Innern  des  Vielecks)  gerade  Linien  auf 
die  Ecken  des  Vielecks  gezogen,  so  erhält  man  »Dreiecke,  de- 
ren Winkelsumme  nn  ist.  Davon  gehen  die  Winkel  am  Mittel- 
punkte ab,  wenn  man  bloss  die  Winkel  des  Vielecks  berechnen 
will.  Da  aber  der  Kreisumfang  (/>— l)mal  durchlaufen  ist,  so  ist 
die  Summe  der  Winkel  am  Mittelpunkte  2(p — l)n:  also  bleibt  für 
die  Summe  der  Winkel  im  Vieleck  n[n — 2(/7  —  1)J. 

Wenn  i>=2,  so  ist  diese  Summe  it(n—  2),  wie  bekannt. 
Wenn  n  —  %2(p^  1)  + 1  =       1 ,  so  ist  die  Summe  aller  Winkeides 
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Vieleck«  —it.  Ist  also  n=z2q  +  l,  und  man  seht  von  1  zu  9-+I» 
so  erhält  man  ein  Vieleck,  in  dem  alle  Winkel  zusammen  zwei 
rechte  betragen.  Wenn  n—2(p — l)+2=2/>,  so  ist  die  Summe 
der  Winkel  =2r.  Ist  also  n  =  "2q  und  man  geht  von  1  zu  q,  so 
erhält  man  ein  Vieleck,  in  dem  die  Winkel  zusammen  vier  rechte 
ausmachen. 

Ist  das  Vieleck  regelmässig,  so  ist  jeder  Winkel 

Es  wurde  bis  jetzt  vorausgesetzt,  dass  die  »  Punkte  auf 
einem  Kreisumfang  liefen;  aber  es  ist  einleuchtend,  dass  die 
angeführten  Sätze  ebenfalls  bestehen ,  wenn  dieselben  beliebig  auf 
einer  Ebene  vertheilt  sind.  Nur  kann  in  diesem  Falle  es  sich 
ereignen,  dass  einspringende  Winkel  vorkommen. 

4.  Da  der  Punkt  1 ,  wenn  man  denselben  sich  bewegend 
denkt,  den  Kreisumfang  (p —  l)mal  durchlauft,  so  kann  eine  Ge- 
rade von  demselben  2(/> —  ])mal  getroffen  werden;  demnach  kann 
eine  Gerade  die  Seiten  eines  Vielecks  von  n  Seiten  und  der 
(»— l)teo  Ordnung  (immer  p — 1  theilerfremd  zu  n)  in  2(p  — 1), 
Punkten  treffen. 

5.  Die  Zahl  2Ü|±Ü  ist  theilerfremd  mit  2o  +  l.  Denn  sei 
r  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  und 

2r  r  -/rt' 

wo  also  n  und  m  theilerfremd  sind  und  jedenfalls  m  nicht  =2  ist, 
so  sind  auch  2n  und  m  theilerfremd.   Da  aber 

0(9+l)=2irr,  29+l=»ir; 

so  hatten  also  auch  9(9+1)  und  29+I  denselben  grussteu  gemein-* 
schaftlichen  Theiler  r.  Da  aber  q  und  9+]  keinen  gemeinschaft- 
lichen Theiler,  ausser  1,  haben,  eben  so  aber  auch  nicht  q  und 
2*7+1,  so  wie  9  +  I  und  2g +  1,  da  sonst  immer  auch  2q  +  l-~q 
=  9  +  1,  29 +  1— (9  +  1)  =  9  denselben  Theiler  hätten,  so  folgt  da- 
raus, dass  r  —  1  sein  muss,  was  die  Behauptung  beweist. 

6.  Wenn  r  zu  2q  +  1  theilerfremd  ist,  so  geben  die  29 +1 
ersten  Glieder  der  arithmetischen  Keihe,  deren  erstes  Glied  r, 

und  deren  Unterschied  9i3ti)  ist ,  wenn  man  sie  mit  29 +1  di- 

vidirt ,  die  Reste  1 ,  2 , ...  (29  + 1)  in  beliebiger  Ordnung,  und  der 
(29+2)te  Rest  ist  r,  wo  natürlich  r<29+l  angenommen  ist. 

Damit  nämlich  der  Rest  r  wieder  erscheine,  muss  für  x  und 
y  ganze  Zahlen: 
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r+ac|±a=(^+I)f+ri 

sein,  woraus  wie  in  1.  folgt,  das«  die  kleinsten  YVerthe  von  x  und 

y  2?+]  und  2^ti  8md>  d.  h.  r  erscheint  nicht  wieder  als 

+2)ten  Güede.   So  lange  ferner  x  <  2^  . 

ner  als 


Rest,  als  beim  (2r/-p2)ten  Güede.    So  lange  ferner  ar<2o;+]  ist, 
sind  alle  Reste  verschieden.    Denn  seien  k  und  k  klei 
2?+l,  so  musste  för 

r+^)=(2,+1)j|+J 


also  (*-*0  =(»—/*)  (2o+l), 


d.  h  ,  da  au  2y  +  J  theilerfremd  ist,    es  müsste  k-k> 

durch  2y+l  theifbar  sein,  was  unmöglich  ist.  Es  giebt  somit 
29+1  verschiedene  Reste,  die  demnach  die  Zahlen  1 ,  ¥ ,...2o-f-l, 
ünter  denen  auch  r  vorkommt,  wenn  auch  in  beliebiger  Ordnung, 
umfassen. 

7.  Es  seien  2y-fl  Punkte  im  Räume  angenommen,  und  die 
Aulgabe  gestellt,  in  einem  einzigen  Zuge  die  qr(2^-|-l)  Geraden 
zu  beschreiben ,  die  zwischen  diesen  Punkten  möglich  sind ,  ohne 
dieselbe  Gerade  zweimal  zu  beschreiben. 

Man  bilde  die  Reihen: 

2,        4,         7,        11,  «ä+L>  +  i5 

Hmb,  7+«£ö.  n  +  M,   , 

2+f2.*M!>,   4  +  2.^±L>,   7  +  2.  £^1)  


m^l>,   4  +  2,.^    7  +  2V.^,  , 
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Jede  dieser  2g  |  J  Reihen  enthält  q  Glieder;  die  erste  wird 
gefunden ,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  ^  -+ 1  für  n  setzt : 

I,  2,  3,....o;  die  zweite  ergiebt  sich  aus  der  ersten,  indem  man 

—  zu  den  Gliedern  der  ersten  Reihe  hinzuzählt,  u.  s.  f. 

Man  durchlaufe  nun,  vom  Punkte  1  ausgehend,  alle  Punkte,  die 
durch  die  erste  Reihe  bezeichnet  sind;  von  dem  letzten  tlieser 

Reihe ,  der  durch  -  '{j    -f- 1  bezeichnet  ist,  gehe  man  zum  ersten 

der  zweiten  Reihe  und  durchlaufe  eben  so  die  Punkte  der  zwei- 
ten Reihe;  von  diesen  gehe  man  zu  denen  der  dritten  Reihe 
Ober  u.  s.  f.,  so  erhält  man  q{2g  +  \)  Linien,  die  alle  von  ein- 
ander vc-  4 


Betrachtet  man  die  q  Vertikalreihen,  so  folgt  nach  6. 
leicht,  dass  in  jeder  die  Punkte  1,  2,...  (2^+1)  vorkommen,  so 
dass  jeder  Punkt  q mal  vorkommt,  wie  dies  nothwendi^  ist.  Wenn 
ferner  n,  n'<o,  k,  kf  nicht  >2y,  so  kann  man  je  zwei  auf  einan- 
der iolgende  Punkte,  die  durch  eine  Linie  verbunden  werden, 
durch 

* 

■ 

bezeichnen.  Sind  nun  m,  m'  ganze  Zahlen,  so  werden  keine 
zwei  der  q$q\\)  Linien  dieselben  sein,  wenn  nicht  zugleich 


oder 

(5±1X!L^  +1+i5!Ül)=!W'J  +  H,!!}2iL)  +  ^  +  1| 

sein  kann.  Aus  den  ersten  zwei  Gleichungen  folgt  durch  Sub- 
traktion : 

«  +  l  =  «'  +  l=r(m'-m)(fy+l), 

d.  i. 
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'  n-n'^m'— m)(2y+l). 

Da  Dun  nicht  zugleich  »=*',  k=:/ef  sein  darf,  so  ist  diese 
Gleichung  unmöglich,  indem  n  und  n'  <  q  sind.   Sie  wäre  nur 
möglich  für  n=n',  also  m=m',  woraus  aber  k  —  k  folgen  würde, 
.    was  unstatthaft  ist,  da  sonst  die  oben  angegebenen  Punkte  statt 
zweier  Paare  nur  ein  einziges  sein  würden. 

Aus  den  andern  zwei  Gleichungen  würde  eben  so  folgen: 

n+1  =  -  (n'+l) -f (m'-nn)  (2q  + 1 ) , 
»+ n' +2=?  (m'— m)  (2?+l) . 

Da  aber  n  und  n'  kleiner  als  q,  so  ist  n+n'-f  2<2?+l,  so  dass 
diese  Gleichung  ebenfalls  unmöglich  ist.  Woraus  denn  die  Be- 
hauptung folgt. 

Würde  man  die  (2fl[+2)te  Reihe  bilden ,  so  würden  die  Punkte 
derselben  mit  denen  der  ersten  Reihe  zusammenfallen  u.  s.  f. 
Der  letzte  Punkt  der  (2q  -f  l)ten  Reihe  föllt  mit  dem  ersten  zu- 
sammen. 

Man  kann  also  ohne  Verdoppelung  einen  Faden  über  die 
Seiten  und  Diagonalen  eines  Vielecks  von  ungerader  Seitenanzahl, 
so  wie  über  die  Kanten  und  Diagonalen  eines  Polyeders  von  un- 
gerader Eckenzahl  wickeln. 

8.  Wenn  die  Anzahl  der  Punkte  gerade  ist,  so  ist  die  Auf- 
gabe unmöglich.  Denn  seien  l,  2, ....£9  die  Punkte,  so  mü^ste 
man,  wenn  die  Aufgabe  möglich  wäre,  in  einer  Linie  fort  alle 
q(2o — 1)| Verbindungen  zu  zwei  schreiben  können,  so  dass  die 
Anfangszahl  jeder  Verbindung  die  Endzahl  der  vorangehenden 
wäre,  und  zugleich  am  Anfang  und  Ende  der  Linie  dieselbe  Zahl 
stünde.  Ein  jeder  Punkt,  z.  B.  1,  würde  also  eine  gerade  Anzahl 
mal  vorkommen,  d.  h.  es  würden  von  jedem  Punkte  eine  gerade 
Anzahl  Linien  ausgehen,  was  falsch  ist 

So  ist  es  z.  B.  unmöglich,  durch  einen  einzigen  Zug  die  vier 
Seiten  und  die  zwei  Diagonalen  eines  Vierecks  zu  beschreiben. 

9.  Man  habe  ein  ebenes  Vieleck  von  n  Seiten  und  der  Ord- 
nung p — 1;  man  nehme  einen  Punkt  O  ausserhalb  der  Ebene 
dieses  Vielecks  an  und  lege  durch  ihn  und  jede  Seite  des  Viel- 
ecks  Ebenen,  so  erhält  man  in  0  eine  körnerliche  Ecke  vou  n 
Seiten  und  der  Ordnung  p —  1.  Eine  Geraue  kann  seine  Seiten 
also  in  2(/> —  1)  Punkten  schneiden  (4.).  Denkt  man  sich  um 
O  eine  Kugel,  so  bilden  die  Durchschnitte  der  genannten  Ebe- 
nen mit  der  Kugeldäche  ein  Kugelvieleck  von  n  Seiten  und  der 
Ordn  ung  p—1.  Im  Folgenden  sollen  jedoch  bloss  Kugelvielecke 
der  ersten  Ordnung  betrachtet  werden. 

1 

10.  Man  habe  ein  regelmässiges  Kugelvieleck  von  n  Seiten, 
von  dem  jeder  Winkel  =a  Rechte  ist,  so  ist,  wenn  f  solcher 
Vielecke  ^mal  den  Flächeninhalt  der  Kugel  bedecken,  offenbar 

/•(na-2n+4)=%. 
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Wir  wollen  nun  annehmet»,  diese  f  Vielecke  wären  so  gelegt, 
dass  sie  einerseits  «mal  die  Kugel  bedecken,  anderseits  jeweils 
q  Winkel  in  einem  Punkte  zusammengelegt  sind  und  dort,  durch 
die  den  Seiten  entsprechenden  Sehnen,  eine  körperliche  Ecke 
der  Ordnung  p  — 1  bilden.   Für  diesen  Fall  ist  offenbar  (1.): 

9a=4(p-l); 

so  dass  also  zu  gleicher  Zeit  folgende  Gleichungen  bestehen 
müssen : 

/"(na— 2n+4)=8p,  qa=i(p-l), 

worin  f,n,g,q,p  ganze,  positive  Zahlen,  p—  1  tbeilerfremd 
zu  q  ist,  und  n  und  q  nicht  unter  3  sind. 

Sei  nun  zunScbst 

und 

c)  n=3,  9=3,  so  ist  a=j*  /=4,   d.  h.  man  hat  das  regel- 
mässige Tetraeder; 

ß)  »i=3,  9=4,  so  ist  a=l,   /=8,   d.  b.  man  hat  das  regel- 
massige Oktaeder; 

4 

y)  n=3,  9=5,  so  ist  a=£,  /=20,  d.  b.  man  bat  das  regel- 
massige lkosaeder. 

Für  n=3,  kann  nicht  9^6  sein. 

4 

8)  n=4,  9=3,  so  ist  «=3  >  /=6,   d.  h.  man  hat  das  regel- 
mässige Hexaeder; 

4 

e)  n=5,  9=3,  so  ist  «=3»  /=12,  d.  h.  man  bat  das  regel- 
mässige Dodekaeder. 

Hoher  als  n=5  kann  man  nicht  mehr  gehen. 

p=3. 

Das  Fünfeck  bietet  zuerst  ein  Vieleck  der  2ten  Ordnung 
dar  (2.).    Sei  also  9=5  und 


o)  n  =  3,  also  «  =  *-»  f— 


woraus  in  den  kleinsten  Zahlen: 

9=7,  f=W- 
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Wenn  dieser  Korper  also  besteht,  so  bat  er  20  dreieckige 
Seitenflächen  und  bedeckt  die  Ku^el  Tnial.  Man  bildet  ihn  Tee- 
mittelst  des  regelmässigen  Ikosaeoers.  Von  jeder  Ecke  des  letz- 
tem gehen  sechs  Diagonalen  aus,  von  denen  fünf  gleich  sind  und 
die  Kanten  einer  fünffachen  körperlichen  Ecke  der  zweiten  Ord- 
nung bilden.  Die  zwölf  derartigen  Ecken  bilden  20  gleichseitige 
Dreiecke,  gleich  geneigt  'auf  einander,  so  dass  dadurch  der 
Stern -Ikosaeder  hervorgebracht  wird. 

ß)  n=5,  also  a  =  g  und  f—ig.  Da  die  körperlichen  Ecken 

von  der  zweiten  Ordnung  sind,  so  ist  3^2.   Sei  also  0=3,  und 

daher  f—\2,  so  erhalt  man  einen  Korper,  der  ebenfalls  besteht. 
Man  erhält  ihn  aus  dem  regelmässigen  ikosaeder.  Von  jeder  Ecke 
des  letztern  gehen  5  Kanten  aus,  deren  Enden  ein  regelmässiges 
Fünfeck  bilden.  Die  zwölf  Fünfecke  machen  den  Stern-Dode- 
kaeder aus. 

11.  Wenn  man  in  dem  letzten  Korper,  der  die  Kugel  3mal 
bedeckt,  die  Seiten  der  Flächen  zu  je  zwei  verlängert,  bis  sie 
sich  treffen,  so  erhält  man  12  regelmässige  Fünfecke  der  zweiten 
Ordnung,  die  sich  zu  3  um  20  Ecken  vereinigen  und  einen  neuen 
Stern-Dodekaeder  bilden,  der  von  Fünfecken  der  zweiten  Ordnung 
gebildet  ist.  Er  bat  20  dreifache  Ecken,  30  Kanten,  und  bedeckt 
die  Kugel  5 mal,  während  die  körperliche  Ecke  von  der  4ten  Ord- 
nung ist. 

Verlängert  man  eben  so  im  gewöhnlichen  regelmässigen  Do- 
dekaeder die  Seiten  der  12  Fünfecke,  so  erhält  man  einen  neuen 
Stern -Dodekaeder,  gebildet  von  Fünfecken  der  zweiten  Ordnung. 
Diese  vereinigen  sich  zu  fünf  an  jeder  Ecke  und  die  Oberfläche 
des  Polyeders  bedeckt  die  Kugel  nur  zweimal. 

Diese  vier  Körper  sind  die  einzigen  regelmässigen  Stern- 
polyeder, deren  Bestand  nachgewiesen  ist. 
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3ULV11. 
91  i  s  c  e  1 1  e  n. 


Ueber  den  Inhalt  einer  gewissen  Art  von  Korpern, 
die  vielleicht  bei  der  näherungsweisen  Bestimmung  der 
Schiffsräume  von  Nutzen  sein  können. 

Von  dem  Herausgeber. 


In  Taf.VII.  Fig.  6.  sei  ABCDEF  ein  Körper  von  folgender 
Beschaffenheit  Die  eine  begränzende  Ebene  ABCD  desselben 
sei  ein  Trapezium  mit  den  parallelen  Seiten  AB  und  CD,  welche 
auf  der  ihre  Mittelpunkte  Cr  und  H  mit  einander  verbindenden 
geraden  Linie  GH  senkrecht  stehen.  Die  beiden  auf  der  Ebene" 
ABCD  t  und  also  nach  dem  Vorhergehenden  auch  auf  der  Linie 
GH  senkrecht  stehenden  begränzenden  Ebenen  AEB  und  CFD 
unsers  Korpers  seien  Parabelsegmente»  deren  Axen  die  auf  den 
Linien  AB  und  CD  in  deren  Mittelpunkten  G  und  H,  und  also 
auch  auf  der  Ebene  ABCD  und  der  Linie  GH  senkrecht  stehen- 
den Linien  EG  und  FH  sind.  Die  Scheitel  dieser  Parabelseg- 
mente sind  E  und  F,  Endlich  sei  die  unsern  Körper  begränzende 
krumme  Fläche  ABCDEF  so  beschaffen,  dass  jeder  auf  GH 
senkrecht  stehende  Queerschnitt  des  Körners  ein  Parabelsegment 
ist,  dessen  Axe  in  der  auf  der  Ebene  ABCD  senkrecht  stehen- 
den Ebene  EFGH ,  und  dessen  Scheitel  in  der  die  Scheitel  E 
und  F  der  Parabelsegmente  AEB  und  CFD  mit  einander  verbin- 
denden geraden  Linie  EF  liegt. 

Um  das  Volumen  V  dieses  Korpers  zu  bestimmen,  setze 
man  der  Kürze  «regen  AB—xx*  CD  —  EG=ylt  FH=y*; 
und  bezeichne  die  Abstände  der  Punkte1  G  und  H  von  einem  in 
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der  Linie  GH  oder  deren  Verlfingerungen  beliebig  angenommenen 
Punkte  respective  durch  ux  und  u»,  wobei  wir  jedoch  annehmen 
wollen,  dass  Ui  kleiner  als  u%  sei,  was  offenbar  immer  verstattet 
sein  wird.  Bezeichnen  wir  indess  zuerst  die  Linien  AB  und  EG 
überhaupt  respective  durch  x  undy,  und  den  Abstand  des  Punk- 
tes G  von  dem  in  der  Linie  GH  oder  deren  Verlängerungen  an- 
genommenen Punkte  überhaupt  durch  u,  so  ist  das  Parabel- 
segment AEB^-gxy;  sind  aber  ferner  3^=2  au^  2  ^  oc*er 

x=au+b  und  y=zau  +  ß  die  Gleichungen  der  Linien  AC  oder 
BD  und  EFy  so  ist  das  Parabelsegmeut 

AEBz=zg  (nu  +  6)  (om  +  ß) , 
und  folglich  offenbar  der  gesuchte  körperliche  Inhalt 

1 .  4  * 

V  =  \f*\<tu  +  b){au  +  ß)dut 


oder 


«1 


d.  i. 


oder 

2  1  l 

F=  3(1«»— «1)13  «<«a2+M«"i+«i,)+2  (a/3  +  o6)  (m«  +  M|)  +  601 

i< 

Es  ist  aber 

IfB  — tf|'  p 

folglich,  wie  man  leicht  findet: 
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i  1 

Nach  gehöriger  Entwickelung  der  eingeklammerten  Grösse 
findet    man   leicht,     das«    in    derselben    die   Grossen  j.y, 

1 

and  x<iyi  beide  in  «  (% — tij)2,  die  Grössen  und  arf y4  beide 
in  g  ("2— multiplicirt  sind;  also  ist 


oder 


2  I 


l 


oder,  «renn  wir  ui—ul=w  setzen 


oder 


F=ito|2(a:1y1  +*Äya)  +  :rl3fa+arÄyl}, 


r=  ?»t*k.G*  (2*.+*)). 


oder 


In  Bezug  auf  die  Figur  ist 

V  =  \gH.\AB  .  (VEG  +  FH)  +  CD.  (2FH  +  EG)\ 


oder 


V ss  J  <?// . !  EG .  (2  AB  +  CZ>)  +  F/f .  (2CZ>  +  AB) } . 
Dass  die  Linien  GH,  AB,  CD,  EG,  Ffi  bei  Körpern  wie 


der  vorliegende  immer  sehr  leicht  gemessen  werden  können,  sieht 
man  sogleich  ein,  und  auch  die  Rech 


inung  nach  den  obigen  For- 
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mein  bietet  keine  Schwierigkeit  dar,  weshalb  man  also  diese 
Formeln  wohl  zur  näherungsweisen  Berechnung  der  Schiffsräume 
in  der  Praxis  sollte  gebrauchen  können,  wenn  man  nur  die  Queer- 
schnitte  des  Schiffs  mit  hinreichender  Annäherung  als  Parabelseg- 
mente betrachten  kann,  was  übrigens  schon  öfter  in  Vorschlag 
gebracht  worden  Ist 

Zerlegt  man  ein  Schiff  in  mehrere  solche  Körper  wie  der  vor- 
her betrachtete  von  der  gemeinschaftlichen  oder  gleichen  Höhe  «e, 
ao  igt  in  leicht  durch  sich  selbst  verständlicher  Bezeichnung, 
wenn  n  die  Anzahl  der  Theile  ist: 

*i(%fc  +  3fr)  +  *s(2li  +  3ft) 

w  w  j+*4(2y4  +  y6)  +  *»(2y6+jfc) 

u.  s.  w. 

+  xn  (2y„  (2y»+!  +yn) 

oder,  wenn  L  die  ganze  Länge  des  Schiffs  bezeichnet: 

*i  (2yi  -fy») 


- 


H.  W. 

^«(4y»+;/i»-i+y«+i)1 


oder 


9  "  (+  *iya+*2(yi  +y3)+^»(y«+y4) + »..+*■      +>+x)  +^«+iy« 

T      t  » 

Für  n  =  2  ist  z.  B. 


4        •  ■  •  | 

  ■  ■  •      <  tot« 
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Diesen  Gegenstand  noch  weiter  auszuführen,  ist  jetzt  nicht 
meine  Absicht. 


■  1 


Schreiben  des   Herrn  Franz  Dietzel,   Lehrer  an  der 
Königlichen  Bauge  werkenschule  zu  Zittau,  an  den  Herans- 
geber. 

Ich  erlaube  mir  Ihnen  eine,  in  den  letzten  Tagen  von  mir 
gefundene  Formel  für  die  Bestimmung  des  Kubikinhaltes  der  ab- 
gekürzten Pyramide  mitzutheilen.  Dieselbe  ist  zwar  für  die  Wis- 
senschaft nicht  von  Bedeutung,  für  den  elementaren  Unterricht 
und  die  Praxis  aber  nicht  ganz  ohne  Wichtigkeit.  Wenigstens 
haben  mir  das  Letztere  einige  Baumeister,  denen  ich  sie  mittheilte, 
versichert. 

Bezeichnet  man  (Taf.  VII.  Fig.  ?.)  den  Flächeninhalt  der  an. 
tern  Grundfläche  ABC...  der  abgekürzten  Pyramide  ABC...  mit 
Ff  den  der  obern  abed...  mit/,  den  Abstand  beider  mit  A,  sowie 
den  Abstand  der  obern  Grundflache  abc...  von  der  fingirten  Spitze 
S  mit  h';  seien  ferner  ab  und  AB  zwei  beliebige,  aber  in  der- 
selben Seitenflache  liegende  Seiten  der  Grandflachen  and  werde 
ab  mit  /,  AB  mit  L  bezeichnet;  so  ist 


oder 


woraus  folgt 


Sa:SA=l.L=h':h  +  k' 


/:L-/=A':Ä. 


1>     *  = 


ferner  ist 
folglich 


■ 

3)  F=Lfif- 

Nun  ist  der  Inhalt  J  der  abgekürzten  Pyramide  gleich  der  ganzen 
Pyramide,  weniger  dem  abgeschnittenen  Stück,  also 
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und  wenn  man  1)  snbstituirt: 


I.  J 


oder  «renn  man  2)  und  3)  substituirt: 


II.    J=^hf  ^|  Jzua.  Wird  l=L,  werden  also  beide 

l       Grundflächen  einander  gleich,  so 
Hl      I—~kff  14.-4-  -Ii       erhält  man  ein  Prisma,  u.  s.  w. 


Die  Formel  I.  wird  man  anwenden,  weno  beide  Grundflä- 
chen P  und  f  leicht  zu  bestimmen  sind ;  II. ,  wenn  die  untere 
Grundfläche  nicht,  sondern  nur  eine  Seite  L  derselben,  und  III., 
wenn  die  obere  Grundfläche  nicht  leicht  zu  bestimmen,  sondern 
nur  eine  Seite  /  derselben. 

Es  Hessen  sich  daraus  noch  Folgerungen  ziehen,  z.  B.  für  das 
Verfahren,  welches  man  bei  schief  abgeschnittenen  Pyramiden 
einzuschlagen  bat,  wo  man  nur  durch  den  tiefsten  Punkt  eine 
Parallele  zur  Grundfläche  zu  ziehen  bat  u.  s.  w.,  was  ich  aber, 
um  nicht  weitläufig  zu  werden,  nicht  weiter  ausführen  will. 


Zittau  d.  12.  Febr.  1849. 
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Deutsche  Maasse,  Mftnzen  and  Gewichte* 


Heber  deutsches  Münz-,  Haags-,  und 

Gewichts- Wesen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  Gerling 

an  der  Universität  tu  Murburg. 


Der  Aufforderung  der  Redaction  des  Archivs  für  Mathematik 
und  Physik,  Beiträge  zu  dem  in  der  Ueberschrift  angegebenen 
Gegenstand  zu  liefern,  glaube  ich  entsprechen  zu  müssen,  weil 
ich  Ober  diese  Verhältnisse  seit  einer  langen  Reihe  von  Jahren 
nicht  nur  zu  sammeln,  sondern  auch  mich  amtlich  und  ausser - 
amtlich  darüber  zu  äussern  wiederholt  Veranlassung  hatte. 

Als  ersten  Grundsatz,  den  man  bei  Vorschlägen  dieser  Art 
festhalten  muss,  habe  ich  mir  aus  meinen  defchalbigen  Studien 
und  Erfahrungen  den  entnommen,  dass  man  ja  nicht  bloss  mit 
mathematischen  Anschauungen  auszureichen  glauben  soll,  sondern 
sich  stets  bewusst  bleiben  muss,  dass  es  Dinge  des  täglichen 
pr actischen  Lebens  sind,  bei  welchen  man  die  Hindernisse  zu  be- 
seitigen hat  Denn  was  hilft  ein  noch  so  gelehrt  ausgedachtes 
mathematisch  richtiges  System,  wenn  dasselbe  bei  seiner  Einfüh- 
rung entweder  besondere  neue  Kenntnisse  erfordert,  welche  nicht 
schon  aus  dem  ersten  Schulunterricht  jedermann  bekannt  sind, 
oder  wenn  es  unerschwingliche  Kosten  veranlasst,  deren  nur  zu 
viel  schon  bei  dergleichen  Aenderungen  den  Leuten  ohnehin  zu* 
eemuthet  sind.  Es  soll  ja  die  Neuerung  eine  Wohltbat  und  keine 
Landplage  werden. 

6 
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Demnach,  scheint  mir  das  allein  richtige  Verfahren  zu  sein, 
sich  so  einfach  als  möglich  an  etwas  Vorhandenes,  Fertiges  und 
Bekanntes  anzuschliessen,  und  einen  leichten  Uebergang  von  dem 
bisherigen  Zustand  in  den  neuen  zu  vermitteln. 


Münzwese  n. 


Hier  ist  ein  System  vorzuschlagen,  wodurch  die  bisherigen  in 
dem  Volksverkehr  geläufigen  Münzen  nicht  gleich  abgethan  zu 
werden  brauchen,  und  wobei  zugleich  eine  allgemeine  Umprägung 
nicht  sofort  nöthig  wird,  sondern  nach  und  nach  je  nach  ßedurt- 
niss  vorgenommen  werden  kann. 

Dazu  ist  sieb  zuerst  zu  erinnern,  dass  die  Einheit  eines 
neuen  Münzsystenis  durchaus  willkührlieh  ist,  indem  der  Zusam- 
menbang mit  dem  Maass-  und  Gewichts -System  bei  allem  wis- 
senschaftlichen Interesse  doch  für  das  gemeine  Leben  von  gar 
zu  geringer  Bedeutung  ist,  um  practische  Interessen  dafür  hinten- 
anzusetzen. 

Sodann  aber  ist  auch  nicht  zu  übersehen,  dass  die  Gewohn- 
heit, die  Münzen  alle  auf  eine  höhere  Einheit  zu  beziehen  (in 
Deutschland  auf  die  Mark,,Cöllnisch  fein  Silber)  eine  Willkühr  ent- 
hält, die  man  ohne  irgend  practischen  Nachtbeil  verlassen  kann. 
Im  Geeen  theil  man  kann  eben  so  gut  einen  aliquoten  Theil  der 
Münz  Einheit  zum  Grunde  legen. 

In  unserm  besondern  Fall  haben  wir  aber  schon  einen  sol- 
chen aliquoten  Theil,  der,  wie  sich  gleich  zeigen  wird,  uns  in 
Deutschland ,  mit  einem  verhältnissmassig  sehr  geringen  Opfer  zu 
einem  gemeinsamen  System  verhelfen  kann. 

Dieses  Opfer  ist  nach  meiiier  Ansicht  von  dem  preussi- 
schen  Staate  zu  verlangen,  welcher  vor  ungefähr  80  Jahren  durch 
Annahme  des  s.  g.  Grauraaiinischen  oder  21  Guldenfusses  den 
bisher  unerhörten  Factor  7  in  das  Müuzwesen  einführte  und  da- 
durch das  Zustandekommen  eines  allgemeinen  deutschen  Systems 
sehr  erschwerte.  , 

Preussen  ist  es  dagegen  wieder  gewesen,  welches  in  den 
letzten  etwa  25  oder  30  Jahren,  dadurch  dass  es  auf  ein  offenes 
ehrliches  Münzwesen  überall  hinwirkte,  die  jetzt  zu  thuenden 
Schritte  wesentlich  vorbereitete.  Namentlich  hat  die  Münz- Con- 
vention der  Zollvereins-Staateii  vom  30.  Juli  1838.,  indem  sie  Ver- 
einsmünzen schuf,  den  heimlich  fortschleichenden  sogenannten 
Kronthaler- Unfug  aus  dem  Wege  räumte,  und  den  festen  Satz 
4  Thaler  (14  T.-Fuss)  =  7  Gulden  (24%  Fl. -Fuss)  einführte ,  ausser- 
ordentlich nützlich  vorgearbeitet. 
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Mit  Zug  rund  Jegung  dieser  Münz -Convention  von  1838  gelangt 
man  aber  sehr  leicht  zu  einem  Theil,  der  in  »ehr  vielen  Staaten 
Deutschlands  schon  wirklich  (freilich  fiSr  Jetzt  nur  als  Scheide- 
münze) vorhanden  und  dabei  so  klein  ist»  das«  Bruchtheile  davon 
im  gemeinen  Leben  schon  jetzt  vernachlässigt  werden ,  und  wel- 
cher dann  auch  sehr  leicht  zu  einer  angemessenen  Einheit  fährt. 

Dieser  Theil  ist  der  in  ganz  Suddeutschland  bekannte  Hel- 
ler, also  *L¥t  des  Guldens  (24%  Fl.-Fuss)  oder  y4M  des  Tha- 
lers (14  T.-russ)  d.  h.  V*  Kreutzer  oder  y14  Silbergroschen. 

Preussen  braucht  also  nur  das  geringe  Opfer  zu  bringen,  da*s 
es  seinem  Silbergroschen  statt  der  bisherigen  12  Pfennige  (oder 
meinetwegen  auch  zunächst  nur  neben  denselben)  14  Heller 
iebt,  so  hüben  wir  von  Memel  bis  Basel  wenigstens  einen  Theil, 
en  jedes  Kind  kennt,  die  böse  Zahl  7  ist  der  Vereinigung  nicht 
mehr  im  Wege,  die  unausstehlichen  Umrechnungen  auf  der  lang- 
gedehnten  Grftnze  des  14  Thlr.-  und  24%  Fl.-Fusses  sind  zu  Ende, 
und  wir  können  nun  hiervon  zu  der  neuen  Einheit  fortschreiten. 

Diese  Einheit  würde  bequem  zu  hundert  Theilen  ange- 
nommen, und  wäre  also  —  25  Kreutzer  rheinisch.  Der  Einwurf, 
dass  in  100  der  Factor  3  fehle,  wird  jetzt  wohl  nicht  mehr  zur 
Sprache  kommen  oder  doch  nicht  hierbei  zu  fürchten  sein,  da  im 
grossen  Verkehr  doch  nicht  nach  Hellern  gerechnet  wird,  im  klei- 
nen Verkehr  aber  Niemand  daran  deukt,  über  Bruchtheile  eines 
Hellers  streiten  zu  wollen. 

Die  Einheit  wäre  also  znerst  gesetzlich  zu  definiren. 
Dazu  müsste  meines  Erachtens  die  Münz -Convention  von  1838 
vollständig  zum  Grunde  gelegt  werden.  Demnach  würde  die  De- 
finition also  lauten:  Die  cölluische  Mark  fein  Silber  (zu  233,8555 
Grammen  nach  der  Convention  von  1838  angenommen)  wird  aus- 
geprägt zu  58,80  Einheiten  oder  5880  Theilen  (Hellern). 

Was  die  Benennung  und  Schreibweise  betrifft,  so  würde 
ich  rathen  die  Namen  wenigstens  vorerst  so  beizubehalten  wie 
sie  entstanden  sind,  und  es  dem  Volkswitz  zu  überlassen,  ob 
etwa  eine  andere  ihm  mehr  zusagende  erfunden  werden  wolle, 
es  sei  denn,  dass  man  der  Anschaulichkeit  wegen  für  Theil  gleich 
von  Anfang  das  alte  Wort  Heller  im  Gesetz  beibehalten  wolle. 
Für  die  Art  des  Schreibens  aber  rathe  ich  die  einfachste  der  mir 
bekannten  Methoden,  die  de*  practiscben  Amerikaner  nachzu- 
ahmen und  also  zu  schreiben 

* 

1  Mark  Cölln =£58. 80*). 


*)  Das  S  Ut  natürlich  hier  nur  beiapiel« weite  geseist  und  könnte 
eben  ao  gut  ein  N  (Münze)  P  (denUche  Münieinheit)  H  (Reir.hemnaze) 
gewählt  werden. 
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Die  vorgeschlagene  Ei  oh  ei  t  empfiehlt  sieb  unter  andern  da- 
durch, dass  die  bisherigen  gangbarsten  Münzen  sich  genau  darin 
ausdrücken  lassen: 

1  Tbaler  (14  Th.-Fuss)  =  £  4.  "20, 
1  Gutden  (24%  Fl.-Fuss)  =  £2.40 

mit  allen  ibren  Unterabtheilungen.   Aeholich  wfire  demnach 

1  Zwanziger  (Kopfstuck)  =  £0,96. 

Eben  so  ist  es  meines  Wissens  mit  allen  den  Mausen,  wei- 
che im  gemeinen  Leben  einen  Gebrauchs werth  angenommen  ha- 
ben. So  z.  B.  reebnet  man  In  Hamburg,  wo  das  eigentliche  Cou- 
rantgeld  im  täglichen  Verkehr  nur  noch  selten  vorkommt:  5  Mark 
Courant  zu  2  Thaler  (14  Th.-Fuss)  und  hat  demnach  den  Satz 
1  Mark  Ct.  =  £1.68.  So  rechnet  man  ferner  im  gemeinen  Lieben 
3  Fünffrankenstücke  zu  4  Thalern  (14  Th.-Fuss),  demnach  wäre 
das  Fünffrankenstück  =  £5.60.  So  wird  ferner  der  Kronthaler 
(Brabäntert  je  nach  der  Verschiedenheit  der  Staaten  meines  Wis- 
sens mindestens  zu  2  fl.  42  kr.  (  =  £6.48)  und  nächstens  zu 
1  Thlr.  16%  Sgr.  (=£6.50)  im  gemeinen  Leben  ausgebracht. 
Derselbe  wird  sich  also  sehr  bald  zu  £=6.50  im  gemeinen  Le- 
ben feststellen,  ohne  Anspruch  freilich  in  den  Reichskassen  zu- 
gelassen zu  werden. 

Umgekehrt  stellt  sich  die  Einheit  des  vorgeschlagenen  Sy- 
stems leicht  io  den  vorhandenen  Münzen  und  den  nach  dem  Ge- 
brauchswert gangbaren  dar: 

£  1.00  =7%  Sgr.  (hoffentlich  demnächst  7  Sgr.  2  Heller) 

d.  h.    £  21.00=5Thaler  (14  T.  Fuss), 
£  1.00  =25  Kreutzer,! 

d.  b.   E  12.00=5  Gulden  (24%  Fl.-Fuss), 

und  in  ähnlicher  Weise  nach  obigen  Angaben: 

E  13.00=  2  Kronthaler, 
£  28.00=  6  FünfTrankenstflcke . 
£  42.00=25  Mark  Hamb.  Ct., 
£  72,00=25  Gulden  Conv.-M. 

* 

Ein  Hauptvortheil  des  vorgeschlagenen  Systems  würde  darin 
bestehen,  dass  mit  äusserst  geringen  Opfern  sofort  zu  ihm  über- 
gegangen werden  könnte.  Man  brauchte  sich  nümlich  nicht  dar- 
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auf  zu  beschränken,  mit  der  Ausgabe  der  neuen  Münzen  zugleich 
die  Yergleichung  der  vorhandenen  öffentlich  bekannt  zu  machen, 
sondern  man  könnte  auch  den  Uebergang  und  die  Einbürgerung 
sehr  erleichtern  dadurch ,  dass  man  den  vorhandenen  guten  Mün- 
zen, so  wie  sie  die  betreffenden  Staatskassen  wieder  dnreh laufen, 
mit  grossen  deutlichen  Ziffern  den  Werth  im  neuen  System  un- 
mittelbar aufprägte,  ein  Vorschlag,  -dessen  Ausführbarkeit 
von  bewährten  Technikern  mir  bezeugt  ist.*)  Es  verstände  sich 
dabei  von  selbst,  dass  das  vorhandene  Gepräge  in  soweit  dabei 
erhalten  bleiben  könnte  und  musste,  dass  derjenige  Staat,  wel- 
cher seine  bisherige  Landesiii iinze  durch  diese  Aufprägung  zur 
Reichsmünze  erklärte,  erkennbar  und  für  die  Güte  des  Geldes 
verantwortlich  bliebe.  Bei  dem  neu  auszuprägenden  Reichsgelde 
bedürfte  es  dagegen,  ausser  einer  Bezeichnung  der  Münzstätte, 
nur  der  Darstellung  des  Reichsadlers  auf  der  einen  und  der  Zif- 
fer auf  der  andern  Seite. 

Eine  solche  Aufprägung  dürfte  auch  für  die  bisherigen  Schei- 
demünzen den  einzelnen  Staaten  (ab  CJebergangsmaassregel) 
nachzulassen  sein,  und  würde  dann  wahrscheinlich  für  die 
Einbürgerung  des  neuen  Geldes,  so  wie  zur  Beseitigung  der  noch 
immer  stattfindenden  Störungen  auf  den  Gränzen  der  beiden  jetzi- 
gen Systeme  nützlich  wirken.  Nur  bedürfte  es  hier  allerdings  des 
besondern  Vorbehalts,  dass  die  Staatskassen  desjenigen  Staa- 
tes, der  seine  Scheidemünze  so  bezeichnet  hat,  verpflichtet  blie- 
ben, ihre  eigene  Scheidemünze  in  ungemessener  Menge  von  den 
Reichskassen  zurück  zu  nehmen ,  während  letztere  nur  gehalten 
wären  sie  zur  Ausgleichung  von  Zahlungen  anzunehmen,  welche 
sich  in  Stücken  über  £0.50  nicht  leisten  lassen: 

Demnach  könnte  ein  Reichsmünzgesetz  vielleicht  sich 
ganz  einfach  nach  folgenden  Grundzügen  aufstellen  lassen. 

1.  )  Die  Grundsätze  der  Convention  von  1838  werden  ausdrück- 

lich für  alle  gröberen  Münzen  in  Silber  angenommen, 
und  deren  Ausführung  wird  auf  die  obige  Weise  geregelt 

2.  )  Hinsichtlich  der  Scheidemünzen  wird  eine  gewisse  Fest- 

setzung auch  gleich  mit  angenommen.  . 

Kot.  Diese  Festsetzung  i«t  im  Grunde  ziemlich  will- 
kührlich,  da  ein  schädlicher  Lieberer  in"  der  Scheidemünze 
sich  durch  das  im  Gesetz  auzugubende  Maximum  der  Aus- 
gabe im  Verkehr  und  in  den  Kassen  vermeiden  läset.  Am 
»weck  massigsten  Wörde  es  wohl  sein  das  System  der  Sil- 
bergrotehen  oder  der  Sechskretrzerstücke  geradezu  anzu- 
nehmen. 

3.  )  Alle  Rechnungen  und  Zahlungen  des  Reichs  werden  gleich 

nach  dem  neuen  System  eingerichtet. 


*)  Eine  ähnliche  Aufpräguog  fand  in  England  im  Anfang  dieses 
Jahrhunderts  statt,   als  Spanische  Thaler  in  grosser  Menge  gekapert 
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4.  )  Alle  neuen  Münzen  sind  nach  diesem  System  xt 

gen  und  zwar  gleich  Anfangs  eine  gehurige  Anzahl  von 
Stücken  zu  £5.00;  £3.00;  £1.00  und  £090. 

5.  )  Aueh  die  Scheidemünzen  in  Silber  und  Kupfer  werden 

nach  Maassgabe  dieses  Gesetzes  dem  neuen  System 
angeschlossen  und  gleich.  Anfangs  in  der  gehurigen  An- 
zahl geschlagen,  z.  B.  in  Silber  £0.40;  £0,30;  £0,20; 
£0.10;  £0.05;  in  Kupfer  £0.04;  £0.01. 

6.  ;  Denjenigen  Staaten,  welche  ihre  Zahlungen  an  die  Reichs- 

kassen nicht  gleich  Anfangs  in  der  neuen  Münze  leisten 
können,  bleiben  obige  Uebergangsraaassregela  vorbei 
halten. 

Wegen  der  Goldmünzen  wage  ich  nicht  schon  jetzt  be- 
stimmte Vorschlage  zu  thun.  Ueber  das  Bedürfniss  derselben 
wird  sich  die  Handelswelt  erst  dann  aussprechen  können  und 
müssen,  wenn  sich  der  Preis  des  Goldes  gegen  das  dem  deut- 
schen System  zum  Grunde  liegende  Silber  mehr  festgesetzt  hat, 
als  dies  gerade  jetzt  der  Fall  zu  sein  scheint.  —  Vor  der  Hand 
wird  es  genügen  festzusetzen,  dass  von  Zeit  zu  Zeit,  vielleicht 
von  10  zu  10  Jahren  oder  von  20  zu  20  Jahren  der  Werth,  wor- 
nach  Goldmünzen  bei  den  Reichskassen  angenommen  und  ausge- 
geben werden  sollen,  bestimmt  und  bekannt  gemacht  werde.  So 
z.  B.  also  für  jetzt  nach  dem  Gebrauch  des  gemeinen  Lebens: 

1  Friedrichsdor  =  £23.80, 
1  holl&nd.  lOGuldenstück  =  £24.00. 

Demnächst  wird  man  ie  nach  Bedürfniss  und  mit  Vorbehalt 
von  Zeit  zu  Zeit  den  Werft  in  Silber  je  nach  dem  wechselnden 
Werthverhältniss  des  Goldes  neu  zu  Bestimmen,  auch  Reichs- 
münzen  in  Gold  etwa  zu  £50.00  und  £25.00  prägen  lassen 
können. 

Die  Einführung  einer  allgemeinen  Gesetzgebung  hat 
bei  dem  Münzwesen  nach  meiner  Ueberzeugung  bei  weitem 
geringere  Schwierigkeiten  als  bei  dem  Maass-  und  Gewichts- 
wesen. Bei  ersterem  wird  nämlich  der  Einzelne  von  der  Verän- 
derung verhältnismässig  nur  wenig  gewahr,  die  Opfer,  welche 
zu  bringen  sind,  treffen  zunächst  die  Staatskassen  und  also  nur 
in  sehr  entfernten  Wirkungen  den  einzelnen  Haushalt  So  z.  B. 
war  durch  den  s.  g.  Krönt  na  lerunfug  %o  des  Silbervermögens  der 
betreffenden  Länder  stillschweigend  nach  und  nach  in  die  Staats- 
kassen gewandert,  ohne  dass  im  Volk  etwas  davon  bemerkt  wor- 
den war,  wie  man  deutlich  daran  erkennt,  dass  es  kenntniss- 
reiche und  erfahrne  Männer  genug  giebt,  die  sich  nicht  klar  be- 
wusst  sind,  weshalb  ihr  bekannter  24 Guldenfuss  1838  die  neue 
Benennung  24 %  Guldenfuss  erhalten  habe.  Eben  so  ist  mir  ein 
deutscher  Staat  bekannt,  wo  im  Laufe  von  etwa  50  Jahren  durch 
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Scheidemünzoperationen  l/n  des  SilbervermHgens  unbemerkt  in 
die  Staatskasse  gewandert  war,  und  wo  letztere  demnächst  ver- 
anlasst wurde  die  Hälfte  davon  wieder  zurück  zu  erstatten.  Letz- 
teres ging  eben  so  unbemerkt  vor,  mit  der  einzigen  Ausnahme, 
dass  die  kleinen  Geldwechsler  an  den  Gränzen,  welche  schlau 
genug  gewesen  waren  diese  Verhältnisse  zu  benutzen,  fiber  den 
innen  entgehenden  Gewinn  höchlich  erzürnt  wurden.  Nur  eine 
neue  Abtheilung  der  Münzen  ist  es,  welche  im  gemeinen  Le- 
ben Anfangs  Unbequemlichkeiten  mit  sich  fuhrt,  (icn  eriunere  z. 
B.  an  die  Einführung  der  Silbergroschen  statt  der  sonstigen  guten 
Groschen  u.  s.  w.).  Da  bringt  der  kleine  Hausverkauf,  die  Um- 
rechnung  der  Brod  -  und  Fleischtaxen  u.  s.  w.  dann  Anfangs  aller* 
hand  Irrthfimer  und  Zänkereien  mit  sieb.  Diese  verlieren  sich 
aber  schon  im  Lauf  des  ersten  Jahrs  und  werden  gewiss  in  unserm 
besonderen  Fall  durch  die  oben  vorgeschlagenen  Uebergangs- 
maassrege  In  auf  ein  Kleinstes  gebracht 

Ganz  anders  aber  verhalt  es  sich  mit  den  Veränderungen  von 
Maassen  und  Gewichten.  Hier  ist  die  Einfuhrung  der  neuen 
Abt h  eilung  das  Geringste.    Dagegen  muss  die  veränderte  Sache 

Ö reiche  beim  Gelde  von  selbst  in  jedes  Haus  kommt)  von  jedem 
aushalt  besonders  und  mit  besondern  Kosten  angeschafft  wer- 
den. Welche  Schwierigkeiten  da  entstehen,  wenn  jede  Hausfrau 
bis  zn  einem  gewissen  Termin  eine  neue  Elle  und  neue  Ge- 
wiebtssteine  angeschafft  haben  soll,  der  Gebrauch  der  altgewohn- 
ten mit  Strafe  bedroht  ist  u.  s.  w.  das  erfährt  man  am  besten 
durch  Nachfragen  bei  den  Bauern  und  s.  g.  kleinen  Bürcern  der- 
jenigen Staaten,  in  welchen  solche  Veränderungen  durchgeführt 
sind. 

Diesemnach  würde  es  nicht  räthlich  sein  und  noch  weniger 
billig  gegen  die  Bewohner  degenigen  deutschen  Länder,  in  wel- 
chen erst  in  neuerer  Zeit  Maass-  und  Gewichtsreformen  statt 
gefunden  haben,  jetzt  ein  neues  allgemeines  System,  was  ihnen 
also  neue  Unkosten  und  Beschwerden  veranlasste,  bis  in  jeden 
einzelnen  Haushalt  hinein  durchführen  zn  wollen. 

Dazu  scheint  aber  auch  keine  Nothwendigkeit,  sondern  es 
genügt  wohl  ein  System  anzunehmen,  welches  bei  allen  von 
Keicbswegen  vorzunehmenden  Bestimmungen  zum  Grunde  zu 
legen  ist  und  sodann  gesetzlich  zu  bestimmen,  dass  eine  Aende- 
rung  in  den  einzelnen  Staaten  nicht  anders  vorgehen  darf  als 
durch  Annahme  dieses  Reichssystems. 
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M  aasse. 


Ein  ausgezeichneter  Prartiker  und  Schriftsteller,  Hr.  6.  Ha- 
gen, hat  neuerdings  über  die  Grundlage  eines  solchen  Systems 
seine  Meinung  in  einem  mir  freundlich  übersandten  Scliri flehen 
(Druck  von  Krebs  -  Schmitt  in  Frankfurt  a.  M.)  geäussert;  ich 
halte  mich  also  verbunden  anzuführen,  worin  meine  Ansicht  über- 
einstimmt und  abweicht. 

Einverstanden  bin  ich  darin,  dass  es  durchaus  unpraktisch 
sein  wurde  das  Meter  als  ein  Naturmaass  zum  Grunde  zu 
Jegen,  dagegen  aber  glaube  ich,  dass  das  reine  metrische 
System,  als  ein  vorhandenes  und  schon  in  einem  grossen  Theil 
von  Deutschland  bei  den  neueren  Gesetzgebungen  zum  Grunde 
liegendes,  auch  fflr  die  Reichsgesetzgebung  angenommen,  werden 
muss.  Es  käme  dann  einestheils  nur  darauf  an,  die  gesetzliche 
Definition  des  Grtmdmaasses  so  zu  fassen,  dass  kein  Zweifel 
über  die  wahre  Länge  bestehen  kann,  anderntheils  die  Einfüh- 
rung ins  practische  Leben  so  zu  ordnen,  dass  es  sich  in  mög- 
lichst kurzer  Zeit  auch  darin  einbürgere,  wie  es  sich  fär  wissen- 
schaftliche Arbeiten  schon  eingebürgert  hat. 

Einverstanden  bin  ich  ferner  damit,  dass  es  nicht  genügt 
bloss  zu  deliniren:  Das  Grundinnass  soll  sein  =443',  296  pariser 
Linien  der  Toise  von  Peru,  und  dass  es  viel  zweckmassiger  sein 
würde,  die  schon  vorhandene  vortreffliche  deutsche  Arbeit  des 
unvergesslichen  Bessel  hiebei  zum  Grunde  zu  legen  und  also  zu 
definiren  =443', 296  solcher  Linien,  dergleichen  nach  der  preus- 
sischen  Gesetzgebung  139*,13  auf  einen  preussischen  Fuss  gehen.  — 
Es  sind  übrigens,  so  weit  meine  Kenntniss  reicht,  auch  die  Ver- 
schiedenheiten zwischen  den  von  Paris  entlehnten  Maassstaben, 
dergleichen  bei  den  verschiedenen  neueren  deutschen  Bestimmun- 
gen zur  Grundlage  dienten,  keineswegs  so  gross,  dass  eine  im 
practischen  Leben  irgend  merkliche  Benachtheiligung  daraus  er- 
wachsen konnte,  im  Gegentheil  zeigen  sie  im  Allgemeinen  eine 
sehr  gute  Uebereinstimmung  für  diesen  Zweck*)  Es  dürfte  des- 
halb, wenn  man  jene  BesseTsche  Arbeit  nicht  gerade  hätte, 
auch  vollkommen  genügen ,  einen  von  jenen  zu  Maassregulirungeii 
schon  gebrauchten  Stäben  auszuwählen  und  als  Grundmaass  anzu- 
nehmen. 

Jedenfalls  bedarf  es  also  meines  Erachtens  keiner  neuen 
Darstellung  des  Grund maass es ,  sondern  man  kann  gleich  zu 


*)  Zwei  Beispiele  TOD  aoicher  Ucbereinatimmung ,  wovon  die  eine 
•logar  an  da«  Fabelhafte  grünst,  «ind  angeführt  in  meinen  Beitragen 
S.  225. 
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den  s.  g.  Copi en  schreiten,  deren  besonders  in  Süddeutscbland 
wahrscheinlich  schon  eine  hinlängliche  Anzahl  vorbanden  sind. 
Diese  Copien  wären  in*  Form  von  eisernen  Maassstaben  in  den 
Gegenden;  wo  sie  noch  fehlen,  so  viele  auf  Reichskosten  zu  ver- 
theilen, dass  doch  etwa  auf  jede  50  Quadratraeilen  eine  käme. 

Anlangend  die  Einführung  des  Grundinaasses  in  das  prac- 
tische  Leben ,  so  kommt  es  dabei  vorzüglich  auf  zwei  Umstände  an, 
zuvörderst,  dass  man  die  Anschauung  desselben  so  viel  als  möglich  er- 
leichtere, sodann  dass  man  schickliche  deutsche  Namen  für  das- 
selbe und  seine  Abtheilungen  gesetzlich  feststelle.  Was  das  erste 
betrifft,  so  sollte  man,  meine  ich,  unter  Öffentlicher  Aufsicht  Co- 
pien zweiten  Rangs  in  Holz  anfertigen  lassen  und  alle  Ge- 
meinden so  wie  alle  öffentlichen  Schulen  gesetzlich  verpflichten, 
.eine  solche  anzuschaffen.  Solche  hölzerne  Meter-Stäbe,  mit  ihrer 
Eintheilune  in  100  Theile  verseben  und  übrig  genau  genug  für 
alle  Bedürfnisse  des  gemeinen  Lebens,  kosten,  wenn  sie  in  grös- 
serer Menge  angefertigt  werden,  das  Stuck  höchstens  5  Silber- 
groscheu;  es  liegt  also  hierin  keine  unbillige  Zumuthung.  —  Für 
die  Benennung  des  Grund maasses  (Meters)  schlage  ich  den 
Namen  Stab  vor,  der  schon  deshalb  leicht  sich  dein  Lebens- 
gebrauch anbequemen  wird,  weil  die  Baubandwerker  Stäbe  von 
ungefähr  gleicher  Länge  fähren.  Die  Unterabtheilung  könnte  man 
viel  lleicht  (eben  so  wie  beim  Gelde)  gleich  in  100  Theile  machen, 
und  jedem  Theil  dann  weiter  JO  Striche  (Millimeter)  oder 
100  Punkte  zuschreiben.  Ob  es  zweckmässig  ist  je  zehn  Theile 
zusammen  (das  Deciineter)  noch  mit  einem  gesetzlich  vorgeschrie- 
benen Namen  zu  versehen ,  oder  ob  man  hiebei  dem  Volks witz 
seinen  Spielraum  lassen  will,  mag  dahingestellt  bleiben.  Entschei- 
det man  sich  für  das  Erste,  so  würde  sich  wohl  die  Benennung 
Hand  (Handbreit)  dafür  empfehlen,  so  wie  man  den  Theil  (das 
Centimetre)  dann  Nagel  (Nagelbrett)  nennen  könnte.  Vor  allem 
aber  wird  man  sich  vor  zwei  Umständen  zu  hüten  haben,  dass 
man  nicht  die  philologischen  Pedantereien  nachahme,  die  dem 
französischen  Gesetz  ankleben  (worau  die  Akademie  bekanntlich 
unschuldig  ist)  und  dass  man  die  alten  bestehenden  Namen  Fuss, 
Zoll  u.  s.  w.  nicht  auf  das  neue  Maass  übertrage.  Diese  Namen 
müssen  vielmehr  den  bleibenden  Landesraaassen  allein  vorbehal- 
ten bleiben,  und  sind  ohnehin  schon  bei  den  meisten  neueren 
Maassbestimmungen  z.  B.  in  Baden,  Hessen-Darmstadt  u.  s.  w.  auf 
das  Grundtnaass  (Meter)  in  bequemen  Verbältnissen  zurückgeführt. 


Gewichte. 


Hier  stimmen  meine  Ansichten  mit  denen  des  oben  erwähn- 
ten verehrten  Freundes  in  allem  Wesentlichen  durchaus  überein, 
nur  gehe  ich  darin  noch  etwas  weiter,  indem  ich  glaube,  es  be- 
dürfe dazu  gar  keiner  neuen  Festsetzung,  sondern  nur  einer  An- 


60 

erkennung  der  schon  bestehenden.  Wir  haben  nämlich  schon  in 
dem  grössten  Theil  von  Deutschland  das  Zollgewicht  auf  das  Ki- 
logramm gegründet,  «vir  haben  auch  als  Grundlage  der  Münz- 
conventioD  von  1838  schon  das  Grammengewicht.  Es  kommt  also 
nur  darauf  an,  wie  Hägen  richtig  will,  sich  unabhängig  zu  ma- 
chen von  der  lilr  das  Leben  doch  illusorischen  Gelehrsamkeit, 
welche  der  französischen  Definition  zur  Grundlage  dient,  und  danu 
einfache  deutsche  Benennungen  einzuführen.  Da  nun  überdies 
eine  Beziehung  auf  das  Lftngenmaass  in  den  Gränzen  des  practi- 
achen  Bedürfnisses  ohnehin  schon  langst  erreicht  ist,  so  genügt 
es  meines  Erachtens  vollkommen,  wenn  man  ein  bestimmtes  in 
einer  deutschen  Münzstätte  oder  sonstigen  öffentlichen  Anstalt 
behilfliches  gutes  Geivichtsstück  (von  einem  Kilogramm)  zur  Ge- 
wichtseinheit erklärt  (ähnlich  wie  der  Bossel  sehe  Maassstab 
bei  der  Definition  der  Längenmaasse  dienen  soll)  und  nur  in  den 
Gegenden,  wo  noch  Mangel  an  Copien  sich  findet,  för  Herbei-* 
Schaffung  derselben  sorgt. 

Marburg,  den  23.  April  1849. 
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Iii t er ar ischer  Bericht 


Arithmetik. 


Sammlung  von  Inf  egra  Itafei  n  zum  Gebrauch  für  den 
Unterricht  an  der  Koni  gl.  Altgemeinen  Bauschule  und 
dem  Ktfnigl.  Gewerbe-Institut.  Im  Auftrage  des  Mini- 
steriums für  Handel,  Gewerbe  und  öffentliche  Arbei- 
ten bearbeitet  von  F.  Minding,  Doctor  der  Philosophie 
und  Professor  der  Mathematik  an  der  Universität  zu 
Dorpat.    Berlin  184«».  kl.  4.  1  Thlr.  5  Sgr. 

Wir  beeilen  uns  das  Erscheinen  eines  Werkes  anzuzeigen, 
durch  welches  einem  wahren  Bedürfnisse  sowohl  bei  dem  Unter- 
richte in  der  Integralrechnung  und  der  höheren  Mathematik  über- 
haupt, als  auch  bei  den  vielfachen  Anwendungen ,  welche  sich 
von  derselben  machen  lassen,  abgeholfen  wird.  Es  ist  bekannt, 
dass  schon  Leib  niz  vielfach  auf  die  grosse  Wichtigkeit  analyti- 
scher Tafeln  hingewiesen  hat;  für  keinen  Theil  derAnalysis  sind 
solche  Tafeln  aber  wichtiger  als  Tür  die  Integralrechnung.  Die 
ersten  lutegraltafeln  lieferte  der  um  das  Studium  der  Mathema- 
tik vielfach  verdiente  Meyer  Hirsch  im  Jahre  1810,  und  man 
kann  wohl  sagen,  dass  diese  Tafeln  den  Hauptinhalt  der  damals 
die  Integralrechnung  in  ihrer  Gesammtheit  reprasentirenden  Werke 
von  Hui  er  und  Lacroix  darstellten,  und  deshalb  allen  billigen 
Ansprüchen  entsprachen,  da  sie  jedenfalls  auch  für  den  prakti- 
schen Gebrauch  im  Ganzen  zweckmässig  eingerichtet  waren.  Diese 
Tafeln  von  Meyer  Hirsch  sind  nun  aber  Kehr  lange  vergriffen 
und  im  Buchhandel  nicht  mehr  zu  haben ,  was  wohl  jeder  Lehrer 
der  höheren  Analysia  und  mancher  Praktiker  schon  oft  unange- 
nehm empfunden  hat.    Wir  erinnern  uns  schon  einigemal  Ankün- 
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digungen  ueuer  Integraltafeln  gelesen  zir  haben ;  aber  keiu  solches 
projectirtes  Unternehmen  scheint  zur  Ausfahrung  gekommen  zu 
sein,  was  namentlich  rücksichtlich  der  Tafeln  zu  oedauern  ist, 
die,  so  viel  uns  noch  erinnerlich  ist  —  da  uns  in  diesem  Augen- 
blicke nicht  die  nöthige  Zeit  zu  genauem  literarischen  Nacnsu- 
chungen  zu  Gebote  steht  —  vor  einigen  Jahren  der  sehr  verdiente 
und  geschickte  Herr  Professor  Mntn  in  Linz  in  den  Astrono- 
mischen Nachrichten  ankündigte,  da  diese  Ankündigung  zu 
sehr  schönen  Hoffnungen  berechtigte.  Als  eine  neue  Ausgabe 
der  völlig  vergriffenen  Tafeln  von  Meyer  Hirsch  ist  nun  das 
vorliegende,  wohl  auch  in  demselben,  uur  an  einen  andern  Besi- 
tzer ubergegangenen  Verlage  erschienene  Werk  in  gewisser  Rück- 
sicht zu  betrachten,  wenn  auch  die  Gerechtigkeit  gegen  den  jetzi- 
gen Herrn  Verfasser  erfordert,  gleich  hier  zu  bemerken,  das« 
sein  Werk  eigentlich  eine  ganz  selbstständige  Arbeit  ist.  und  in 
vielen  Punkten,  die  wir  nun  etwas  naher  bezeichnen  wollen,  von 
seinem  Vorgänger  wesentlich  abweicht. 

Zuerst  billigen  wir  es  ganz,  dass  der  Herr  Verfasser  die  Me- 
thoden und  Formeln  zur  Zerlegung  der  gebrochenen  Functionen 
in  PartialbrAche ,  mit  denen  Meyer  Hirsch  seine  Tafeln  beginnt, 
ganz  weggelassen  hat,  weil  diese  jedenfalls  nur  in  die  Lehr- 
bücher der  Integralrechnung  gehören,  und  aus  denselben  erlernt 
werden  müssen.  Nicht  ganz  einerlei  Meinung  können  wir  mit  dem 
Herrn  Verfasser  darin  sein,  dass  auch  die  Rcductiousformeln, 
von  denen  in  der  Integralrechnung  so  häufiger  Gebrauch  gemacht 
wird,  und  für  welche  Meyer  Hirsch  daher  auch  eine  ziemlich 
vollständige  Tafel  geliefert  hat,  ganz  weggelassen  worden  sind, 
denn  wenn  allerdings  diese  Formeln  eigentlich  zu  den  Integra- 
tionsmethoden, und  deshalb  streng  genommen  in  eine  Samm- 
lung von  Integral  forme  In  nicht  gehören,  so  ist  es  jedoch  jeden- 
falls sehr  angenehm,  sie  in  den  altern  Täfeln  von  Meyer  Hirsch 
ihres  häufigen  Gebrauchs  wegen  au  einem  Orte  beisammen  zu 
finden.  Indes*  können  auch  in  diesem  Punkte  die  Lehrbücher, 
welche  die  Reductionsforirielri  nothwendig  enthalten  müssen,  leicht 
zur  Ergänzung  der  Tafeln  dienen,  und  wir  wünschen  daher  aus 
unserer  vorhergehenden  Bemerkung  keineswegs  einen  bestimmten 
Tadel  der  vorliegenden  neuen,  gewiss  sehr  verdienstlichen  Tafeln 
entnommen  zu  sehen,  da  dem  Herrn  Verlasser  wohl  auch  der 
auf  dem  Titel  angegebene  specielle  Zweck  derselben  gewisse 
Schranken  vorzeichnete.    Rücksichtlich  der  anderen  Abweichun- 

§en  von  den  älteren  Tafeln  von  Meyer  Hirsch  wollen  wir  nun 
en  jetzigen  Herrn  Herausgeber  selbst  redeu  lassen: 

„  Bei  Ausarbeitung  dieser  neuen  Tafeln  ist  der  im  Unterrichte 
bewahrte,  auf  stufen  weisen  Fortschritt  vom  Einfacheren  zum  Zu- 
sammengesetzteren gegründete  Plan  der  früheren  Tafeln  im  Gan- 
zen beibehalten  worden,  jedoch  mit  wesentlichen  Abnnderunccn, 
nämlich:  *  .  ° 

1.  Das  den  Tafeln  zu  Grunde  liegende  System  von  allgemei- 
nen tonnein  ist  in  seinen  einzelnen  Gliedern  mehr  entwickelt  und 
in  das  Ganze  verwebt  wordeu,  indem  theils  jeder  Tafel  die  ihr 
entsprechende  allgemeine  Formel,   nach  Umständen  jn  mehrern 
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Gestalten ,  vorangestellt  ist,  theils  die  mehrere  Tafeln  zugleich 
umfassenden  Formeln  an  den  gehörigen  Orten  eingeschaltet  sind. 

• 

2.  Die  Zurückweisungen  von  einer  Tafel  auf  die  andere  sind 
auf  ein  geringeres  Maas*  beschränkt  worden,  um  überall,  so  lange 
nicht  allzu  grosse  Weitläufigkeit  entstand,  vollständig  ausgerech- 
nete Formeln  vorzulegen. 

3.  Integrale,  welche  durch  sehr  nähe  liegende  Substitutionen 
in  andere  einfachere  übergehen,  sind  unter  der  einfacheren  Form 

f*  xm^lBx 

aufzusuchen.    Dies  gilt  namentlich  von  den  Formen  /  — 7~£T~~n  * 

a+baP+cr9*  m  ^er  cr8*en  Abtheilung,  welche  man  nur  dann 
unmittelbar  in  den  Tafeln  findet,  wenn  m  und  n  keinen  gemein- 
schafthehen  Theiler  haben,  so  dass  z.  B.  f  a^^x\  »n  der  Form 

ifä^fs^e^ in  der  Fo'ra  i/^V) u' 8-  *etuadeu 

wird.  Durch  diese  Unterscheidung  werden  viele  sturende  Wie- 
derholungen vermieden. 

- 

4.  Mehrere  Tafeln  über  bestimmte  Integrale  und  andere  wich- 
tige, erst  in  neuester  Zeit  entstandene  oder  verbreitete,  analyti« 
sehe  Entwicklungen  sind  in  der  vierten  und  fünften  Abtheilung 
hinzugefügt  worden.  Hier  konnten  auch  tlie  Beweise  der  Formeln 
nicht,  wie  in  den  andern  Abtheilungen  —  wo  sie  nämlich  durch 
Differentiation  der  Integrale  sich  von  selbst  ergeben  —  fibergan- 
gen werden ;  doch  sind  sie  möglichst  kurz  gefasst  worden ,  um 
die  tabellarische  Form,  so  weit  es  anging,  auch  hier  zu  bewahren. 

-  * 

An  verschiedenen  Stellen  sind  die  den  trigonometrischen  nach- 
gebildeten hyperbolischen  Functionen  gebraucht  worden,  nämlich 
der  hyperbolische  Sinus,  Cosinus,  Tangens,  Cotangens  von  x,  be- 
zeichnet durch  &inx,  Cof*,  <Ean$r,  Cotangx.  Man  bat  be* 
kanntlich 

_  c      e*+e~*    Ä.         e*— e-*   _  ein* 
<Lo\x  —  g  ,  Btnjr=  ^  »Cangx=  fof  j  * 

„   €öfx 

Ferner  Ütcns  (@in  =  x)  oder  Zvc  ©in  x  =  log  (x  +  V* + 


■A 


^^=»  2lcc  Cof.r  =  log  (x  +  V  :ra— 1) 
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Die  sonstigen  Bezeichnungen  sied  die  allgemein  üblichen. 

In  allen  diesen  Punkten  sind  wir  mit  dem  Herrn  Herausgeber 
vollkommen  einverstanden,  und  glauben  auch,  dass  er  bei  der  Mit- 
theilung verschiedener  neuer  Entdeckungen  und  Entwicklungen» 
durch  welche  die  Integralrechnung  in  neuester  Zeit  allerdings 
sehr  erweitert  und  bereichert  worden  ist,  meistens  das  für  den 
vorliegenden  Zweck  richtige  Maas«  getroffen  hat,  wie  8.  B.  ia 
der  fünften  und  letzten  Abtheilung  bei  den  Elliptischen  Functionen, 
wo  er  eich  seiner  eigenenAugabe  nach  hauptsächlich  anLegendre: 
Traite  des  Functions  e II ipti q ues.  Tome  I.  Paris,  1825. 
gehalten  hat,  wenn  freilich  auch  die  Tafel  den  gegenwärtigen  Zu- 
stand dieser  wichtigen  Lehre  nicht  vollständig  darstellt,  was  aber 
auch  nicht  möglich  gewesen  sein  würde,  ohne  dem  Buche  einen 
ganz  ungebührlichen  Unifan«  geben  zu  müssen,  weshalb  <ir,  wie 
Schon  erinnert,  rücksichtlich  des  hier  mit  Umsicht  inne  gehalte- 
nen Maasses  ganz  mit  dem  Herrn  Vf.  übereinstimmen.  Dasselbe 
gilt  von  den  (»ummafunetionen ,  dem  Integrallogarithmus,  den  Eu- 
ler sehen  Integral™  und  anderen  keinem,  wer  mit  den  neueren  Fort- 
schritten der  Integralrechnung  vollständig  vertraut  ist,  unbekann- 
ten bestimmten  Integralen,  wobei  wir  jedoch  im  Interesse  der 
Wissenschaft  an  sich  den  Wunsch  nicht  unterdrücken  können, 
dass  es  einmal  dem  Herrn  Vf.  oder  einein  andern  mit  deu  neue- 
ren Fortschritten  der  Integralrechnung  vollständig  vertrauten  Ge- 
lehrten gefallen  möchte,  ein  zweckmässig  geordnetes  vollständiges 
Verzeichniss  aller  bis  jetzt  gefundenen  bestimmten  Integrale,  also 
mit  anderen  Worten  eine  besondere  Tafel  der  bestimmtet)  Inte- 
grale zu  liefern,  mit  einer  kurzen  Nachweisung  der  Quellen,  wo 
sich  dieselben  entwickelt  linden;  so  viele  Schwierigkeiten  eine 
solche  Arbeit  auf  der  einen  Seite  haben  dürfte,  so  nützlich  würde 
sie  auf  der  andern  sein.  In  der  vorliegenden  Tafel  scheint  uns 
indess,  ohne  dieselbe  rücksichttScb  ihres  Zweckes  ungebührlich 
ausdehnen  zu  müssen,  auch  filr  die  bestimmten  Integrale  hinrei- 
chend gesorgt  zu  sein. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  nun  bloss  noch  bemerken,  dass  wir 
allerdings  in  einer  Beziehung  noch  eine  Vervollständigung  der 
vorliegenden  Tafeln  gewünscht  hätten,  die  denselben  auch  ohne 
zu  grosse  räumliche  Ausdehuung  derselben  leicht  hätte  gegeben 
werden  können,  und  nach  unserer  Meinung  auch  namentlich  dem 
auf  dem  Titel  angegebenen  speciellen  Zwecke  dieser  Tafeln  sehr 
förderlich  gewesen  sein  würde.  Man  weiss  nämlich,  wie  unge- 
mein wichtig  für  alle  Anwendungen  der  Integralrechnung  die  Me- 
thoden zur  näherungsweisen  Ermittelung  bestimmter  Integrale  sind. 
Fassen  wir  z.  B.  nur  einen  für  Deutschland  gerade  gegenwärtig 
überaus  wichtigen  Gegenstand,  die  Schiffsbaukunst  und  das  Schifft 
manoeuvre,  ins  Auge,  so  linden  die  genannten  Methoden  z.  B. 
bei  der  Bestimmung  des  eubischen  Inhalts  der  Schiffe,  der  Schiffs- 
aichung,  der  Bestimmung  dos  Wassernasses,  bei  der  Ermittelung 
des  Schwerpunkts,  der  so  höchst  wichtigen  Stabilität  der  Schiffe, 
ihrer  Trägheitsmomente  Behufs  des  Schwankens  und  Stampfens 
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der  Schiffe  (ronlis  et  tangages),  selbst  auch  des  Widerstandes 
u.  s.  w.  die  wichtigste  Anwendung,  und  überhaupt  in  keinen  Theil 
der  Schiffsbaukunst  ist  eine  gehörig  wissenschaftlich  begründete 
Einsicht  möglich,  ohne  eine  vollständige  Kenntnis*  der  zur  Er- 
mittelung der  Werthe  bestimmter  Integrale  erforderlichen  Metho 
den  zu  besitzen.  Wenn  sich  nun  auch  freilch  von  diesen  Metho- 
den gewissermassen  dasselbe  sagen  lässt,  was  oben  von  den 
Methoden  zur  Zerlegung  der  gebrochenen  Functionen  in  einfache 
Brüche  und  von  den  Reductionsformeln  gesagt  worden  ist,  so  hät- 
ten wir  doch  gewünscht,  dass  wegen  ihrer  so  überaus  grossen 
Wichtigkeit  für  alle  Anwendungen  der  Integralrechnung: 

1.  den  Formeln  und  numerischen  Coefficienten  von  Cotes 
(Aestimatio  errorum  in  mixta  mathesi  etc.  auetore  Ro- 
gero  Cotes.  Lemgoviae.  1708.  8.  p.  86.  in  der  besonderen 
Abhandlung:  De  methodo  di ffer enti al i  N e wtoniana.); 

2.  den  mit  diesen  Cotesischen  Formeln  in  naher  Beziehung  ste- 
henden, mich  unserer  Meinung  eben  so  wichtigen  Correctionsfor- 
mein  und  numerischen  Coeflicienten  von  Stirling  (Methodus 
d ifferential  is:  sive  Tractatus  de  sumraatione  et  inter- 
polatioue  serierum  infinitarum.    Londini.  1739.  pag. 


und  endlich 

3.  den  berühmten  Formeln  und  numerischen  CoefGcicnten  von 
Gauss  (Methodus  nova  integralium  valores  per  appro- 
xi  ran  tionein  inveniendi  in  den  Commentationes  socie- 
tatis    regiae    scieutiarum   Gottingensis  recentiores. 


wichtige  Erweiterung  der  Cotesischen  Formeln  zu  betrachten  sind} 

eine  besondere  Tafel  gewidmet,  und  die  Art  der  Anwendung 
dieser  Formeln  kurz  erklart  und  etwa  durch  ein  Paar  Beispiele 
erläutert  worden  wäre,  wodurch  gewiss  der  sehr  zu  wünschenden 
Einführung  dieser  Formeln  in  die  verschiedenen  Zweige  der  Pra- 
xis wesentlicher  Vorsehub  geleistet  worden  wäre;  auch  würde 
eine  kurze  Hindeutung  auf  die,  als  ganz  specielle  Falle  der  obi- 
gen Formeln  zu  befrachtenden  Formeln  von  Simpson  oder 
Chapman,  die  schon  in  der  Praxis  allgemein  Eingang  gefun- 
den haben,   ohne  zu  vielen  Raum  in  Anspruch  zu  nehmen,  zu 

§eben  leicht  möglich  gewesen  sein.  Vielleicht  entschliesst  sich 
er  Herr  Verfasser,  seine  Tafel  durch  eine  kleine,  in  gleichem 
Format  gedruckte  Tafel  aller  dieser  Formelo  noch  zu  vervollstän- 
digen ,  die  dann  jeder  Besitzer  des  voi liegenden  Buchs  demsel- 
ben leicht  noch  anbinden  lassen  kann. 

Wir  schliessen  mit  der  bestimmten  Hoffnung,  dass  das  vor- 
liegende Buch,  welches  einem  wesentlichen  Bedürfnisse  auf  zweck- 
mässige Weise  abhilft,  viele  Käufer  und  eine  weite  Verbreitung, 
die  es  in  der  That  auch  vollkommen  verdient,  finden  wird.  Der 
Druck  und  überhaupt  die  äussere  Ausstattung  ist  sehr  schon,  und 
die  Zahl  der  S.  V  und  S.  VL  angezeigten  Druckfehler  ist  mit 
Rücksicht  auf  die  Schwierigkeit  des  Drucks  nicht  gros«. 


39.),  welche  als  eine  höchst 
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Programm  des  Herzoglichen  Realgymnasium«  »u 
Gotha,  herausgegeben  Ostern  1849.  Innalt:  Elemen- 
tare Entwicklung  der  Gaussiichen  Methode,  die 
Werthe  begrenzter  Integrale  durch  Näherung  tu  fin- 
den.   Vom  'Prof essor  Bretschneider. 

Der  Herr  Verfasser  hat  in  dieser  ausgezeichneten,  eine  wei- 
tere Bekanntwerdung  sehr  verdienenden  Schulschrift  eine  elemen- 
tare Entwickelung  der  berühmten  Gaussischen  Methode»  die 
Werthe  begrenzter  Integrale  zu  finden  (Methodus  nova  integralium 
valores  per  approximationem  iuveniendi  in  den  «Comm.  Soc.  Reg. 
Gott.  recen|.  Vol.  III.  1816.  p.  39.)  gegeben,  und  sich  dadurch 
um  die  weitere  Verbreitung  dieser  auch  fiTr  die  Praxis  sehr  wich- 
tigen Methode,  welche  die  Cotesischeu  Formeln  unter  sich  be- 
greift, ein  sehr  wesentliches  Verdienst  erworben,  weil  das  Stu- 
dium der  Gaussischen  Abhandlung  wegen  der  vielen  darin  ange- 
wandten analytischen  Kunstgriffe,  die  meistens  ziemlich  versteckt 
liegen ,  mit  manchen  Schwierigkeiten  verknüpft  ist  Auch  bat  der 
Herr  Verfasser  in  dieser  Abhandlung  einen  Beweis  a  priori  ge- 
geben, dass  die  Endpunkte  der  Abscissen  von  den  Grenzen  paar- 
weis gleichweit  entfernt  sind,  welcher  sich  in  der  Gaussischen 
Abhandlung  nicht  findet,  und  ist  auch  in  der  allgemeinen  Bestim- 
mung der  Coefficienten  der  transformirten  Gleichung  Nr.  15.  8.  9. 
seiner  Schrift  weiter  gegangen  als  die  Abhandlung  von  Gauss. 
Wir  wünschen  daher  dieser  sehr  verdienstlichen  Schrift,  welche 
der  Herr  Verfasser  vielleicht  künftig  noch  einmal  weiter  ausar- 
beiten wird,  eine  möglichst  weite  Verbreitung,  und  namentlich 
auch  eine  Berücksichtigung  von  Seiten  der  Praktiker,  die  bei  der 
näherungsweisen  Bestimmung  der  Werthe  bestimmter  Integrale 
diese  allgemeine  Methode,  und  die  in  derselben  liegenden  spezi- 
ellen Methoden  häufiger  als  bisher  aowenden  sollten. 


Geometrie. 

In  dem  Programm  der  Realschule  im  Waisenbause  zu  Halle 
bat  Herr  Dr.  A.  Wiegand  S.  42.  —  S.  48.  die  wichtigsten  der 
in  Prima  gegebenen  geometrischen  und  trigonometrischen  Aufga- 
ben mitget heilt,  welches  jedenfalls  eine  sehr  nachahmungswerthe 
Einrichtung  ist,  weil  dadurch  die  verschiedenen  Lehranstalten  sich 
gegenseitig  besser  kennen  lernen,  und  man  auf  diese  Weise  nach 
und  nach  eine  sehr  werthvolle  Sammlung  mathematischer  Uebungs- 
aufgaben  erhalten  muss,  die  sich  zugleich  dadurch  besonders 
empfiehlt,  dass  die  in  derselben  enthaltenen  Aufgaben  sämmtlich 
in  der  Praxis  sich  als  Bildungsmittel  wirklich  t>ewährt  haben. 
Dem  Herrn  Dr.  Wiegand  werden  daher  mit  uns  'sich  gewiss 
auch  noch  andere  Lehrer  für  diese  Öfter  zu  wiederholenden  Mit 
theilungen  verpflichtet  fühlen. 
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Astronomie. 

- 

Storia  Celeste  del  R.  Osservatorio  di  Palermo  da| 
1792  alt8l3.  Parte  sec ouda  1 803  —  1813.  Tomo  set- 
timo  1805  —  1806.  Vienna  1848.  4.  Auch  unter  dem 
Xitel:  Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
herausgegeben  von  C.  L.  von  Littron,  Director  der 
Sternwarte  und  C.  Professor  der  Astronomie  an  der 
k.  k.  Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Ad- 
iunct  der  Sternwarte.  30ster  Theil.  Neuer  Folge  lOr 
Band.  Enthaltend  Piazzi's  Beobachtungen  in  den  Jah- 
ren 1805  und  1806.  Wien.  1848.  4.  (M-  vergl.  Literar.  Ber. 
Nr.  XLIV.  S.  626.) 

Wir  freuen  uns  sehr,  auch  in  der  jetzigen,  den  Wissenschaf- 
ten weniger  günstigen  Zeit  wieder  eine  Fortsetzung  dieses  müh- 
samen, aber  für  die  Wissenschaft  wichtigen  Wertes  anzeigen  zu 
können,  und  wünschen  dem  trefflichen  Herrn  Herausgeber  von 
Herzen,  dass  es  ihm  gelingen  möge,  dasselbe  bald  glücklich  zu 
Ende  zu  führen,  wofür  ihm  der  Dank  aller  Astronomen  nicht  ent- 
gehen wird. 


Physik. 

Jahresbericht  über  die  Fortschritte  der  reinen, 
pharniaceutischen  und  technischen  Chemie,  Mineralo- 
gie und  Geologie.  Unter  Mitwirkung  von  H.  Buff,  E. 
Dieffenbach,  C.  Ettling,  F.  Knapp,  H.  Will,  F.  Zam- 
miner  herausgegeben  von  Justus  Li  eh  ig  und  Her  mau  n 
Kopp.  Für  1847  und  1848.  Erstes  Heft.  Glessen.  184D. 
8.    1  Thlr. 

Wenn  auch  dieser  Jahresbericht,  wie  es  seinem  Titel  nach 
scheint,  hauptsächlich  die  Chemie  in's  Auge  fassen  dürfte,  so 
verbreitet  er  sich  doch  auch,  wie  schon  das  vorliegende  erste 
Heft  deutlich  zeigt,  sehr  ausführlich  über  die  Fortschritte  der 
Physik  in  dem  auf  dem  Titel  angegebenen  Zeiträume,  und 
derselbe  darf  daher  in  diesem  Literarischen  Berichte  nicht  uner- 
wähnt bleiben.  Ja  wir  können  selbst  sagen,  dass  er  uns  von 
allen  derartigen  Büchern,  die  uns  bis  jetzt  zu  Geeicht  gekommen 
sind,  so  viel  Verdienstliches  dieselben  auch  übrigens  haben  mö- 
gen, insbesondere  auch  seiner  grossen  Vollständigkeit,  und  der  Um- 
sicht halber,  mit  welcher  er  augenfällig  gearbeitet  ist,  am  besten  ge- 
fallen hat,  weshalb  wir  ihn  allen  Lesern  des  Archivs  ganz  beson- 
dere empfehlen.  Von  unserm  wissenschaftlichen  Standpunkte 
geschiebt  dies  auch  hauptsächlich  noch  deshalb,  weil  er 
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mehr  als  irgend  ein  anderes  Buch  dieser  Art  die  mathematische 
Seite  der  Physik  mit  grosser  Umsicht  berffcksichtigt,  und  die 
Resultate  der  mathematiseheo  Untersuchungen  oder  der  mit  Hülfe 
des  Caiculs  geführten  Experimentaluntersuchungen  so  weit  mit- 
theilt,    dass   man  eine  deutliche  Einsicht  in  deren  eigentlichen 
Zweck  erhält,  und,  wenn  man  es  Behufs  irgend  einer  vorhalten- 
den Untersuchung  für  nöth'uj  finden  sollte,  immer  leicht  au  deu 
ursprünglichen  Quellen  zurückzugehen  im  Stande  ist.    Wir  spre- 
chen es  daher  mit  voller  Zuversicht  aus,  dass  wir  diesen  Jahres- 
bericht namentlich  für  jeden  mathematischen  Physiker  lur  ein  un- 
entbehrliches Hfl Ifsmittel,  und  hei  Weitem  für  das  zweckraässigste 
Buch  dieser  Art  halten,  was  bis  jetzt  existirt;  dies  hier  zu  be- 
merken, war  um  so  mehr  nöthig,  weil  der  Titel  des  Buchs  leicht 
gerade  zu  der  entgegengesetzten  Ansicht  —  dass  nämlich  die 
mathematische  Seite  der  Physik  wenig  Beachtung  in  demselben 
gefunden  habe  —  verleiten  konnte.    Die  mathematische  Physik 
wird  und  muss  es  den  geehrten  und  verdienten  Herren  Heraus- 
gebern ganz  besonders  Dank  wissen,  dass  sie  sich  ihrer  so  sorg- 
faltig, und  bei  Weitem  mehr  als  alle  bisherigen  Herausgeber  ähn- 
licher Bücher,  angenommen  haben.    Wir  sehen  daher  auch  den 
folgenden  Hellen,  für  welche  z.  B.  noch  der  grösste  Tbeil  der 
mathematischen  Optik  zurück  ist,  mit  grossem  Verlangen  entge- 
gen,  und  wünschen  sehr,   dass  dieselben  recht  bald  erscheinen 
mögen.    Um  unser  vorhergehendes  Urtheil  zu  bestätigen ,  wollen 
wir  namentlich  für   Leser  im  Auslande,  denen  das  Buch  nicht 
selbst  sogleich  durch  den  Buchhandel  in  die  Hunde  kommt,  den 
Inhalt  des  vorliegenden  Hefts  vollständig  angeben:  „ Molecu I ar- 
wirkungen.    Abhängigkeit  der  Cohäsion  der  Flüssigkeiten  und 
der  Capillaritätshöhe  von  der  Temperatur.  Veränderung  der  Form 
der  Oberfläche  von  Flüssigkeiten  durch  andere.  Capillarsenkung 
des  Quecksilbers.  Endosmose.  — -  Atom  lehre.  Kristallisation. 
Kristallographie.   Beziehungen  zwischen   Zusammensetzung  und 
Krvstallform;  Isomorphismus,  Dimorphismus.  Specifisches Gewicht; 
Bestimmung  desselben  bei  festen  Körpern .  Flüssigkeiten  und  Ga- 
sen. Beziehungen  zwischen  Zusammensetzung  und  spec.  Gewicht. 
—  Spec.  Volum.  —   Wärmelehre.  Wärmequellen;  Wärmeent- 
wickelung hei  chemischen  Verbindungen.  Mechanisches  Aequiva- 
lent  der  Wärme.    Ausdehnung  durch  die  Wärme.  Specinsche 
Wärme;  Schmelzen,  latente  Schmelzwärme.  Sieden;  latente  Dampf- 
wärme.  Beziehungen  zwischen  chemischer  Zusammensetzung  und 
Siedepunkt.  Spannkraft  der  Dämpfe;  Thaubildung;  hygrometnsche 
Apparate.  Wärmeleitung.  Wärmestrahlung.  —  Bewegungslehre. 
Uener  Kräfte  im  Allgemeinen.  Gleichgewicht  starrer  Korper,  Ela- 
sticität  und  Festigkeit-    Gleichgewicht  tropfbarer  Flüssigkeiten; 
Zusammendrückbarkeit  derselben.  Gleichgewicht  gasförmiger  Flus* 
sigkeiten;   Zusammendrückbarkeit  derselben.    Allgemeine  Bewe- 
gungslehre. Bewegung  starrer  Korper.  Bewegung  tropfbar  flüssiger 
Körper.  Bewegung  gasförmiger  Körper.  Dynamik  der  Erde.  The- 
orie der  Maschinen.  Apparate.  —  Akustik!  Schallgeschw  indigkeit. 
Tonschwingungen  von  Stäben  und  Saiten.   Töne  durch  den  elek- 
trischen Strom  veranlasst  Physiologische  Akustik.  Apparate.  — 
Optik.  Lichtquellen.  Theorie 'des  Lichtes.  Gradlinige  Fortpflan- 
zung des  Lichtes;    Aberration,  Interferenz,  Beugung.  Zurfick- 
werfung  des  Lichtes;  Polarisation.  New'tonsche  Farbenrroge.  Iri 
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wen.  Einfache  Brechung  de«  Lichtes.  Farbenzerstreuung.  Natür- 
liche Farben.  Doppelte  Brechung;  Polarisation  durch  doppelte 
Brechung.  Optik  der  Atmosphäre.  Optische  Apparate.  Physiologi- 
sche 0|>tik,  Bau  und  optische  Eigenschaften  des  Auges.  Gesichts- 
fehler. Theorie  des  Sehens.  Subjective  Farben.  Optische  Täu- 
schungen. Chemische  Wirkungen  des  Lichtes.  Chemische  Wirkun- 
gen der  verschiedenen  Farbenstrahlen.  — 

Wir  wünschen  schliesslich  nochmals  recht  sehr,  dass  dieses 
verdienstliche  Unternehmen  einen  ungehinderten  und  schnellen 
Fortgang  haben  möge,  und  empfehlen  es  namentlich  auch  allen 
denen,  welchen  keine  grössere  Bibliothek  zu  (iehoto  steht,  folglich 
insbesondere  auch  Lehrern  an  höheren  Unterrichtsanstalten  je- 
der Art. 


Vermischte  Schritten, 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.   (S.  Literar.  Ber.  Nr.  XLVM. 

S.  676.). 

Fünftes  Heft.  S.  6.  Haidinget.:  Ueber  die  Ursachen  der 
Erscheinung  der  Polarisationsbüschel.  —  S.  53.  Koller:  Nach- 
richt Aber  das  am  18.  October  in  Kremsmünster  gesehene  Nord- 
licht. —  S.  55.  Kreil:  Bestimmung  einiger  Längenunterschiede 
mittelst  des  elektrischen  Telegraphen. —  S.  69.  Burg:  Ueber  die 
am  27.  Juli  I.  J.  auf  der  Kaiser  Ferdinands-Nordbahn  Statt  gefun- 
dene Explosion  der  Locomotive  „Jason".  —  S.  103.  Schön- 
bichlers Multipltcationsregister.  —  S.  133.  Reslhuber:  Beob- 
achtungen während  der|  Nordlichter  am  18.  October  und  17.  No- 
vember 1843  auf  der  Sternwarte  zu  Kremsmünster. 

Jahrgang  1849.  Jänner-Heft.  S.  8.  Schrötfer:  Ueber 
Wagen  des  Mechanikers  Kusche.  Eine  Wage  dieses  Künstlers, 
welche  nur  34.  Fl.  U>M.  kostet,  zeigt  bei  einer  Belastung  von 
Einem  Pfund  auf  jeder  Schale  noch  fünf  Milligramme  deutlich 
an.  —  S.  16.  Gintf:  Antrag  zur  Hilfeleistung  bei  der  Einrichtung 
der  meteorologischen  Observatorien.  —  S.  28.  Baumgartner: 
Vorschlag  zur  Veranlassung  einer  Telegranhenlinie  zwischen  Klo- 
sterneuburg und  Wien.  —  8.  29.  Kreil:  Entwurf  eines  meteoro- 
logischen rJeobachtungssvstems  für  die  österreichische  Monarchie. 
III  Abschnitt.  * 
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The  Cambridge  and  Dublin  niathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F.  R.  S.  E.  Vergl.  Lite- 
rat. Bericht  Nr.  XLVIIL  S.  675. 

No.  XX.  Mathematical  Note.  Continued.  —  On  Symbolical 
Geornetry.  Continued.  By  Sir  William  Rowan  Hamilton.  — 
On  the  Triple  Tangent  Planes  of  Surfaces  of  the  Third  Order. 
By  Arthur  Cayley.  —  On  the  Order  of  certain  Systems  of 
Algebraical  Equations.  By  Arthur  Cayley.  —  On  a  Point  in 
tbe  Solution  01  Linear  Differential  Equatinns.  By  Augnstus  De 
Morgan.  — On  the  Relation  between  Different  Cnrves  and  Cones 
connected  with  a  Series  ofConfocal  Ellinsoids.  ByJohnY.  Rut- 
led ge.  —  On  the  Focal  Generation  of  Surfaces  on  tbe  Second 
Order.  By  the  Rev.  Wm.  A.  Willock.  —  Exercices  in  Quater- 
nions.  By  Sir  William  Rowan  Hamilton.  —  On  the  Equili- 
brium  of  a  Floating  Body.  By  Richard  Townsend.  —  On 
the  Cone  Circumscribing  a  Surface  of  the  m»*»  Order.  By  the 
Rew.  George  Salmon.  —  On  Geodesic  Lines  traced  on  an  Sur- 
face of  the  Second  Degree.  By  Andrew  S.  Hart.  —  On  Attrac- 
tions,  and  on  Clairaut's  Theorem.  By  G.  G.  Stokes.  —  No. 
XXI.  will  be  published  on  the  Ist  of  November ,  1849. 
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(Die  interessanten  Mitthellungcn  nns  Johann  Bcrnoutli's  eignen  Auf- 
zeichnungen über  sein  Leben  haben  in  dieser  Nummer  des  Literarischen 
Berichts  so  viel  Kaum  eingenommen .  dn*s  verschiedene  erschienene, 
zum  Theil  nichtige  Schriften  haben  für's  Krste  noch  zurückgelegt  wer- 
den mästen;  in  der  nächsten  Nummer  des  Liter.  Berichts  werden  aber 
alle  diese  Schriften  angezeigt  werden). 


Arithmetik. 

Lehrbuch  der -Differential  -  und  Integralrechnung 
von  Navier,  Mitglied  der  Akademie,  Professor  an  der 

toly technischen  Schule  zu  Paris  etc.  Mit  Zusätzen  von 
iouville.  Deutsch  herausgegeben,  und  jnit  einer  Ab- 
handlung der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  beglei- 
tet von  Dr.  Theodor  Wittsteiti.  Zweiter  Hand.  Hanno- 
ver. 1849.  8.    1%  Thlr. 

Wir  freuen  uns,  das  Erscheinen  des  zweiten  Theils  dieser 
vorzüglichen  Uebersetzung  desliesuuie  des  lecons  d'Analysc 
donnees  a  lecolc  polytech nique  i»ar  M.  Navier.  Paris. 
1840.  1841.  anzeigen  zu  können,  welchem  ganz  dasselbe  zur 
Empfehlung  dient,  was  im  Liter.  Ber.,  Nr.  XLlX.  S.  COD.  von  dem 
ersten  Theile  gesagt  worden  ist.  Die  Zusätze  haben  folgende 
Uebersehriften:  I.  der  liest  der  Taylor'schen  und  der  Maclaurin- 
sehen  Reihe.  11.  Brüche,  welche  unter  die  Torrn  ?  fallen.  III. 
Die  Euler'schcn  Integrale.  IV.  Angenäherte  Berechnung  des  Pro- 
dukts 1 .2.3.4.. ..o-,  wenn  x  sehr  gross  ist.  V.  Anwendung  der 
Theorie  der  doppelten  Integrale  auf  den  Beweis  eines  Lehrsatzes 
der  Algebra.    (Es  ist  dies  nämlich  der  berühmte  dritte  Beweis 
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des  Fundamentaltheorems  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichun- 
gen von  Ciauss  in  den  Co  mm.  soc.  scientiar.  Gottingen - 
sis  recentior.  Tom.  III".).  VI.  Integration  einer  gewissen  Gat- 
tung von  Differentialgleichungen.  Endlich:  Die  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  von  dem  Herrn  Uebersetzer.  hei  deren  Darstellung, 
was  hauptsächlich  die  theoretischen  Grundlagen  betrifft,  der  Herr 
Liebersetzersith  vorzugsweise  au  die  Grundzüge  der  Wahr 


sehe i n  I ich  kei  tsre ch nung  von  Hagen.  1837.  gehalten  hat, 
wobei  aber  doch  die  ganze  Arbeit  als  eine  eigentümliche  Arbeit 
des  Herrn  Uebersetzers  zu  betrachten  ist.  Die  Darstellung  dieser 
tiir  die  praktische  Anwendung  so  wichtigen  Lehre  ist  senr  deut- 
lich, und  verleiht  dem  Buche,  welches  vorzüglich  bestimmt  ist, 
um  auf  einer  praktischen  Lehranstalt  als  Grundlage  för  die  Vor- 
lesungen gebraucht  zu  werden,  ausser  seinen  sonstigen  Vorzügen 


die  leider  immer  noch  manche  aus  einer  nicht  vollständigen 
Kenntniss,  oft  aber  auch  aus  völliger  (Jnkenntniss  der  Sache  her- 
vorgegangene Widersprüche  von  Leuten,  die  den  alten  Schlendrian 
lieben,  erfahren  muss,  vollständig  vertraute  Herr  Uebersetzer 
Alles  geleistet,  was  man  von  einer  solchen  Arbeit  billiger« eise 
verlangen  kann;  und  diese  Uebersetzung  wird  daher  auch  das 
Ihrige  zu  der  sehr  zu  wünschenden  immer  allgemeinem  Verbrei- 
tung der  neuern  Behandlongs weise  der  Analysis  jedenfalls  bei- 
tragen. 

Lehr-  und  Handbuch  der  Algebra,  verfasst  für  den 
Unterricht  an  der  k.  k.  Ingenieurs- Akademie  in  Wien, 
gleichzeitig  für  das  Selbststudium  eingerichtet.  Von 
Dr.  Alexander  Morgante.  Wien  184.9.  8.  t  Thlr.  15  Sgr. 

Ein  deutliches  Lehrbuch  mit  recht  vielen  zweckmässigen 
Uebungsaufgaben ,  das  seinem  Zwecke  wohl  entsprechen  wird. 


Physikalisches  Lexicon.  Encyklopädie  der  Physik 
und  ihrer  Hilfswissenschaften:  der  Technologie,  Che- 
mie, Meteorologie,  Geographie,  Geologie,  Astrono- 
mie, Physiologie  etc.  na  eh  dem  Grade  ihrer  V  er  wandt* 
schaft  mit  der  Physik.  Zweite  An  Hage.  Von  Oswald 
Marbach.  Erste  Lieferung.  Leipzig  1849.  8. 

WTir  dürfen  dieses  Werk  als  aus  seiner  ersten  Auflage  hin- 
reichend bekannt  voraussetzen,  und  begnügen  uns  daher  zu  be- 
merken, das«  diese  neue  A«flnpe  mehr  als  eine  solche,  nämlich 


Physik. 
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als  eine  völlige  Umarbeitung  der  ersten  Auflage  zu  betrachten  ist, 
wobei  der  Herr  Verfasser  das  Werk  einem  streng  wissenschaftli- 
chen »Standpunkte  noch  näher  als  in  der  ersten  Auflage  zu  führe u 
beabsichtigt,  und  daher  in  dem  Vorworte  den  Namen  eines  „po- 
pulären Werks"  —  diesen  Ausdruck  in  der  meistens  gewöhnli- 
chen Bedeutung  genommen  —  zurückweist.  So  viel  sich  nach  der 
ersten  Lieferung  urtheilen  lässt  ,*  scheint  die  Bearbeitung  der  ein* 
zelnen  Artikel,  wenn  auch  in  Rücksicht  auf  Ausführlichkeit  etwas 
ungleich,  für  alle  diejenigen,  denen  das  grosse  Gehler'sche  Wor- 
terbuch entweder,  namentlich  rücksichtlich  der  Anwendung  der 
Mathematik,  zu  weit  geht,  oder, zu  tbeuer  ist,  ganz  zweckmässig 
zu  sein,  worüber  sich  jedoch  erst  sicherer  urtheilen  lassen  wird, 
wenn  eine  grossere  Anzahl  von  Lieferungen  vorliegt. 

>  _ 

Die  periodischen  Sternschnuppen  und  die  Resul- 
tate ihrer  Erscheinungen,  abgeleitet  aus  den  wahrend 
der  letzten  10  Jahre  zu  Aachen  angestellten  Beobach- 
tungen, von  E.  Heis,  Oberlehrer  der  Mathematik,  Phy- 
sik und  Chemie  an  der  kombinirten  höheren  Bürger- 
und Provinzial -4?e  werbschule  zu  Aachen.  Cöln  1849. 
4.    10  Sgr. 

Eine  sehr  lesenswertbe  Schrift,  welche  ausser  ihrem  auf  dem 
Titel  angegebenen  Hauptinhalte  auch  lehrreiche  Betrachtungen 
über  Sternschnuppen  im  Allgemeinen,  namentlich  über  die  perio- 
dischen, und  eine  ziemlich  ausfuhrliche  und  sehr  deutliche  Dar- 
stellung der  von  dem  Herrn  Verfasser  befolgten  Methode  zur 
Beobachtung  der  Sternschnuppen,  Aufsuchung  ihrer  Richtung  und 
ihres  Ausgangspunktes,  und  zur  Bestimmung  der  wahren  Bahn 
der  Sternschnuppen  aus  correspondirendeu  Beobachtungen  enthalt. 
Insbesondere  in  letzterer  Beziehung,  abgeseheu  von  den  aus  den 
in  Aachen  angestellten  Beobachtungen  und  Rechnungen  gewonne- 
nen Resultaten ,  die  am  Ende  übersichtlich  zusammengestellt  wor- 
den sind,  verdient  die  Schrift  allen  denen,  die  sich  gelbst  mit 
Beobachtungen  der  Sternschnuppen  zu  beschäftigen  gedenken,  zur 
Beachtung  recht  sehr  empfohleu  zu  werden. 


Vermischte  Schriften. 

Mittheilungen  der  naturforschenden  Gesellschaft 
in  Bern.  Nr.  131.  bis  Nr.  155.  (Vom  15.  Juli  1848.  bis 
31.  Mfirz  1849.) 

(M.  vergl.  Literar.  Ber.  Nr.  XLV1II). 

L.  Schläfli,  Ueber  eine  durch  zerstreutes  Licht  bewirkte 
Interferenzerscheinung  (Nr.  131.  uud  132.). 
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Derselbe,  Ueber  die  einfachste  Art,  die  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung,  durch  welche  die  Störungen  der  ellip- 
tischen Elemente  einer  Planetenbahn  bestimmt  sind ,  auszudrücken. 
(Nr.  131.  und  132.). 

M.  Perty,  Ueber  die  Entwicklung  einiger  Infusorien.  (Nr.  133. 
und  134.). 

R  Wolf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  (Neue 
Gestaltung  der  Sternwarte).  (Nr.  135.). 

Derselbe,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz. 

Dieser  sehr  werthvoUe  Aufsatz  enthält  Bruchstücke  aus  einer  Le- 
bensbeschreibung Johann  1  Bernoulli  s,  die  .  Johann  Bernoulli 
selbst  aufgesetzt  bat.  Diesen  Lebensabriss  theilen  wir  im  Folgen- 
den vollständig  mit,  da  er  jedenfalls  für  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik von  Wichtigkeit  ist.  Sollte  Herr  R»  Wolf  noch  mehrere 
dergleichen  Bruchstücke  auffinden,  so  würde  er  durch  deren  Mit- 
theilung die  Mathematiker  sich  gewiss  in  hohem  Grade  ver- 
binden. 

Erinnerungen  an  Johann  I  Bernoulli  aus  Basel- 

Von  Herrn  R.  Wolf  in  Bern. 

» 

Bereits  sind  100  Jahre  seit  dem  Tode  Johann  I  Bernoulli  ver- 
flossen; über  noch  immer  lebt  der  Name  dieses  Mannes,  den 
seine  Zeitgenossen  als  ihren  Archimedes  verehrten,  der  während 
mehr  als  M\  Jahren  die  Hauptstütze  mathematischer  Bildung  und 
Forschung  war,  —  der  Euler,  Varigiion,  Daniel  Bernoulli,  Hos- 
pital, Haller,  Maupertuis,  König,  Kramer,  Joh.  Gessuer  etc.  zu 
Schülern  hatte ,  im  Andenken  jedes  Gebildeten ,  dem  die  Mathe- 
matik und  ihre  Anwendungen  nicht  völlig  fremd  sind,  fort,  und 
die  Veröffentlichung  folgender  Bruchstücke  einer  von  Johann  I 
Bernoulli  selbst  planirten  Lebensbeschreibung,  weicheich  unlängst 
aus  Basel  erhalten  konnte,  darf  sich  somjt  wohl  einigen  Beifall 
versprechen : 

„Je  na. j iiis  ä  Bälc  le  27.  Juillet  v.  St.  1667,  etent  le 
„lOmc  enfant  de  mon  pere  Nicolas  Bernoulli  et  de  ma  mere 
„Mareuerite  Schönauer,  qui  se  sont  donne  tout  le  soin  de 
„me  liien  elever,  tant  daus  la  religion  que  dans  les  bonnes 
„moeurs.  Si  je  n'en  ai  pas  bien  profite,  ce  n'est  pas  leur 
„faute  mais  la  mienne," 

Nachdem  er  die  öffentlichen  Schulen  seiner  Vaterstadt  be- 
sucht hatte,  wurde  er  nach  Neuenburg  geschickt,  um  den  Handel 
und  die  französische  Sprache  zu  erlernen : 

„Mais  Dieu,  qui  m'avait  destine*  a  un  autre  genre  de 
,,vie,  me  fit  retourner  dans  la  pntrie  au  bout  d  un  an  pour  y 
,,continuer  les  etudes  des  helles  lettres  et  des  scicuccs.  L  an 
„1685  je  fus  cree  Magister  ou  doctcur  cn  nhilosophic,  anres 
„avoir  recu  un  an  et  demi  auparavant  le  degrö  de  ßachelier; 
„ce  fut  pendant  ce  temps  qua  Limitation  et  IWlinatioo  de 
,,feu  mon  frere  Jaqucs  Bernoulli,  je  commencai  ä  m'appliquer 
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„a  l'etude  des  mathematiqucs :  le  plaisir  singulier  que  je  sen- 
„tou  flans  cette  belle  et  divine  sein  nee  ni'y  fit  faire  des  pro- 
pres avec  une  rapidite  incroyable.  Car  en  nioins  de  deux 
„ans  non  seulement  je  m'etais  renda  famitier  presque  touts 
„les  anciens  autenrs  qui  ont  ecrit  «ur  les  mathematiques,  mais 
„aussi  les  modernes,  comme  la  geometrie  de  Descartes  etson 
„algebre  avec  ses  commentaires.  Apres  ces  commencemens, 
„par  un  hazard  imprfvu  nous  tombames  conjointement  mon 
„irere  et  moi  sur  un  petit  ecrit  de  Mr.  Leibnitz  insere1  dans 
„les  acte«  de  Leipzic  de  1684,  ou  en  5  ou  6  patres  seule- 
„ment  il  donne  une  ide*e  fort  lagere  du  calcui  difftrentiel, 
„ce  qui  4tait  une  eVigme  plutöt  qu'une  expltcation;  mais  c'en 
„etait  assez  pour  nous,  pour  en  approfonuir  en  peu  de  jours 
„tout  le  seeret,  t&noin  quantite  de  pieces  que  nous  publiA- 
„mes  ensuite  sur  le  sujet  des  infiniment  petits.  Apres  cette 
„heureuse  decouverte,  je  fus  le  pretuier,  qui  songeait  ä  in* 
„▼enter  quelque  methode  pour  remonter  des  quantite's  infini- 
„roent  petites  aux  ftnies  dont  Celles -la  sont  les  Eimens  ou 
„les  differences.  Je  donnai  ä  cette  methode  le  nom  de  cal- 
„cul  integral,  n'en  ayant  point  trouvä  alors  de  plus  conve- 
„nable.  Je  voyais  bien,  qu  il  4tait  impossible  de  trouver  une 
„teile  methode  qui  Tut  absoluraent  generale,  je  ne  latssai  pour- 
„tant  pas  de  reduire  ce  calcui  ä  des  regfes  g4ne>ales  pour 
„certaines  circonstances.  Quand  je  les  communiquais  ä  mon 
„frere  il  eut  d'abord  de  la  peine  a  les  admettre,  mais  apres  y 
„ävoir  rtflechi  plus  inüreinent  il  y  prit  du  gout  et  s'en  semt 
„utilement  pour  rtsoudre  quelques  problemes.  Pour  l'y  animer 
„d'arantage  je  lui  proposai  plusieurs  problemes  physico-me- 
„caniques,  entre  autre  celui  de  la  cbainette,  qui  est  de  de- 
-  „terra iner  la  pronri^te  de  la  codrbure  dune  cbafne  lache  sus- 
,.pendue  par  les  deux  bouts ;  mais  comme  il  ne  put  y  reussir, 
„pendant  que  je  l'avais  resolu  pleinement,  je  l'engageai  a  pro- 
„poser  aux  grfometres  ce  probleme  dans  les  Actes  de  Leip- 
„zic,  ou  apres  un  temps  considerable  il  ne  parut  que  trois 
„Solutions  (conformes  au  fond  entre  elles)  savoir  cejle  de  Mr. 
„Leibnitz ,  celle  de  Mr.  Huguens  et  la  roienne ;  voir  les  actes 
„de  Leipzic  de  1091."  - 

Gegen  Ende  1690  ging  er  nach  Genf,  wo  er  sich  etwa  8  Mo- 
nate aufhielt  und  unter  Andern  Christoph  Fatio,  einem  altem  Bru- 
der det»  ihm  später  in  dem  Leibnitz  -  New  ton'schen^  Wettkampfe 
gegenüberstehenden  Nikiaus  Fatio,  Unterricht  in  den  neuen  Rech-  - 
nungsmethoden  gab. 

„Vers  le  commencement  de  l'automne  1691  je  quittai 
„Geneve  pour  aller  en  France;  apre«  avoir  passe  par  Lyon 
„et  quelques  autres  villes  considerables  j'amvai  ä  Paris;  le 
.  jse* jonr  de  cette  capitale  devint  bien  plus  fong  que  je  ne  m'e*- 
„tais  proposö,  ce  que  je  dois  attribuer  non  seulement  aux 
„agreinens  avec  lesuuels  on  y  passe  son  temps;  mais  sur- 
„tout  ä  la  multitude  de  connaissances  que  jeus  occassion  de 
„faire  avec  les  plus  illustres  savants  de  cette  grande  ville. 
„La  preniiere  chose  que  je  fls  pour  cela  ce  fut  de  ni'adresser 
„au  ff.  Maltebranche  chez  les  P.  P.  de  l'oratoirc ,  qui  ayant 
„appris  mon  nom  ne  recut  avec  un  accueil  des  plus  tendres. 
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„Par  son  moyen  je  me  fis  bientdt  counaitre  des  persounes  les 
„plus  distingues  dans  les  sciences.  Car  m'ayant  ntarque  qu  a 
„un  ccrtain  jour  de  la  seinaiue  il  y  avait  cbez  lui  assemblee 
„de  gens  savants  en  toute  «orte  de  sciences,  et  me  priant 
„d'y  venir  aussi  autant  de  fois  qu'il  nie  plairait,  je  ne  man- 
„quai  pas  de  profiter  de  cette  invitation.  La  premiere  fois 
„uue  j'y  fns,  J  eus  le  bonheur  d'y  trouver  Mr.  le  Mq.  de 
,/ Hospital,  qui  passait  alors  pour  un  des  premiers  mathema- 
„ciens  du  royaume.  Mais  comme  en  ce  temps-la  toute  la  ma- 
„tbematiojue  en  France  se  bornait  ä  lastronomie ,  la  georae- 
„trie  et  I  algebre  ordinaire,  telleraent  qu'ä  peine  on  avait  oui 
„parier  de  nos  nouveaux  calculs,  on  peut  bieu  s'imaginer, 
„que  dans  la  premiere  conversation  avec  Mr.  de  l'Hopital  il 
„fut  etrangement  surpris  de  voir  la  facilite  avec  laquelle  ie 
„resolvais  sur  le  champ,  comme  en  jouant,  certains  proble- 
„mcs  qu'il  m'avait  propose  et  qu'il  avouait  £tre  insolüble  pour 
„l'aJgebre  commune.  Apres  deux  ou  trois  entretiens  que  nous 
„eumes  ensuite  cbez  le  P.  Mallebraocbe  je  le  mis  totalement 
dans  le  gout  de  nos  nouvelles  metbodes;  il  ne  fallait  que  lui 
en  ouvrir  la  route  et  le  mettre  au  fait,  afin  de  savoir  les 
regles  pour  pouvoir  s'en  servir  lui-meme:  II  vint  donc  chez 
„moi  me  prendre  dans  son  carrosse,  pour  aller  cbez  lui,  oü 
,  je  comraencai  a  lui  expliquer  les  principes  du  calcul  differen- 
„tieli  raais  non  content  de  mes  lecons  donnees  de  vive  voix, 
„crai^nant,  disait-il  de  les  oublier,  il  me  pria  de  les  lui  com- 
„muniquer  par  ecrit.  Je  me  uretai  par  complaisance  ä  son 
„desir,  ne  prevoyant  pas  le  dessein  qu'il  aurait  de  les  pu- 
„blier  un  jour.*)  Ainsi  je  lui  apportai  tous  les  deux  jours 
„une  lecon  ecrite  de  ma  main  en  fatiii,  sur  une  feuille  de  4 
„pages  in  4°  cbacune.  J'avais  cependaut  la  pre*voyance,  de 
„les  faire  copier  par  un  ami  qui  logeait  avec  moi,  avant  de 
„porter  les  originaux  a  Mr.  le  M.  de  l'Hopital.  L'ete  sui- 
„vant  il  partit  avec  Madame  son  epouse  pour  se  rendre  dans 
„une  des  ses  seigneuries  nomme  Ougues  pres  de  Blois;  il 
„me  pressa  de  lui  tenir  compagnie  ce  que  je  fis  quoique  avec 
„quelque  repugnance.  Les  3  ou  4  mois  que  nous  y  sejour- 
„names,  furent  employes  ä  le  fort  iiier  dans  l'usage  des  nou- 
„veaux  calculs  pour  resoudre  toutes  sortes  de  problemes 
„physico-roathematiques.  Ce  fut  la  oü  je  lui  enseignai  uue 
„troisieme  espece  de  calcul  exponentiel  ou  parcourant ,  qui 


» 


*)  Die  hier  berührte  Schrift  ist  die  bekannte  Analrse  de«  infiniment* 
petita  peur  l'iDtelligcnce  des  lignea  courbes,  welche  znerst  1696  ohne 
den  Namen  de«  Verfassers,  dantr  1715  unter  dein  Namen  von  Hospital 
erschien.  Hospital  anerkennt  nun  zwar  in  der  Vorrede,  das«  er  den 
Bernoulirs  viel  schulde,  indem  er  sagt:  „Au  reste  je  reconnai«  devoir 
beaoeoup  aux  lumieree  de  Ms«.  Rernoulli,  sortout  ä  celle  dn  jeune  pr£- 
sentement  profe««eur  4  Groningne.  Je  me  «uia  senri  «ans  facon  de  loura 
decouvrrte*  et  de  cell  es  de  Mr.  Leibnitz.  C'cst  pourquoi  je  consens  qu'ila 
en  revendiqncnt  tont  ce  qn'il  leur  plaira,  nie  contentant  de  ce  qu'il«  vou- 
dront  hie«  nie  laisser."  Dagegen  schweigt  er  von  dem  Verhältnisse,  in 
dem  er  gerade  in  Beziehung  anf  den  Gehalt  soines  Buche«  zu  Johann  I 
Ilernoulli  als  Schüler  zum  Lehrer  stand,  gänzlich,  und  dicss  lasst  «ich 

kränken. 


nicht  entschuldigen,  und  musstc  Bernoulü 


„traitc  des  quantites,  dans  les  exposants  desquelles  entrent 
,.des  indetermintfes  ou  des  variables;  j'avais  appele1  parcou- 
„rants  Ies  equations  qui  contenaient  ces  «orte«  de  quantites, 
„parcequ'elle«  parcourebt  pour  ainsi  dire  toutes  Ies  diraen- 
„«ton«  possible«.  J'ai  publie  le«  principe«  de  ce  dernier  cal- 
„cul  dan«  le«  acte«  de  Leipzic  1692.  Pendant  que  nous  ätions 
„ä  Ougue«,  nous  recumes  une  visite  du  P.  Charles  Reyneau, 
„pretre  de  l'oratoire  et  professeur  de«,  ruathemutiques  ä  An- 
,,ger«;  je  m'apercus  d'abord  qu'il  .  vint  expres  pour  se  procu- 
„rer  par  mon  aide  quelque  ouverture  a  penetrer  dans  nos  nou- 
„Teaux  calcul«,  car  le  bruit  s'eo  etait  deja  assez  repandq. 
„pour  en  avoir  oui  parier.  Cnnitne  je  ne  suis  point  myste- 
„rieux,  je  lui  comniuniquai  autant  qurf  etaii  possible  pour  le 
„peu  de  temps  que  ce  pere  resta  avec  nous  (peut-dtre  plus 
„que  Mr.  de  l'Hopital  ne  voulait).  Enfin  Reyneau  crüt  avoir 
-  „assez  appr'i8  de  moi  pour  en  parier  en  raaitre  comme  il  fit 
„dans  la  seconde  partie  d'un  gros  livre  sous  le  titre  a'Ana- 
„lyse  demontree  publie  l'an  1708.  II  est  vrai  que  dans  la 
„preface  il  parle  honorablement  de  mon  frgre  et  de  moi;  mais 
„seuleraent  en  passant,  comme  «*il  ne  m'avait  jamais  vu  ni 
„connu.  Lorsqinl  donne  des  Solutions  qui  sonc  de  moi  et 
„qu'il  ne  compreuait  pas  bien ,  ils  Ies  estropiait  miserable- 
„ment  en  voulant  les  deViter  pour  Ies  siennes;  eu  un  mot  il 
„a  fait  voir  par  ses  paralogismes ,  qu'il  a  voulu  voler  plus 
„haut  que  ses  ailes  ne  le  portaient.  —  Nous  retournAines  ä 
„Paris;  j'y  fis  de  nouvelles  counaisances  en  frequentant  assi- 
„dument  les  «avantsx  academiciens ,  et  en  particulier  ceux  qui 
,,demeuraient  dans  l'observatoire ,  Mr.  Cassini  et  Mr.  De  Iti 
,,/iire,  tres  habiles  astronomes  et  observateurs ;  celui  avec 
„qui  je  Iis  la  plus  ^trotte  liaison  c'etait  Mr.  Varignon  tres 
„bon  geometre  et  analyste,  qui  mhonora  ensuite  d'un  com- 
merce de  lettres  jusqu'a  U  sa  roort,  temoio  une  infinite  de 
„lettres,  ou  il  me  marquait  souvent  eombien  il  m'etait  rede- 
„vable  de  ce  qu'il  avait  appris  de  moi  dans  la  sublime  geo- 
„metrie,  dont  il  nie  faisait  de  tres  «incere«  aveux." 

Nach  dem  Wunsche  der  Seinteen  kehrte  Bernoulli  im  Novem- 
ber 1692  nach  Basel  zurück ,  graduirte  in  der  Medicin  und  nahm 
lf>95 ,  nachdem  er  mehrere  andere  Berufungen  ausgeschlagen  hatte, 
die  mathematische  Professur  in  Groningen  an.  Dort  lenrtc  und 
schrieb  er  mit  immer  wachsendem  Rufe,  bis  er  1705,  als  eben 
Utrecht  und  Leyden  alles  anwandten  um  ihn  von  Groningen  weg- 
zuziehen, sich  zu  einem  Besuche  in  Basel  cntsehloss.  Auf  der 
Reise  traf  ihn  die  Nachricht  von  dem  Tode  seines  Bruders  Ja- 
kob, und  als  er  in  Basel  anlangte,  wurde  er  auf  die  ehrenvollste 
Weise  dazu  bestimmt,  dessen  Nachfolger  zu  werden. 

„Tout  le  «e'nat  acade*mique  vint  en  corps  «e  presenter 
„devant  moi  pour  ra'offrir  la  cnaire  de  matheniatique«  vacante 
„par  le  deces  de  mon  frere,  contre  la  pratique  ordinaire  qui 
„est  ici  en  usage  et  qui  veut  que  les  pretendants  ä  des  Char- 
les de  professeurs  soutiennent  publiouement  des  theses  ä 
„aisputer.  Mais  ce  qui  acheva  de  me  de  terminer  en  faveur  de 
„notre  universite  le  dit  «e'nat  academiaue  irtterc^da  aupres  du 
„conseil  souverain  pour  le  disposer  a  augmenter  1  appointe- 
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„tnent  ordinaire  ce  qui  fut  accorde  «ans  besitation  par  ud 
„addition  personnelle,  dont  j'aurais  ä  jouir  pendant  que  j 
„serais  professeur  de  matheTnatiques.  Cette  gracteuee  de- 
„marche  plus  que  l'utile  m'ayant  fait  abandonner  le  penchatit 
„pour  Utrecht  et  Leyde,  je  le  Gs  savoir  par  une  lettre  ä  Mr. 
„Burmann.  Mon  Inauguration  se  fit  le  17  novenabre  1705  par 
„un  discours  De  Fatis  Novae  Analyseos  et  Geömetriae  sttbli- 
„mioris,  011  il  y  eut  un  erand  concour«  de  monde.  Dans  la 
„suite  j'ai  continue  mes  Tecons  publique«  et  privees  avec  un 
„bon  succes,  ce  que  je  fais  eucnre.  J'ai  attire  des  etrangers 
„des  differents  pays  de  l'Europe  non  seulement  de  jeunes 
„etudiants,  mais  des  personnes  de  distinction ,  raeme  des  pro- 
„fesseurs,  des  docteurs,  des  acaderoiciena,  qui  etaient  venu 
„de  loin,  de  Suede,  d'Angletterre,  de  France,  d'ltalie,  de 
„Suisse  et  du  fand  de  l'AIIemagne,  chacun  souhaitant  de  pro- 
„titer  de  mes  lumieres  pour  se  perfectionner  dans  le»  subli- 
„mes  analyses;  je  ne  sache  aucun  qui  ne  seit  reparti  de  Bale 
„tres  content  de  mes  lecons." 

i 

.  Spatere  Berufungen  nach  Leydcn,  Padua  etc.  ablehnend, 
lebte  Bernoulli  mit  fast  ungeschwächter  Geistes-  uud  Korperkraft 
sofort  ruhig  in  Basel  seiner  Lieblingswissenschaft:  bis  ins  hohe 
Alter.  Der  1  Januar  1748  war  sein  Todestag.  Bernoutlis  Selbst- 
urtheil  über  seine  wissenschaftliche  Thatigkcit  mag  zum  Schlüsse 
nachfolgen: 

„Pour  en  revenir  maintenant  a  mes  travaux:  comrae  ja- 
„vais  des  mon  has  Age  une  violente  inclination  pour  les  IVIa- 
„thämatiques  et  pour  toutes  les  sciences  qui  en  out  besoin, 
„mon  etude  favorite  ätait  toujours  de  les  perfectionner  et  de 
„faire  de  nouvelles  decouvertes.  Avec  cet  esprit  d'inventer 
„j'ai  produit  au  jour  quantite  de  pieces  et  de  petits  traites  sur 
„toutes  sortes  de  matiere  qui  dans  le  temps  de  leur  pro- 
„duetion  etaient  tout  nutant  d'originaux:  comrae  on  imprime 
„actuellement  che»  Michel  Bousquet  a  Lausanne  touts  mes 
„ouvrages  ensemble  avec  grand  nombre  d'nnecdotes  qui  n'ont 
„pas  encore  vu  le  jour, -je  n'en  dis  plus  rien  afin  d'en  laisser 
„luger  au  public.  Cette  assiduite  d'ecrire  m'a  procure  la  con- 
„naissance  de  plusicurs  savants  du  premier  ordre,  qui  ra'out 
„bien  voulu  honorer  de  leur  correspondence.  Ceux  avec  qui 
,.j'ai  cemmerce  le  plus  familierement  jusqu'ä  la  fin  de  leurs 
„jours,  c  etaient  Mr.  le  Mq.  de  C Hospital ,  Mr.  Leibnitz,  Mr. 
„Variation,  Mr.  de  Montmort,  Mr.  le  chevalier  Henau,  Mr. 
„de  Tschirnhaus ,  Mr.  lief  mann,  Mss.  les  freres  Scheuc/izer, 
„Mr.  Michelotti  et  'plusieurs  autres,  dont  les  noms  ne  ine 
„reviennent  pas.  Ce  sont  principalemeut  Mr.  de  I' Hospital, 
„Varignon,  de  Montmort,  Michelotti  qui  voulurent  bien  roe 
„consulter  comme  leur  oracle  quand  ils  avaient  des  diftieuites 
„sur  la  sublime  geom&rie;  aussi  le  premier  de  ces  Messieurs 
„donna  rarement  quelque  chose  au  public,  qu'il  ne  fut  passe 
„auparavant  par  mes  mains,  tcrooin  grand  nombre  de  ses 
„lettres  e'crites  a  moi.  Quant  aux  autres  qui  sont  encore  en 
»vie  et  connus  dana  le  monde  savanl,  qui  m'ont  bien  voulu 
„honorer  de  leurs  lettre«,  je  n'en  nommerais  que  quelques- 
„uns,  savoir  le  faraeux  Mr.  Wolf,  Mr.  de  Mohre,  Mr.  Bur- 
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„net,  fils  de  Mr.  l'Eväque  de  Salisbury,  Mr.  Cratae,  Mr. 
„Cheynes,  Mr.  de  Fontmelle,  Mr.  de  Mahan,  Mr.  de  Mau- 
„pertuis,  Mr.  Clairaut,  Mr.  Polemi,  Mr.  de  Croutaz,  Mr.  Cra- 
„mer,  Mr.  Euler,  Mr.  Btdfßngner ,  etc.  Quelques •  uns  de 
„ces  Messieurs  sont  encore  jusqu'äpresent  eo  correspondence 
„avec  moi.  Si  Mr.  Newton  eut  vecu  plus  longtemps,  ie  ne 
„doute  pas  qu'il  n'eut  voulu  Her  avec  moi  une  correspondence 
„formelle.  Lorsaue  en  Angleterre  on  s'avisa  de  declarer  la 
„guerre  contre  Mr.  Leibnitz  au  sujet  de  l'honneur  de  la  pre- 
..i iiiere  invenrion  du  calcui  nouveau  des  in  Ii  nimmt  petita,  j'v 
„fus  envelopptf  malgre  moi,  on  nie  nressa  de  prendre  parti; 
„apres  la  mort  de  Mr.  Leibnitz  on  s  en  prit  a  moi  seul ;  une 
,,n ihm'  d'Antagonistes  anglais  me  tomberent  sur  le  Corps;  il 
„me  fallait  sontenir  les  attaques  de  Mss.  Kell,  Taylor,  Pem- 
„berton ,  liobins  et  d'autres ;  enfin  moi  ieul  eomme  le  fameux 
„Cooles,  je  soutenais  nur  lepont  tonte  farmSe  anglaise.  fest 
„Mr.  de  Fontenelle,  qui  en  parlant  de  moi  fait  cette  pbusante 
„comparaison ;  v.  I'hist  de  f'Acad.  de  1719,  pag.  90.  —  Une 
„autre  qnerelle,  non  point  nationale,  mais  generale  me  fut 
„suscitee  sur  les  forces  vives  des  corps,  a  Poccassion  de  mon 
„discours  sur  le  mouvement,  oü  je  prends  la  defense  de  la 
,/orcc  vive,  qu'on  pourrait  nommer  plus  proprement  le 
„pouroir  d'un  corps  qui  est  en  mouvement,  pour  la  ■  listin - 
„euer  de  la  force  morte  qu'il  peut  imprimer  succes- 
„sivement  a  des  obstacles  egaux  jusqu  a  son  entiere  extinction, 
„par  oü  j'ai  demontre  que  le  nombre  de  ces  obstacles  sur- 
„inontes  est  toujotirs  proportionne  au  quarre*  de  la  vitesse 
„acquisse  et  non  pas  a  la  simple  vitesse.  La  plupart  des 
„plus  grands  geometres ,  surtout  ceux  a  qui  j'ai  eu  l'occassion 
„d'expliquer  de  vive  voix  mes  pensees,  sont  devenus  autant 
„de  Proselytes  en  adoptant  la  doctrine  des  forces  vives.  Co 
„serait  en  vain  de  vouloir  convertir  les  autres  qui  s'obstin- 
„rent  ä  les  reconnaftre  par  divers  raisons:  Quelques -uns  le 
„font  par  un  pur  aveuglement,  puisqu'ils  n'ont  point  d'idee  de 
„ce  qu'on  doit  entendre  par  les  forces  vives,  en  le  confon- 
„daut  äternellement  avec  les  forces  mortes.  Je  compte  dans 
„ce  nombre  Mr.  l'Abbe  Deidier,  qui  donna  dans  cette  an  nee 
„1741  une  brocbure,  oü  il  pretend  refuter  les  forces  ^  vives; 
„mais  il  y  raisonne  com  nie  un  aveugle  sur  les  couleurs/  Quel- 
ques autres  rcmplis  de  prejuges  aiment  mieux  perseverer 
„dans  l'erreur  populaire  que  de  se  donner  la  peine  d'appro- 
„fondir,  ou  seulemcnt  d'examiner  le  point  de  la  controverse. 
„II  y  en  a  encore  qui  seratent  peut-etre  en  e'tat  de  prfnetrer 
„jusu  au  fond  de  la  venle ,  mais  qui  s'etant  declare  trog  tot 
„publiquement  par  precipitation  pour  l'erreur  inveter^,  s  im.v 
„gincnt  qu'il  y  va  de  leur  re'putation  de  cbanter  la  palinodie. 
„Entin  nbus  savons  que  quelques -uns  particolierement  en 
„Angleterre,  preoccupes  de  passions  contre  tout  oe  qui  vient 
;,des  pays  etrangers,  hai'ssent  mortellement  les  forces  vives 
„par  cela  seul  que  Mr.  Leibnitz  (leur  antagoniste  declare  et 
„condamne)  les  a  le  premier  produites  sur  la  scene.  Nous 
„savons  pourtant  aussi  qu'il  y  a  en  Angleterre  des  partisans 
„caches  de  la  nouvelle  doctrine,  mais  qui  n'aiment  pas  trop 
„lever  la  tete,  sous  pelne  d'Ostracisme.   On  ne  doute  pas 
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„que  Mr.  Newton  lui-meme  ne  Teut  erabrassee,  si  dans  la 
„vigeur  de  »od  ige,  U  avait  eu  occassion  de  reflechir  mitre- 
„ment  sur  l'ctat  de  la  question :  mais  on  s'appercoit  nullement 
„«pi'il  y  ait  jamais  pense,  quoiqu'oo  trouve  quelques  proposi- 
„tions  daus  les  principe«  ae  la  philosophie  qui  conduisent 
»iramed'iatement  ä  reconnaitre  la  nature  des  forces  vives, 
„corome  p.  e.  la  prop.  39  du  prent ler  livre  qui  prouve  si  claire- 
„Dient  qu'ejles  sont  en  -raison  doublee  des  vitesses  du  corps 
„successivemeots  acquises,   qu'il  n'en  faudrait  plus  d  autres 
„demonstrations  pour  ceux  qui  ne  veuleot  pas  noautn  in  scirpo 
„quaerere  suivant  le  proverbe.  —  J'ai  eu  outre  cela  de  temps 
„en  ^  temps  ceriains  petits  demeles  particuliers  dont  je  rae 
„crois  etre  toujours  tire  avec  bonneur.    Tel  ätait  celui  qui 
„durait  pendant  quelque  temps  entre  Mr.  le  chevalier  ßienan 
„tr£s  poli  adversaire  et  moi  sur  un  poiot  de  la  manoeuvre 
„des  vaisseaux.    Un  autre  que  j'avais  avec  Mr.  Jurin  sur  un 
„principe  hydraulique.  Encore  un  autre  avec  Mr.  Brook-Tay- 
lor sur  une  formule  differentielle  de  Mr.  Cotes  a  integrer 
„que  celui-lä  avait  propose  en  den*  ä  tous  les  matheinaticiens 
„non  Anglais.    Item  avec  Mr.  Keil,  violent  agresseur,  sur 
„differentes  raatieres,  pretendant  entre  autres  que  je  ne  Jevais 
„pas  Dublier  les  fautes  qui  j'avais  däcouvertes  dans  les  ouvra- 
„ges  de  Mr.  Newton,    De  plus  un  anonyme  Anglais,  avec  le- 
„quel  j'eus  de  longu'es  contestations  sur  les  conrbes  traiectoi- 
„res  reciproques;   mais  l  ayant  enfin  reduit  au  silence  j'ai  su 
„que  mon  inconnu  etait  Mr.  Peinberton,  editeur  de  la  troi- 
„sieme  Edition  des  principes  de  Newton  avec  plusieurs  chan- 
„gemens  ou  plutot  falsitications.   J'eus  aussi  ä  eoutenir  les 


„Insultes  de  Mr.  le  C.  Ricatii  Italien,  sur  la  flgure  des  orbi- 
„tes  plan&aires.  Enfin  Mr.  Uerman  lui  memo,  quoique  mon 
„compatriote,  se  crut  en  droit  de  nie  harceler  quelque  fois, 
„et  le  plus  souvent  pendant  qu'il  tftait  professeur  ä  Francfort 
„sur  1  Oder,  mais  il  reconnut  son  tort  avant  que  de  raourir" 


«« 


R.  Wolf,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern  (Stern- 
schnuppen-Beobachtungen vom  8.  bis  11.  August  1848.  —  Der 
Mercur-Durchgang  und  der  November •  Sternschnuppenstrom).  (Nr. 
138.  und  139. 

Derselbe,  Bestimmung  mittlerer  Längen  und  Gewichte  (von 
80  Schülern  der  Realschule  in  Bern).   (Nr.  138.  und  139.). 

K.  v.  Erlach,  Meteorologische  Notizen  aus  Mey ringen.  (Nr. 
140  und.  141.). 

C.  Brunner,  Sohn,  Bemerkungen  zu  vorstehenden  Mittei- 
lungen. (Nr.  140.  und  141.). 

R.  Wolf,  Notizen  zur  Geschichte  der  Mathematik  und  Phy- 
sik in  der  Schweiz.  (Nr.  142.  und  143.). 

Derselbe,  Nachrichten  von  der  Sternwarte  in  Bern.  (Son- 
nenfleckenbeobachtungen  im  Jahre  1848.  —  Verschiedene  Beo- 
bachtungen im  Jahre  184a).  (Nr.  144.  und  145  ). 
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M.  Perty,  Ueber  vertikale  Verbreitung  mikroskopischer  Le 
bensformen.  (Nr.  146.  — 149.). 

(Ein  sehr  loaenawerther ,  interessanter  Aufsatz). 

Lad.  Em  an.  Schärer,  Lichenum  Europaeorum  Genera  ex 
utraque  methodo,  artiticiali  et  natural!,  digerit.  (Nr.  150.-151.). 

,  In  diesen  Nummern  theilt  Herr  R.Wolf  auch  folgenden  inte- 
ressanten Brief  von  Foutaoa  an  Kästner  über  Lambert  mit: 

„Pavia.  11.  Nov.  1773.  Je  viens  de  recevoir  les  ouvages 
allemands  de  Mr.  Lambert.  C'est  un  grand  genie,  on  ne  peut 
|*as  le  nier;  niais  il  se  traine,  il  s'appe*sentit  un  peu  trop  sur  (es 
matteres  quil  traite;  il  'rebute  quelquefois  par  sa  prolixite;  il 
senihle  i^oorer  cet  art  plus  rare  eneore  aue  les  talents,  cet  art 
le  plus  uiflicile  de  tous  les  arts,  —  l'art  deffacer.  Ne  lui  deplaise 

Cas  la  parallele,  je  l'appelle  le  Druden  des  göometres,  duquel  a 
ien  dit  Pope: 

The  copious  Dryden  wanted,  or  forgot 
The  last,  and  greatest  art,  the  art  of  blot. 

Mais  tpioi  qu  il  soit  de  cela,  il  a  taut  de  vertue  que  j'ai  pres> 
qu'oubue  les  defauts,  et  oü  est  l'homme  quen  soit  exempt?  Op- 
timus  ille  est  qui  miuimis  urgitur." 

B.  Studer,  Ueber  den  Bohrversuch  auf  Steinsalz  oberhalb 
Windlisbach.  (Nr.  152.  — 155.). 

L.  R.  \\  Fellenberg,  Analyse  der  Schwefelquellen  des 
Gurnigelbades.    (Nr.  152.— 155.). 

C.  Brunner,  Ueber  das  gediegene  Gold  von  S.  Francisco  in 
Californien.    (Nr.  152.-155.). 

Ausserdem  hat  Herr  R.  Wolf  seine  werthvollen  Auszüge  aus 
den  Briefen  an  A.  v.  Hall  er  in  mehreren  Aufsätzen  wieder  fleis- 
sig  fortgesetzt;  welche  ungeheure  Correspondenz  muss  dieser  He- 
ros geführt  haben! 

Mögen  die  obigen  Auszüge  von  Neuem  auf  den  in  vielen  Be- 
ziehungen wichtigen  und  interessanten  lohalt  der  Mittheilungen 
der  naturforschenden  Gesellschaft  in  Bern,  denen  wir  einen  un- 
unterbrochenen  und  schnellen  Fortgang  sehr  wünschen,  die  Leser 
des  Archivs  aufmerksam  zu  machen  geeignet  sein,  welches  der 
Hauptzweck  ist,  den  wir  durch  dieselben  zu  erreichen  suchen. 
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Bitte. 

Die  Kaiserliche  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wiep 
hat  auf  den  Antrag  ihres  berühmten  Präsidenten,  des  Frei- 
herrn  v.  Hammer-  Purg  st  all,  in  der  Sitzung  vom  13.  Mai 
1848  einstimmig  den  Beschluss  gefasst,  sich  aller  Titulatu- 
reu  oder  sogenannten  Prädicate  bei  ihrer  Correspondens 
völlig  zu  entschlagen.  Auch  dem  Herausgeber  des  Archivs 
sind  die  Hoch-,  Hochwohl-,  Wohl-,  Ilochedcl-  uud  wie  die 
Gehörnen  alle  heissen,  ganz  besonders  aber  auch  die  Hochwür- 
den, Hochehrwürden,  Ehrwürden  u.  s.  w.  von  jeher  ein 
Greuel  gewesen ,  und  derselbe  glaubt ,  dass  es  jetzt  an  der 
Zeit  sei,  unter  vielen  andern  auch  diesen  schrecklich  lan- 
gen Zopf  dem  edlen  deutschen  Volke  endlich  einmal  ganz 
abzuschneiden.  Daher  ergeht  an  alle  Correspondenten  des 
Herausgebers  in  Sachen  des  Archivs,  so  wie  überhaupt  an 
alle  diejenigen,  welche  mit  ihm  Briefe  zu  wechseln  irgend 
Gelegenheit  haben  und  diese  Zeilen  zufällig  zu  Gesicht  be- 
kommen, die  ergebenste  Bitte,  ihn  fernerhin  mit  diesen 
nichts  sagenden  und  völlig  absurden  Floskeln  gefälligst  gänz- 
lich zu  verschonen,  wobei  es  sich  von  selbst  versteht,  dass 
der  Herausgeber  Gleiches  mit  Gleichem  jederzeit  und  über» 
all  vergelten  wird.  Nur  wenn  möglichst  vielseitig  solche 
gegenseitige  Conti  acte  geschlossen  werden,  wird  es  möglich, 
dergleichen  lange  Zöpfe  wie  den  betreffenden  nach  und  nach 
etwas  zu  kürzen,  bis  endlich  nur  ein  letzter  Stumpf,  der 
immer  noch  einzelnen  leicht  zu  errathenden  Leuten  zur 
beaondem  Zierde  gereichen  wird,  übrig  bleibt  G. 
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Die  aligemeine  JJnikehrung  gegebener  Funktionen. 
Eine  Monographie  von  Dr.  Oskar  Schlömilch,  Profes- 
sor an  der  Universität  Jena.    Halle.  1849.  8. 

Diejenigen  anter  den  deutschen  Mathematikern,  welche  noch 
eine  rollstSndige  Kenntnis*  der  im  Sinne  Hindenbürg's  and 
seiner  Schiller  und  Freunde  bearbeiteteten  combinatorischen  Ana* 
lysis  besitzen,  —  gross  wird  ihre  Anzahl  schwerlich  sein,  und 
in  Frank  reich  und  England  hat  dieselbe  nie  den  geringsten  Eingang 
gefunden  —/worden  sich  ndeh  erinnern,  dass  einer  der  wichtig-; 
sten  Angelpunkte,  um  die  sich  alle  diese  Untersuchungen  drehten, 
das  sogenannte  Reversionsprob|em  war;  ja  man  kann  sagen,  das* 
die  Combinatoriker  die  vollständige  Auflösung  dieses  Problems 
(in  ihrem  Sinne)  als  den  Gipfelpunkt  aller  ihrer  Bemühungen,  als 
das  eigentliche  non  plus  ultra,  was  sie  durch  dieselben  zu, 
erreichen  hofften  und  hoffen  durften,  betrachteten,  indem  ja  durch 
die  Auflösung  dieses  Problems  natürlich  auch  die  allgemeine 
analytische  Auflösung  der  Gleichungen  (im  Sinne  der  Combi  nato« 
rik)  gegeben  war.  Wer,  wie  der  unterzeichnete  Herausgeber  die- 
ses Archivs,  der  in.J.  F.  Pfafft).  hauptsächlich  seinen  Lehrer 
verehrt,  recht  eigentlich  in  der  combinatorischen  Analysis  aufge- 
wachsen ist,  blickt  jetzt  mit  einem  gewissen  wehmü'tbigen  Ge- 
fühl  auf  die  Zeit  jener  Studien  zurück,  indem  man  sich  sagen 
muss,  dass 'man  Von  allen  den  schönen  Sachen,  die  man  damals 
lernte,  doch  niemals  einen  rechten  Gebrauch  hat  machen  können, 
ja  dass  man  fast  alles  damals' mit  einem  wahrlich  nicht  geringen 
Aufwände  von  Zeit  und  Mühe  und  grossem  Eifer  Erlernte,  ich 

*)  Auch  Tb i  baut'«  Vorlesungen  ober  die  allgemeine  Arithmetik 
oder  sogenannte  Analysis  des  Endlichen,  die  der  Hernusgeber  de«  ArJ 
ehivs  ebenfalls  gehört  hat,  waren  eigentlich  nur  combinatorischer  Natur. 
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will  nicht  gerade  sagen ,  hat  wieder  vergessen,  aber  doch  bat  auf 
die  Seite  werfen  müssen,  um  in  gewisser  Rücksicht  wieder  voo 
vorn  anzufangen.  Um  indess  auch  nicht  undankbar  zu  sein,  musa 
man  bekennen ,  das«  in  jenen  Beschäftigungen  doch  jedenfalls 
ein  sehr  bedeutendes  bildendes  Element  Tag,  und  dass  auch  die 
meistens  sehr  grosse  analytische  Eleganz  der  erhaltenen  Resul- 
tate denselben  einen  ganz  eigenthümlichen  Keitz  verlieh,  wo- 
durch man,  nachdem  man  eine  Stufe  erstiegen  hatte,  immer  wieder 
neue  Kraft  gewann,  den  nicht  selten  dornenvollen  Pfad  weiter  zu 
verfolgen. 

Zu  den  schönsten  Sätzen  der  Anulysis  gebort  nach  meiner 
Ueberzeugung  unstreitig  die  be^üh/nte  sogenannte  Localformcl 
zur  Reversion  der  (t'cihenj  Mit  welcher  H.  A.  Rothe,  der 
zuletzt  Professor  in  Erlangen  war  und  seine  verdienstvolle 
literarische  Laufbahn  mit  der,  jetzt  aueji  wohl  mir , \nn.  sehr 
»venigen  -ruber  gewiss' mit  Unrecht  —  noch  gekannten  V\  e*r  i  e 
der  comhinator ischen  Integrale.  Nürnberg.  l8*:(t.  geendigt 
hat,  in  der  mit  eigentümlicher  Eleganz  verfassten  Schrift :  F  o  r  m  u  I  a  e 
de  serierum  reversione  demonstratio  universalis  si^- 
nis  localibus  com binatorio  - anal yticorumvicariisexhi- 
bita.  Lips.  1793.  die  Analyst*  bereichert  hat.  Aber  ich  mochte 
wohl  wissen,  ob  diese  ganz  allgemein^  Formel  zu  Reihenum- 
kehrungen  öfters  wirklich  ahgewanüt  worden  ist?  Und  ausserdem 
lassen  alle  diese  Untersuchungen  ein  Element  ganz  unberücksich- 
tigt, welches  dem  erhaltenen  Resultate  nur  erst  wahre  Berechti« 
gung  zur  wirklieben  Anwendung  verleihet,  und  von  der  neueren 
Analysis  daher  auch  nie  ausser  Acht  gelassen  wird , :  nämlich  — 
was  ich  kaum  wohl  erst  noeh  zu  sagen  brauche  —  die  Conve^genz 
oder  Divergenz  der  erhaltenen  Reihe.  Ob  aber  hierüber  Kriterien, 
die  für  die  Anwendung  hinreichende  Einfachheit  besitzen-,  über* 
baujit  aufgestellt  werden  können,  muss  ich  völlig  dahingestellt 
sein  fassen  ,  da  weder  hinreichende  eigene  noch,  freiede  Untefsit- 
<  hungen  mir  in  dieser  Beziehung  bis  jetzt  zur  Seite  stehen.  So 
viel  aber  dürfte  gewiss  sein,  dass  alle  jene  älteren  Üntersuchun- 

Ken  über  die  Umkehrung  der  Reihen,  ungeachtet  ihrer  in  gewisser 
[ücksicht  ganz  unbestreitbaren  sehr  grossen  analytischen. 'Schön- 
heit und  Eleganz,  in  den  mathematischen  l.'.mtatenkasten  ,  oder 
auf  den  mathematischen  Nipptisch  zu  verweisen  sind,  solange  der 
fragliche  Punkt  nicht  eine  einiger maassen  genügende  Erledigung 
gefunden  hat*).  .r,i!..vl   *h>.    Ii  rf  '  ; 

Alle  jeqe  älteren  Untersuchungen,  über.  die  Revision  der, 
Reihen  legen  nun  die  gewöhnliche  Reihenform  ,  .,, 

zum  Grunde.  Diesen  Siteren,  bisher  überhaupt  allein , eingeschla- 
genen Weg,  hat  aber  der  Herr  Vf.  der  vorliegenden  Schrift,  wahr- 
scheinficli  veranlasst  durch  den  ohen  angestellten  ähnliche  Be- 
trachtungen, ganz  verlassen,  unf!  seinen  Untersuchungen  über  die 

— ■  1  :  .  .•  t  V«    i  -:.\         I  ■•' 

*l  Dirk  Kfn's  Orfriiniin  der  i:  c  fl  n  tu  m  t  r  n  t  r  an  *  c  c  n  d  i  n  t  <■  n 
Anwtvwift.  Tbl.  I  Berlin.  1H4">.  wnre  ein"  TVerl( .  in  dessen  Weiterer 
Fortftifrruuir  man  wohl  die  fragÜrlie  Krleditfun«*  zu  finden  boifen  durfte. 
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Umkehrung  der  Reihen,  oder,  wie  er  e«  mit  Recht  nennt ,  über 
die  Umkehrung  der  Functionen,  di  h.  über  die  Bestnnimmg  der 
Function  y=zy(ar)  au«  der  aU  gegeben  angesehenen  Function 

xz=zy(y)t  die  Reibenform  .»*d  hikm 

<p(-7')=2  ^o+^i  co*— +4»C08— jr-  +  ^scos-^-+ 

i* 

wo  c  eine  beliebige  positive  von  Null  verschiedene  Grösse  be- 
zeichnet und  die  Coeflicieiiten  A0,  Jl ,         mittelst  der  Formel 

Ittr;   1.  ri      •    .  ^ , : ,  i. .!        ?  i  ♦  '  .•«••'um"    t"i||n  :}4#*j  ,t*if|l5' 

bestimmt  werden ,  zum  Grunde  gelegt.  Die  besonderen  Vortheile, 
welche  diese  Reihenform  darbietet,  kennt  Jeder,  wer  mit  den 
neueren  Fortschritten  der  Analysis  gehörig  bekannt  ist,  so  dass, 
dieselben  hier  noch  besonders  aufzuzählen,  unnätze  Weitläufigkeit 
sein  würde;  und  der  Gedanke  des  Herrn  Vis.,  diese  Reihenforra 
bei  dem  Reversionsproblem  in  Anwendung  zu  bringen,  ist  daher 
jedenfalls  ein  sehr  glücklicher  zu  nennen.  Auch  glauben  wir, 
ohne  uns  hier  auf  eine  nähere  Angabe  der  gewonnenen  Resultate 
einlassen  zu  können,  dass  der  Herr  Verf.  innerhalb  der  sich 
selbst  gesteckten  Gränzen  Alles  geleistet  hat,  was  sich  bei  dem 

SegenuSrtigen  Zustande  der  neueren  Analysis  leisten  lässt,  sowie 
eun,  wie  die  früheren,  auch  diese  Schrift  des  Herrn  Vfs.  ganz 
im  Geiste  dieser  neueren  Analysis  verfasst  ist,  und  ihrer  Wich- 
tigkeit und  ihres  grossen  wissenschaftlichen  Interesses  wegen 
zur  sorgfältigsten  und  allgemeinsten  Beachtung  dringend  em  Peh- 
len zu  werden  in  jeder  Beziehung  verdient,  auch  ohne  Zweifel 
überhaupt  als  eine  wichtige  neuere  Erscheinung  auf  dem  Gebiete 
der  mathematischen  Literatur  bezeichnet  werden  rauss.  Dabei 
können  wir  aber  zum  Schluss  doch  immer  nicht  den  Wunsch 
unterdrücken,  dass  es  gelingen  möge,  die  von  den  älteren  Com* 
hi  na  torikern  gewonnenen  Resultate  und  Sätze  über  die  Umkehrung  der 
Reihen  auf  irgend  eine  Weise  zur  wirklichen  Anwendung  fruchtbar  zu 
machen,  indem  man  bei  ihtieo ,  an  die  älteren  eleganten  Untersu- 
chungen sich  möglichst  anschliessend,  noch  alle  diejenigen  For- 
derungen zu  befriedigen  sucht,  welche  die  neuere  Analysis  dem 
Charakter  ihrer  eigenthümlichen  Strenge  nach  an  jede  in  ihr  Ge- 
biet lullende  Untersuchung  noth wendig  stellen  muss,  wenb  dieselbe 
auf  wahren  wissenschaftlichen  Werth  soll  Anspruch  machen  dürfen. 
iiiiUijj'M-Mii  f|»!ii.   Jut4':;0*iii  tt«uu ««rtlJrio t  v>io //  iw>knviml  *»n>M» 

[Beiträge  zur  Theorie  der  algebraischen  Gleichuli- 
geÜ  vonCarlFriedrich  Gauss.  Göttingen.  1849.  4.  15  Sgr. 

Gauss  bat  bekanntlich  seine  literarische  Laufbahn  mit  einem 
Beweise  des  Fundamentalsatzes  der  Theorie  der  algebraischen 
Gleichungen  begonnen,  den  er  in  der  Inaugural •  Dissertation :  De- 
monstratio nova  Iheorematis,  omnem  functionem  alge- 
brafcam  rationalem  integram  uoius  variabilts  in  lac- 
toree  reales  primi  vel  secundi  gradus  resolvi  posse, 
quam  pro  obtinendis  summis  in  Philosophia  honoribus 
inclitn  Philosophorum  ordiui  Academiae  Juliae  (  aro. 

51  ♦ 
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linae  exhibuit  C.  F;  Gauss.  Hehns t.  1799.  veröffentlicht, 
und  nachher  noch  mit  zwei  andern  in  den  Schriften  der  Guttinger 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  bekannt  gemachten  Beweisen  ver- 
mehrt hat.  Jedenfalls  ist  es  nicht  ohne  Absicht  geschehen,  dass 
Gauss  in  dem  gegenwärtigen  Jahre  1840,  dem  Jahre  seines 
Doctorjubitänms ,  j^ne.  für  die  Wissenschaft  buchst  wichtige  Ju- 
gendarbeit nieder  Vorgenommen,  und  in  einer  neuen,  in  vielen 
Beziehungen  sehr  vereintachten  Bearbeitung  den  Mathematikern 
vorgelegt  hat.  War*  der  Herausgeber  des  Archivs  oicht  leider  im 
verliehenen  Sommer  von  dem  härtesten  Schlage  des  Schicksals, 
welcher  ihn  in  diesem  Leben  überhaupt  treffen  konnte,  durch  den 
Verlust  seiner  öftesten,  ihm  über  Alles  theuren,  auch  geistig 
sehr  nahe  stehenden  Tochter,  in  deren  einundzwanziustem  Lebens- 
Jahre,  getroffen  worden,  durch  welches  harte,  noch  schwer  auf 
ihm  lastende  Geschick,  mit  dem  eine  vorhergegangene  Badereise 
zur  Wieder herslellung  der  Gesundheit  der  Verstorbenen  in  enger 
Verbindung  stand ,  er  länger  als  ein  Vierteljahr  allen  anderen  Kr 
eiguidsen  völlig  entfremdet  wurde,  und  so  nur  erst  jetzt  bei  Ge- 
legenheit der  vorliegenden  Schrift  auf  das  in  die  erwähnte  traurigste 
Zeit  seines  Lebens  gefallene  Doctorjubiläum  des  grössten  Mathe- 
mathematikers  unsers  Jahrhunderts  aufmerksam  gemacht  und  hin 
gewiesen  wurde,  so  würde  gewiss  auch  das  Archiv  nicht  versäumt 
haben,  alle,  seine  Leser  auf  dieses  höchst  erfreuliche  Ereignis.«?, 
an  dem  jeder  Mathematiker  den  lebhaftesten  und  innigsten  An- 
theil  nehmen  muss ,  aufmerksam  zu  machen,  und  sich  bei  de«*- 
selben  in  irgend  einer  geeignet  scheinenden  Weise  auch  selb**-, 
redend  zu  betbeiligen.  Sollten  aber  dem  hochverehrten  Manne, 
diese  Zeilen  jetzt  noch  zu  Gesicht  kommen,  so  möge  er  sich  ver- 
sichert halten ,  dass  der  Herausgeber  des  Archivs  jederzeit  von 
der  innigsten  Freude  bewegt  worden  ist,  wenn  er  von  ihm  be- 
freundeten nahen  Verwandten  des  Gefeierten  die  öfters  wieder- 
holte Versicherung  erhalten  hat,  wie  sehr  derselbe  auch  noch  in 
seinem  hoben  Alter  durch  Kräftigkeit  und  Gesundheit  des  Kor- 

8ers  von  der  Vorsehung  beglückt  werde:  denn  die  fortwährend« 
>&ftigkeit  und  Rüstigkeit  des  Geistes  „bedarf  keines  Be- 
weises" nach  den  immer  wieder  neu  vorliegenden  Proben. 
Möge  der  Himmel  ibm  zum  Heile,  der  Wissenschaft  und  aller 
durch  die  Bande  des  Blutes  mit  ihm  verbundenen  Personen  noch 
viele  Jahre  schenken !  in  welchem  Wu nsche  mit  dem  Herausgebet 
gewiss  alle  Leser  des  Archivs,  welche  auf  die  in  Rede  stehende 
am  Mi.  Julius. d.  J.  unter1  lebhafter  Theil nahine  von  nah  und  fern; 
stattgehabte  Feier  noch  nachträglich  hinzuweisen,  diese  wenige* 
theilnehmenden  Worte  vorzugsweise  bestimmt  sind,  übereinstim- 
men werden. 

Die  vnu  Gauss  gegebenen  drei  Beweise  des  algebraischen 
Kundamentalsatzes  beruhen  alle  auf  verschiedenen  Grundlagen,  alber 
darin  kämmen  sie,  sowie  auch  die  von  Gauch y  gegebenen  Be- 
weise, alle  übereiii,  dass  zunächst  nur  das  Vorhandensein  E i n  e s 
Factors  der  betreffenden  Function  nachgewiesen  wird.  Der  Strenge 
des  Beweises  thut  dies  allerdings  keinen  Eintrag:  denn  es  ist 
klar,  dass  wenn  von  der  vorgegebenen  Function  dieser  eine  Fae. 
tor  abgelöset  wird,  eine  ähnliche  Function  von  niederer  Ordnung 
zurückbleibt,  auf  welche  der  Lehrsatz  aufs  Neue  angewandt 
werden  kann,  und  dass  durch  Wiederholung  des  Verfahrens  *u- 
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letzt  eine  vollständig  Zerlegung  der  ursprünglichen  Function  in 
Factoren  der  bezeichneten  Art  hervorgehet»  wird.  Indessen  ge- 
winnt ohne  Zweifel  jede  Beweisführung  eine  höhere  Vollendung, 
wenn  nachgewiesen  wird,  dass  sie  geeignet  ist,  das  Vorhanden« 
sein  der  sämmtlichen  Factoren  unmittelbar  anschaulich  zn  machen. 
Dass  der  erste  Beweis  in  diesem  Falle  ist,  ist  in  der  gedachten 
Dissertation  (Art.  23.)  angedeutet,  ohne  es  dort  weiter  auszuführen: 
dies  zu  ergänzen,  ist  die  vorliegende  neue  Abhandlung  bestimmt, 
zugleich  alter  sollen  die  Hauptmomente  des*  ganzen  Beweises  in 
einer  neuen ,  eine  vergrößerte  Klarheit  darbietenden  Gestalt  wie- 
derholt werden.  Was  dabei  die  äussere  Einkleidung  des  Lehr- 
satzes selbst  betrifft,  so  war  die  1799  gebrauchte,  dass  die  Func- 
tion x"-f-  +  w » reelle  Factoren  erster  oder 
zweiter  Ordnung  zerlegen  lässt ,  damals  deshalb  gewählt ,  weil 
alle  Einmischung  imaginärer  Grossen  vermieden  werden  sollte. 
Gegenwärtig,  wo  der  Begriff  der  complexen  Grössen  Jedermann 
geläufig  ist,  schien  es  angemessener,  .jene  Form  fahren  zu  lassen, 
und  den  Satz  so  auszusprechen ,  dass  jene  Function  sieb  in  n 
einfache  Factoren  zerlegen  lasse,  wo  dann  die  constanteu 
Theile  diesem  Factoren  nicht  eben  reelle  Grössen  zu  sein-  brau- 
chen, sondern  für  dieselben  auch  jede  complexen  Werthe  zulässig 
sein  müssen.  Bei  dieser  Einkleidung  gewinnt  selbst  der  Satz 
noch  an  Allgemeinheit,  weil  dann  die  Beschränkung  auf  reelle 
Werthe  auch  bei  den  CoefBcienten  A,  />,  u.  s.  w.  nicht  vorausge- 
setzt zu  werden  braucht,  vielmehr  jedwede  Werthe  för  diesel- 
ben zulässig  bleiben. 

Die  zweite  Abtheilung  der  vorliegenden  Schrift  ist  den  alge- 
braischen Gleichungen  mit  drei  Gliedern  (xml ■  +  exm  0)  ge- 
widmet Diese  haben  das  Eigenthüiuliche,  dass  vor)  den  zur 
numerischen  Auflösung  der  Gleichungen  bestimmten  Methoden 
einige  bei  jenen  einer  Geschwindigkeit  und  Eleganz  fähig  werden, 
von  der  ihre  Anwendung  auf  Gleichungen  von  weniger  einlacher 
Gestalt  sehr  weit  entfernt  bleibt.  Dies  gilt  namentlich  von  der 
Auflösung  durch  unendliche  Keinen,  und  von  der  indirecten  Me- 
thode. Es  scheint  daher  die  Entwicklung  dieser  Methoden  für  die 
Gleichungen  von  jener  Form  um  so  mehr  eine  besondere  Ausfab- 


Die  Auflösung  durch  unendliche  Reihen  hat  jedoch  der  Verf. 
von  seinem  gegenwärtigen  Zwecke  gänzlich  ausgeschlossen,  und 
nur  bemerkt,  dass  ftir  jede  Wurzel  einer  solchen  Gleich ung»,  sei 
sie  reell  oder  imaginär,  eine  convergente  und  nach  einem  leicht 
erkennbaren  Gesetze  fortschreitende  Reihe  gefunden  werden  kann. 
•So1  schön  aber  auch  diese  Auflösungsart  in  allgemein  theoretischer 
Beziehung  ist,  so  wird  man  doch»  wo  es  auf  wirkliche  praktische 
Anwendung  ankommt,  den  indirecten  Methoden  in  allen  den  Fäl- 
len den  Vorzug  geben,  wo  jene  Convergenz  nicht  eine  sehr 
schnelle  ist.  ■ 

Diese  indirecten  Methoden  nun  sind  der  Gegenstand  der  zwei- 
ten Abtheilung.  Es  handelt  sich  hier  von  zwei  Methoden,  denu 
das  Verfahren,  welches  zur  Bestimmung  der  imaginären  Wurzeln 
erfordert  wird,  ist  ganz  verschieden  von  dem  für  die  reellen  Wur- 
zeln anzuwendenden.  Von  dem  letzteren  hat  der  Vf.  schon  bei  an- 
dern Gelegenheiten  ein  Paar  Proben  an  besonderen  Fällen  gege- 
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ben,  iod  dabei  zugleich  die  allgemeine  Anwendbarkeit  des  V~ee-f 
fabrens  angedeutet.  Obgleich  diese  Generaltsirung  durchaus  keine} 
Schwierigkeit  hat,  so  hat  der  Vf.  deeh  geglaubt,  dass  mau  gern 
die  gebrauch  fertigen  Vorschriften  zusammengestellt  «eben  wfi  nie, 
wiuuJ  weil  die  Anzahl  der  dabei  zu  unterscheidenden  und  einzeln 
zu  behandelnden  IWIe  nicht  unbetrnehlicb  ist.   .,  . 

Die  Auftindung  der  imaginären  Wurzeln  auf  indirectem  Wege 
ist  (insofern  nicht  schon  einigeriuasseu  angenäherte  Wertbe  anders- 
woher bekannt  sind)  deswegen  viel  schwieriger,  aU  die  der  reellen, 
weil  jene  ans  einem  unendlichen  Gebiete  von  Dimensionen  heraus- 
gesucht tfeerderi  müssen ,  diese  nur  aus  einem  unendlichen  von 
Einer  Dimension.  Diese  Schwierigkeit  lässt  sich  bei  Gleichun- 
gen vom -drei  Gliedern  durch  einen  einfachen  sehr  nahe  liegenden, 
aber  wie  es  scheint,  sonst  bisher  noch  nicht  benutzten  Kunstgriff 
umgehen«  Auch  für  diese  Aufgabe  sind  die  zur  Auflösung  er- 
forderlichen Vorschriften  vollständig  und  in  gebrauchsfertiger  Ge- 
stalt iniigetheüt  G.  \>äiß$ 

Theorie  sienerale  dos  calculs  par  aproximation  par  J.  J.  Guil- 
loud.  Paris,  1849. 

\  ■  .  1  '  .  i  ;'.    iir,  4f«nt 

■  *  I 

,:  Geometrie.  TÜV''-' 

Das  Malfattische  Problem.  Beweis  der  Stein  er' 8  die1  Ii 
Auflösung.  Von  A.  Quid  de,  Oberlehrer.  (Programm 
des  Gymnasiums  zu  Herlord  von  Michaelis  1849.) 
Herford.  184«.  4.  •  '.Ä*^ 

Der  von  Adams  in  der  im  Litterar.  Ber.  JNr.  XXX.  8. 
451.  angezeigten  Schrift  gegebene  Beweis  der  Steiner  «eben 
Censtruction  befriedigte  den  Herrn  Vf.  des  vorliegenden  leseua«* 
werthen  Programms  insofern  nicht,  als  dieselbe  nicht  rein  idaai- 
metrisch  ist,  sondern  anf  eine  Gleichung  des  zweiten  Grades 
sich  stützt.  Er  giebt  daher  in  der  vorliegenden  Schrift  einen  rein 
geometrischen  Beweis  der  gedachten  eleganten  Contstructiou ,  wel- 
chen wir  der  Beachtung  der  Leser  dee  Archivs  recht  sehr  em- 
pfehlen« Ausserdem  sind  noch  verschiedene  elegante  analytische 
Betrachtungen  beigefügt,  die  das  Interesse  der  Leser  ebenfalls 
recht  sehr  in  Anspruch  £u  nehmen  geeignet  sind,  weshalb  wie 
auf  dies«  Schulschrift  wiederholt  aufmerksam  machen,  ohne  da- 
durch Herrn  Adams  Beweis  der  mehr  erwähnten  Conetruction 
irgend  in  Schatten  stellen  zu  wollen,  der  in  analytischer  Rück- 
sicht ebenfalls  sehr  benicrkenswerth  ist,  wie  wir  auch  scheu  a.,*: 
O.  des  Literar.  Ber.  gebührend  hervorgehoben  haben.  t,!-^ 

ilfl'-i         »'..     >  -      r  i  .  "Hii,"'.Hl.(  '  "O 

■  /  m     •..«  '  

:■■'.'>'.,,-:  Ii''.:        '•  :     -  -i  : 
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-•'  DiW  K^sleiivefmes^ürig'  untt  inre  Verbindung  inii1 
der  Berliner  Grundlinie,  äüs&eführt  von  der  trigono- 
metrisch,  Antheilürig  de«  Generalstabes  von  I.  I.  BaVy 
yer.    Berlin.  1849.  4i  öThIr. 

Es  genügt  hier,  das  Erscheinen  dieses  für  die  Geographie 
und  Topographie  Preußens  sehr  gichtigen  Werkes  anzuzeigen, 
da  eine  besondere  Beurtheilung  ojlei  auszugsweise-  Mit! In  iliing 
des  Inhalts  bei  einem  Werke,  welches  wie  das  vorliegende  haupt- 
sächlich nur  die  Resultate  einer  grossen  geodätischen  Messung 
enthält,  natürlich  unstatthaft  ist  Uebrigens  enthält  aber  auch  das 
Werk  eine  kurze  Darstellung  der  befolgten  Beobachtung*  -  und  Rech- 
nungsmethode,  welche  für  jeden  Geodäten  namentlich  in  prakti- 
scher Rücksicht  sehr  lehrreich  sein  wird  und  daher  zur  Beach- 
tung hier  empfohlen  werden  mttes. 

■  •  •      .  .  » 

rt.lil   '  rffiA'i   i  1*01*1     «  •    '  ,i.     ...      t  : 

-Mi»i-  tl  ti  •»•!    .     :•  i:l  '»l>  J  •  •;  •  •  •• !  i    lt.     i  •»  ■■  V» '  111*1 

••i«.   -Mi  in. i,{   », !  •>  Ii  ihm»   •  .  «  ./•»,♦     ...  \  .1  ,  ••     -» t *» »•« 

A''*%'\    ».  »ldi*'j    .1  i  '».'.•  i        .  I  >•         '  '  J  • 5  '   ••  i 

„  .    ,      «echa  Dik    ■  1 

•  Leonhard  Euler*s  Mechanik  oder  analytische  llar^ 
Stellung  der  Wissenschaft  vew  der  Bewegung  mit  An-' 
merknitgen  und  Erläuterungen  herausgegeben  von  Dr.J. 
Ph.Wölfer«.  Zweitor  Theil.  G  reifs wald.  1850.  8.2%TMrT 

Wir  Treuen  uns  sehr,  rles  Erscheinen  des  zweiten  Shells,  die-) 
ser,  ausgezeichneten  Ucbersetzung  von  Euler's  Mechanik  jetzt  ani, 
zeigen  zu  können,  von  welcher  alles  dasjenige,  was  im  itcrar. 
Ber.  Nr.  'XX'aVIII.  S. ,  5äi/  f>ei  üer  (Anzejge  de,«,,  erste^ 
Theils  zur  Empfehlung  di eses  Untei ernebinens  gesagt  worden  ipH, 
in  ganz  gleichem  Muasse  gjjt.   Da  ,$as  Ürtheil,  welches  Ga,u,ss 
über  diese  Üeberse&ung  geföilt  hat,  uns    Ireuuo'scbattJieA  j  luit- 
gelheilt  worden  ist,    zugleich  mit  der  Autorisatioo  aur  ,ye,röf- 
feuilichung  desselben,  so  nehmen  wir  keinen  Anstand,  dasselbe) 
nachstehend  den  Lesern  des  Archivs  nicht  vorzuenthalten.  Ganz, 
fibereinstimmend  mit  unserem  eigenen  Ürtheil  über  den  ersten  Theil, 
sagt  nämlich  der  genannte  grosse  Mathematiker :  \  ,  ,, 

•  i  Da  das  Studium  der  Eoterschen  Schrillen  steU  dm  beste 
Schule  für  mathematische  Ausbildung,  und  auch  selbst  da  wu  die 
spätere  Zeit  wesentliche  Vervollkommnungen  gebracht  hat.  doch 
jede«  Mathematiker  unerlässltrh  bleiben  wirtf,  so  können  all« 
Bemühungen,  solche  Seh  ritten  leichter  zugänglich  zu  machen,  nur 
dankbar  anerkannt  werden.  Es  ist  daher  ein  erfreuliches  Zusam- 
mentreffen mit  Ihrer  (des  Uebersetzers)  Arbeit,  dass  die  Petersbur- 
ger Akademie  die  kleinem,  in  akademischen  Denkschriften  zer- 
streuton Abhandlungen  zu  saun  nein  beschlossen  und  schon  zwei 
Bände  Comraentationes  Artthmeticae  neuerlieh  veröffentlicht  bat" 

■mI  l>«e  Anmerkungen  und  Erläuterungen  des  Herrn  üeberselzers 
sind  in  diesem  ThcHe  aoöh  reichlicher  wie  im  ersten  Thcile, 
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und  werden  Ungeübteren  das  Studium  des  Werks  sehr  erleichtern. 
Mit  der  freudigsten  Anerkennung  des  Verdienstes,  welches  der 
Herr  Uebersetzer  sich  durch  die  vollständige  Üebertragung  der 
Mecbanica  sive  ra otus  seien tia  analyticc  expqsita  in - 
Deutsche  bereits  erworben  hat,,  können  wir  nicht  den  Wunsch  unter- 
drücken, data  es  demselben  gefallen  möge,  das  deutsche  mathema- 
tische Publicum  nun  aueh  recht  bald  mit  einer  ebenso  gelungenen 
l  eljerset/un-  .In  in  streni*  \\  issenschaftlicher|RacksJdli  jedenfalls 
noch  weit  wichtigeren  Theoria  motus  corporu  in  rigidorum. 
Rostock  und  tireifswald.  17 H\).  4.  zu  beschenken. 

Ii    .Ii    »JfSjflOf  Ht'Al    Ii  "  H'ttVH'»  r!   .'tAT>t*  UJ9MC>   I.MO  «ll/.dul    -  .1 


iii  d'dltieuii  ,i   ifttiibivi«)  ii9b*»i  Uli  tntal:»-/  .«».'.«. i| •  u... 
tl-»r4»i|  in.    i  ..li.li  bnti  \nitt  ni  jh  :!ie»iidol  trfnifcsSöH  iv'^. 

Nautik. 

Traite  elemcntaire  de  navigation  ä  l'usage  des 
officiers  de  la  marine  militaire  et  de  la  marine  du  com- 
merce, par  V,  Caillet,  examinateur  de  la  marine  etc. 
Tome  1.  Texte.  Brest  1848.  Tome  II.  Tables.  Brest 
1846.  5  Thlr.  25  Sgr.  g|,         .  , 

Dieses  Werk  enthalt  eine  sehr  wissenschaftlich  gehaltene, 
Air  seinen  Zweck  hinreichend  vollständige  Darstellung  der  nauti- 
schen Astronomie  und  Sqhifffahrtskiiude  überhaupt,  nebst  de»  dazu 
gehörenden  Tafeln,  und  darf  von  Lehrern  der  Schifflahrtskumle 
nicht  unbeachtet  gelassen  werden.  Die  auf  der  See  gebräuch- 
lichen Instrumente  sind  ziemlich  ausführlich  beschrieben,  und  ihr 
Gebrauch  und  ihre  Berichtigung  ist  gelehrt.  Alle  Aufgaben  sind 
durch  vollständig  ausgerechnete  Beispiele  hinreichend  erläutert. 
Neue  Methoden,  diebesonders  hervorgehoben  zu  werfen  verdienten, 
haben  wir  jedoch  in  diesem  Werke  nicht  gefunden,  ausser 
etwa  die  auf  Seite  IM.  mite  et  heilte  Auflösung  der  Aufgabe: 
„Aus  den  beobachteten  Höhen  zweier  Sterne  und  de*  Zwischen- 
zeit der  Beobachtungen  Zeit  und  Polhöhe  zu  bestimmen"  von  dem 
Vater  des  Verfassers,  und  die  approximative  Auflösung  desselben 
Problems  von  dem  Marineofticier  Pagel,  die  aber  wohl  der  be- 
kannten, auf  der  See  bisher  am  meisten  angewandten,  ebenfalls 
nur  approximativen  Methode  von  Douwes  (der  Vf.  schreibt 
falsch  Dowes)  nachstehen  dfirfte'.  Dass  der  Verf.  die  vollstän- 
dige Kenntnies  der  Geometrie  und  der  beiden  Trigonometrien  vor- 
aussetzt, ohne  in  seinem  Werke  selbst,  wie  dies  oft  in  Schiff- 
fahrtsiehrbüchern  geschieht,  einen  Abriss  dieser  Wissenschaften  zu 
liefern,  ist  ganz  recht  und  dem  wissenschaftlichen  Standpunkte 
seines  Werkes,  welches  wir  nochmals  allen  denen,  die  sich  fü 
diese  Studien  interessiren ,  empfehlen,  völlig  angemessen.  • 

•»,•  i  ...  Ii.  k  .*'  l'  •»  »H*»11w«  • 

Nautischer  Almanach  für  das  Jahr  1850.  Heraus- 
gegeben von  G.  F.  Ursin.   Kopenhagen.  1848.  8,  15.  Sgr. 

Dieser  auf  sehr  gutes  Papier  mit  deutlichen  und  schar- 
fen Lettern  gedruckte  nautische  Almanach  ist  uns  jetzt  erst  be- 
kannt geworden;  ob  schon  frühere  Jahrgänge  von  demselben  exi- 
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stiren ,  ist  uns  nicht  mehr  mit:  Bestimmtheit  erinnerlich.  Im  so 
mehr  halten  wir  e«  ffir  unsere  Pflicht,  auf  denselben  aufmerksam 
zu  machen,  weil  er  einen  nach  unserer  Ansicht  sehr  guten  filr  den 
Seefahrer  völlig  hinreichenden  Ansznt;  aus  dem  „Naiftlcal  AI* 
mauach  and  astronomical  KphemeriK"  liefert .  und  für  den 
Green  wich  er  M  eri  d  i  a  n  berechnet  ist.  Eine  deutliche  Anwei- 
sung zu  seinem  Gebrauch  ist  der  eigentlichen  Ephemeride 
vorangestellt,  und  derselbe  ist  daher  gewiss  den  Seeleuten  in  je- 
der Beziehung  recht  sehr  zu  empfehlen;     ;  •  d  r.m 

ll'^IllMi  i  A  lt.*>t»  C''VI\  M!«  I  i)'*  '  **  j  !.?•»<■  »»• '  Iii'»  l  t  Vi  -  l  II 
HI;#|*J    -I  ;.  !  J  C-  u  »••  i!  »II        «'         •  M    i:l<    U'iil'  i 

Allgemeines  nautisches  Wörterbuch  mit  SacherklSrungen: 
Deutsch,  Englisch;  Französisch,  Spanisch,  Portugiesisch,  Italie- 
nisch, Schwedisch,  Dänisch,  Holländisch.  Von  Dr.  Eduard 
llohrik.    Leipzig  1850.  H.  4  Thlr. 

l!'»»»tl  ».»My»th     >..     .•!>!  :t/.  mI'm  ii»         •  •  i  .  n   sm.v  li*n'n  J  ü.<v:  :< 


'■■  Didionnaire  de  Wrtrlne,  par  de  Bonne fous  et  Parts.  1848. 
liSÄe  «W^*-e  fefc  Van  Tenac,  1848.     .  , 

iNouveHe  Architrcture  navale,  par  A.  Mai  ziere.  1848. 

Guide  pour  la  constrüction  de  buteaux  ä  vapeur,  par  Mazau- 
dier  et  Lombard.  1848. 

"  '.  ^erlectionnements  dans  la  n^vigation  a  vapeur.  Exposition 
4'un  nouveau  mode  de  navi^ation^par  A.  Seg ui er,  de  la  Mori- 

n  ier  e  et  ü  u  ran  d.    JS48,      aJ       .    .  ,.j  ...  ,.,  ;,,.b 

Navigation  rapide.  Netice  snr  un  bateau  roolant,  par  J.  B. 
Bonntot.    1848«  vi*i     -     iruiu  iU  vju 

AI  man  ach  du  marin  et  de  la  France  maritime  j>our  18JjÖ,  pu- 
m  avec  I  apprpbation  et  sous  |e  patronage  du  mimstre  de  la  ma- 
rine.  Jreizidme  annee.  ^Pps.;^.,  ,  ,  ./ 

uLflltttt  vdl  .li  -t«   .    Il\  -  b  Hill  .IllJ./-':  II  Iniii.  i    Ii.  .i'l.'i/'  il.'lll 

..'.>.  r  -'it:  »ni      /  ii».v  Ii •«■■•»  'r>  .  '•  ■  .•■  n  .        .i..       «Ii  »!»  b:tn 

•       r»t  »f.  .1  ■  1.1,4  .       • .  .  .i  ..   .         .   ••  u 

.,       in    ■•«•     .  «♦.!•.         V\ |(.ii*i  .i      <  ••.     .  .  »    f*  '  i  ' 

•  l      l  «  .    mJi    ».'..'-      ,\  * ;  ■  .'.,••.»  .  -'•        .  l! 

i  -y  s  i  Ii«  ' 

Lehrbuch  der  Physik  für  Schule  und  Haus.  Von  Dr. 
Heinrich  Boise  (Lehrer  der  Mathematik  und  Physik 
am  Gymnasium  zu  Cottbus).   Berlin.  1850.  28  Sgr. 

Dieses  mit  grosser  Deutlichkeit  in  einer  ansprechenden 
Sprache  verfasste  Lehrbuch  der  Physik  können  wir  aus 
Ueberzeugung  allen  denjenigen  empfehlen,  die  bei  nur  sehr 
geringen  mathematischen  Vorkenntnissen  und  ohne  zu  gros- 
sen Zeitaufwand  sieb  eine  grundliche  Einsicht  in  die  Hauptlehren 
der  Physik  verschaffen  wollen,  und  glauben,  dass  der  Herr  Vf. 
in  diesem  keinen  grossen  Ümfang  habenden  Werke  ganz  die  rieh« 
tige  Mitte  zwischen  einem  völlig  populären  und  einem  streng  wis- 
senschaftlichen Werke,  sowohl  rücksichtlich  des  Vortrags  als  auch 
rficksichtlich  des  aufgenommenen  Materials,  getroffen  hat.  Das 
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Buch  wird  <Jah e r  auch  ffanr  zweckmässig  ( h ei ' m  i ph ysi knl ischee 
Unterrichte  auf  höheren  lieh  ranstalten  ,  seiliHti  i»  den  oberen  Kiäs> . 
seu,  zum  Grunde  gelegt  werde«  können,  indem  os  einem  pe«f;hirk- 
teti  Lehrer  deicht ,  sein  wird |  ver schiedeoe  i  t'ar  t  i  een  mit  II ü He ' 
der  Gohr*«  der  Klementarrnathenmtlk ,  namentlich  der  Trigono- 
metrie und  Algebra»  Weiter  auszuführen;,  worüber  sieh  dann  die 
Schüler  als  Lr.iränÄutt«  des  mite  Grunde  gelegten  Lehrbuch*  eigae 
Helte  auearbeiten  müssen,  waa  vielfache  Gelegenheit  au  zweck- 
mässigen mathematischen  Uebtingen  darbieten  wird.  Bass  der 
HerrjVerf.  in  einem  Buche  dieser  Tendenz  auch  dem  sogenannten 
thienscheu  Magnetismus  und  den  Reichenbach'schen  Untersuchun- 
gen über  denselben  in  einen»  „Polar ismus4'  übersebriebenen 
Ivesonderen  Kapitel  einige  Aufmerksamkeit  «ex  henkt  hat,  kann  nur 
gelulligt  werden.  Da  schon  früher  ein  anderer  «ompeteiiter  Beur- 
t  heiler,  Herr  Directnr  k  lüden  in  Herl  i*r,  seine  mit  unserem 
obigen  Urtheil  ganz  übereinstimmende  Ansicht  über  dieses  Buch 
auf  einem  wahrscheinlich  von  dem  Verleger  dem  Buche  beigeleg- 
ten besondere ii  Blatte  öffentlich  auagesprochen  bat,  »»halten  wir 
es  für  zweckmässig  una  der  zu  wünschenden  weiteren  Verbreitung 
des  Buches  fh'r  förderlich,  wenn  wir  diese  Beurtheiltrng  des  Herrn 
Directnr  K Iii  d  e u,  mit  der  wir,  wie  gesagt,  im  Wesentlichen  über- 
einstimmen, nachstehend  abdrucken  lassen :  ,.  .fc 

ii       »;  ■    *,  ..   i.  /,  ■'    P  •   ö.i  Mc: J  Ii' : '-- "  •  >  '     III       •  1 1 m i f •  * 

„Das  beifolgend  zurückgehende Mauuscript,  betitelt :  L  e  hrhuch 
der  Physik  für  Schule  und  Haue  von  I)  r.  H  e  in  r  ich  Bolze  , 
erscheint  mir  als  eine  recht  u ackere  Arbeit,  die  einer  weiteren 
Verbreitung  durch  den  Drück  nxihl  Werth  ist  Sie  empfiehlt  steh 
durch  eine  logische  übersichtliche  Anordnung,  durch  eine  lichtvolle, 
sehr  deutliche  And  fasslicae Ausdruckweise  und  Darstellung,  ohne 
doch  der  Wissenschaft  etwas  zu  vergeben,  oder  eine  S«aeiner> 
klärung  an  die  Stelle  der  wahren  zu , setzen »  und  durch  eipe  ge- 
wisse Vollständigkeit,  soweit  diese  Von  ' einer,'  im  edleren  Sinne 
populär  gehaltenen  Schritt  zu  verlangen  ist.  Was  der  eigentlichen 
Wissenschaft  an  heim  Pällt,  ist  mir  Recht' weggelassen ,  da  es  dem 
Herrn  Verfasser  darauf  ankam,  nur  das  zu  geben,  was  der  Schule 
und  dem  Leben  angehört,  weshalb  er  auch  zur  Verstandniss  sei- 
nes Buches  nur  ein  sehr  geringes  Maass  von  mathematischem 
Wissen  fordert,  und  die  notwendigsten  Sätze  der  Geometrie  an- 
hangsweise triebt.  Obgleich  das  Buch  vorzugsweise  dir  das  Selbst- 
studium geschrieben  ist«,  so  >viwl  es  doch  in  Gymnasien  und  Bür- 
gerschulen auch  recht  wohl  dem  Uuterricht  zum  Grunde  gelegt 
werden  können  ,  indem  es  keinem  Lehrer  schwer  wenden  kann, 
die  nach  dem  Bedürfnisse  und  dem  Standpunkte  seiner  Klasse 
etwa  erforderlichen  mathematischen  kntw  ickelungen  und  Formeln 
geeigneten  Ortes  ergänzend  hinzuzufügen,  wozu  oft  schon  die 
blosse  Umwandlung  des  wörtlichen  Ausdrucks  in  den  figurirten. 
mathematischen  hiiirelcht.  Mit  den  Ergebnissen  der  neuesten  phy- 
sikalischen Forschungen  ist  der  flerj  Verfasser  wohl  vertraut, 
und  er  hat  sie,  so  weit  es  der  Zweck  und  die  Bestimmung  des 
Buches  verlangten,  aufgenommen  tind  meistens  sehr  gut  und  ge- 
hmgen  dargestellt.  Aus  alle  dem*  ergebt  sich,  dass  das  Buch  ein 
lehrreiches  und  zweckmässiges  ist *V.l  ;  s:  Kf«<|ejj.  V 

i  .  Viele,  denen  andere,  populäre  physikalische  Werke  mit  Hecht 
*u< umfangreich  sind,  vrerdeu  gctwiiw  m  dem  vorliegenden  Buche 
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ihro  Wunsche  befriedigt  finden,  wenn  sie  nur  einer  wissenschaft- 
lichen, Darstellung  zu  folgen  im  Staude  sind,  und  vor  einer  sich 
hin  und  nieder  ündendeu  ganz  einfachen  mathenmtisc  hen  IJetrach- 
tung  nicht  gleich  zuriieUchrecken,  was  aher  in  jetziger  Zeit  über- 
haupt g*r  nicht  mehr  der  Ffttl<  sein  sollte,  (  !     :■     •»!  - 

•t» •  ,jj        i  •  i       ;  1-  ■  -       , ■  t  :?"("...•••*      .1»  £ vt  * '  *•»'     '.*■  »•  «I 
Repertoire  d'Optique  moderne  ou  Aoaly  se complete 
des  trauvaux  ni  ude  r  n  es  r  e  latifs  aux  ph  c  numenes  de  ia 
lumUre;  par  M.  f  Abbe  Moigno.    Deuxi  erue  P  a  r  ti  e.  Pa- 
ri$>  1848.  8»  ,.  §:  \      t  j,  ..  i# ...  ■ 

' "  Dies  Ist  der  zweite  Theil  des  im  Litemr.  ller.Nr.  XXXIV. 
S.  504.  angezeigten  Werkes,  in  welchem  es  der  Hr.  Verf.  nicht  mehr 
Mit  dem  mathematischen  Theile  der  neueren  Optik  in  thun  hat, 
«andern  hauptsächlich  nur  mit  rein  physikalischen  Dingen,  wes- 
halb wir  seine  Darstelluni:  in  diesem  Theile  genügender  und  be- 
friedigender finden  als  im  ersten  Theile,  und  selbst  glauben,  dass 
man  schwerlich  awderswo  die  neueren  optischen  ' 
vollständig  wie  hier  beisammen  finden  »wird, 
mit  dessen  Angabe»  ohne  sehr  ins  Einzelne  ein 
wir  uns  hier  begnügen  müssen,  ist  folgenden 

S  e  c  t  i  on  V,  Solution  de  quelques  diflieultes.  Expücatiuo 
de  certains  faiis  raysterieux  (Hier  auch  vom  Zod iakal licht ,  Stern- 
schnuppen, Nordlicht  u.  s.  w.,  also  auch  von  Dingen,  die  zur  me- 
teorologischen Optik  gehuren.)  —  Section  VI.  Des  couleurs  en 
eil  es -mein  es  et  dans  les  Corps.  —  Section  VII.  Des  couleurs 
accidentelles  ou  snhjectives.  De  la  persistance  des  images.  Du 
eontrnste.  De  I 'Irradiation.  Du  Dnitonisnte  ou*  des  imper facti  ons 
innees  dans  la  Sensation  de»  eoureors.  Sectios  Vlll.  De 
la  lumiere  consideree  dans  mor  oetion  snr  des  appareils  au t res  que 
l'oeil ,  sur  des  substances  ditjerentes  de  la  retine.  De  la  natore 
plus  intime  du  speetre  sulaire :  des  divers  ravons  ealorifiqnes, 
chimiques  et  nhosphörogeoiquea.  De  ia  Photographie.  De  I  ac- 
tin n  de  la  lumiere  sur  les  p lautes.  (Hier  auch  von  Mosens 'En  t- 
deckung.) 

T«  •         .         im/  •  i,  •  •      i  it  ■  V»-    h . 

Grundsätze  der  Meteorologie  in  näherer  Beziehung 
auf  Deutschlands  KlilBA.VOD  Dr.  GL  Sehwbler.  Neu  be- 
arbeitet von  Dr.  (i.A.  Jahn,  DirectoT  de  r  a  s  !  r  0  im  in  i  - 
sehen  Gesellschaft  in  Leipzig,  u.  s.,  w.Leipzig.  1849,8.  1 
Thlr.  15.  Sgr.  '  '  "'»'l' 

Schrtbler's  Grundsätze  der  Meteorologie  erschienen 

Et  im  Jahre  1831  als  integrirender  Theil  der  „allgemeinen 
k lopädie  der  gesam mten  Land  -  und  Hauswirtschaft  der 
sehen**  und  hauen  sieh  wegen  tfirer  sehr  gemeinverständli- 
chen Darstellung  und  ihres  praktischen  Gehalts  mit  Hecht  gros- 
sen Beifall  namentlich  unter  den  n  i>sen  sc  ha  Iii  ich  gebildeten  Land- 
wirthen  erworben..  Wie  sehr  seit  jener  Zeit  durch  Gründung 
landwirtschaftlicher  A Lademicen  u nd  höherer  landwirtschaftlicher 
Lehranstalten,  so  wie  fr>vWbn!icher  Aekerbauscrmleu ,  durch  das 
Entstehen  einer  ungemein  grossen  Menge  landwirtschaftlicher 
Vereine  und  durch  landwirtschaftliche  Schriften  die  wissenschaft- 
liche Bearbeitung  der  Land w  irthsc halt  gefördert  worden  ist,  weiss 
.Jeder,  der  au  diesem  wichtigsten  aller  Gewerbe  der  mensch  liehen 
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Gesellschaft  eifriges  Interesse  nim rd t .  Wi r  hallen  daher  die  iu-wo 
streng  wissenschaftlichere  BearbettMng.  welche  Schübler'^  Grund- 
sätzen der  Meterorologie  rn  dem  vorliegenden  Buche  durch  Herrn 
DoctorG.  A.  Jahn  in  Leipslgzu  Theil  geworden  ist,  in jeder  Bezie- 
hung für  sehr  zeit  gemäss,  und  sind  der  Meinung,  dass  der  Herr 
Bearbeiter  das  Werk  dem  gegenwärtigen  Zustande  der  Meteoro- 
logie und  den  Bcdflrfni^scn  wfistfpachhnHch  gebildeter  Lantfwirthe, 
für  welche  das  Buch  ursprünglich  bestimmt  war1,  nach  dem  beuti- 
gen ZoMande  dter  Landwirthsthaft  mit  einem  sehr  richtigen  Takte 
angepasst,  und  auch  den  ursprünglich  durchaus  praktischen  Chä- 
kter  desselben  in  dieser  neue«  Bearbeitung  nirgends  verleugnet 
hat,  indem  er  z.  B.,  um  nur  eins  hervorzuheben,  auch  eine  sehr 
reiche  Sammlung ,  sogenannter  Wetterregeln  und  Wetterzeicben 
beigebracht  bat*  ivozu  ihm  die  ebenfalls  recht  *ehr  zu  empfehlende 
Leichtfassiiche  Darstellung  der  Meteurologie  von 
Kupzek.  Wien.  1S47.  (Literar.  Ber.  Nr.  XL.«.  582.)  nament- 
lich in  ßezug  auf  die,. optischen  Lufterscheiouugen  noch  einige 
gute  Betf rüge  hätten  liefern  können»  Wir  wünschen  dem  nützli- 
chen Buche  des  Herrn  Jahn  seines  «ehr  lehrreichen  Inhalts  und 
seiner  leicht  verständlichen  Darstellung  wegen  eine  recht  weite  Ver- 
breitung unter  allen  denen,  welche  sich  für  die  Erscheinungen  in  unserrn 
Luftkreise  entweder  aus  Neigung  oder  aus  Beruf  lrfteresslren.  Die 
Ausstattung,  auch  der'T^uprertafeln,  Ist  in  jeder  Beziehung  vor- 
züglth.  ^       t.n«n  i.i  > :  •  "u    /  •<•:»►  ••  »i 

:.  •!  ••»*!       "      :•     '   •>«.    -     !  ;».••>         •■•  !•    •  ■  t.   i  ".••!«• 

Magnetische  un  d  geographische  Ortsbestimmungen 
im  österreichischen  Kaiserstaate,  ausgeführt  vonCarl 
Kreil,  Direetor  der  k.  k.  Sternwarte  zu  Prag,  u.  s.  w. 
und  Carl  Fritsch,  k.  k.  Conceptspract icanteu  u.  &  wi 
Erster  Jahrgang.  184G.  Oesterreich  o  I)  der  K  uns,  T  vrol 
und  Vorarlberg»  Lombardei.  Prag  184&  4.  2  Thlr* 
20.  Sgr.  .:  •:.  t  <»: .  -,r!  ,1  i 

Mit  der  liberalsten  Unterstützung  von  Seiten  seiner  Regierung 
ist  Herr  Kreil  beschäftigt,  ein  magnetisches  und  zugleich  geogra- 
phisches Netz  über  den  ganzen  österreichischen  Kaiserstaat  zu 

legen,  wobei  derselbe  in  vier  Districte  gethcilt  worden  Ist,  naralich: 

■  .  ,;.    » 3  »,  'i _*  .1 1  a  ^  «   .* 

1.  Der  westliche  Alpen  -  District,  der  die  Provinzen  Oester- 
reich ob  der  Enns,  Salzburg,  Tyrol,  Vorarlberg  und  die  Lombar- 
dei begreift.  " 

°  I  K        I    Pvn  c 

2.  Der  östliche  Aluendistrict  mit  den  Provinzen  Oesterreich 
unter  der  Enns,  Steyerroark,  lllyrien ,  das  venetlanische  Königreich 
und  Dalmatien.  ,,■  , 

3.  Der  Donaudistrict,  nämlich  das  mittlere  Und  südliche  Un- 
garn, Slavonien,  Kroatien  und  die  Militärgränze. 

4.  Der  Karpathendistrict,  nämlich  das  südliche  Ungarn,  Ga- 
lizien  und  Siebenbürgen. 

Mit  dem  ersten  Districte  ist  Herr  Kreil  förls  Erste  fertig 
und  theilt  die  Resultate  seiner1  an  43  Punkten  gemachten  magne- 
tischen und  geographischen  Bestimmungen  in  diesem  wichtigen 
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Werke  mit.    Sehr  zu  wünschen  ist,  dass  die  neueren  politischen 

Ereignisse  der  Fortsetzung  des  begonnenen  wichtigen  Unterneh- 
mens  und  der  weiteren  Mittheilung.  der  gewonnenen  Ergebnisse 
nicht. hindernd  in  den  Weg  treten.  .  r  i 

.••     ■  ir  »i  •     !   . . *  'i.hi.i«  ■*     —   . .  i-  i.  i    »  //    i  •  i    v   1 .. 

V "Einleitung  in  die  IvrystäHograp hie  und  in  die  kry- 
stallögra  phisrhe  K enhfnrss  der  wichtigeren  Substan- 
zen'Von  Dr.  Herniarin  -Kopp,'  Prrtt.  der  Physik  und 
Cbenife  zu  Glessen.  Mit  einem  AH'as  von  2t  Kupfer- 
tafeln und  7  lithographi  rten  Tafeln,  Netze  zu  Kry- 
8  ta  II  modelten  enthaltend.  Braunschweig.  1849.  8.  3  T  Ii  fr. 
20  Sgr. 

Der  Herr  Vf.  dieses  auch  namentlich  riicksichtlich  der  Figuren- 
tafeln trefflich  ausgestatteten  Werks  hat  in  demselben  Berech- 
nungen durch  die  sphärische,  Trigonometrie  oder  analytische  Geo- 
metrie gänzlich  vermieden,  und  jiibV* bloss  geometrischer  Con- 
struetionen  oder  graphischer  Methoden  bedient,  was  wir  ganz 
zweckmässig  linden,  namentlich  für  solcht*,  welche  wertet  gehende  ma- 
thematische Kenntnisse  nicht  besitzen.  Jedoch  können  wir  gerade 
in  dieser  Beziehung  nicht  den  Wunsch  unterdrücken,  dass  es 
einmal  einem  mit  den  Methoden  der  descriptivert1  Geometrie  und 
der  Perspective  vollständig  vertrauten  Mathematiker  gefallen 
mochte,  eine  auf  die  Methoden  der  in  llede  stehenden  Wissen? 
schuften  gegründete  vollständige  Anweisung  zur ,  Zeichnung  der 
KrystaJJe  sowohl  im  Grundriss  aus  gemessenen  Winkelu  ujul  Kan- 
ten, als  auch  zur  perspectivischen  Darstellung  derselben  zu  be- 
arbeiten,  die  wir  sehr  gern  in  dem  Archive  abgedruckt  zu  sein  n 
wQnSchen  «vürdeu.  Herrn  Kopp's  übrigens  recht; sehr  zu  empfeh- 
lendes Buch  leistet  in  dieser  Beziehung  Einiges,  aj»er  nach  unse- 
rer Meinung  vom  mathematischen  Standpunkte  aus  nicht  Hinrei- 
chendes, wenn  auch  i Vir  die  Leser,  für  welche  das  Buch  vor- 
zugsweise bestimmt  zu  sein  scheint«  genug,  Wir  wiederholen  aber, 
dass  wir  das  Buch  für  den  Kreis  von  Lesern ,  de«  es  sich  selbst 
ausgewählt  zu  haben  scheint,  sehr  geeignet  und  empfehlenswert 
finden.   .  .  •.  j 

- 1  (Der  Herausgeber  de«  Archiv«  mochte  «ich  bei  dieser  Gelegenheit 
erlauben,  eine  von  ihm  früher  in  Keinen  Beiträgen  inr  reinen  nni 
angewandten  Mathematik.  T  h  l.  I.  Brandenburg.  1838.  S. 
149.  >!r„  V^I  vcrüflentlichte  Abhandlung:  Zur  Krvstujlü  graphi» 
und  analytischen  Geometrie.  Erster  Ueitrng,  in  Erinnerung 
x«  bringen ,  da  dieselbe  nicht  sehr  bekannt  eeworden  zu  sein  scheint, 
die  darin  entwickelten  Formeln  aber  eine  sehr  allgemeine  Und  ausgedehnte 
Anwendung  Im  kryttallugruuhischcn  Bestimmungen  wohl  gestatten 
mochten.  Eine  recht  deutliche  und  vollständige  Anweisung  zur  grtt- 
phtschen  Darstellung  dir  Krj stalle  sowohl  im  Gruudriss  al*  auch  ptr-i 
speettvisch  mittelst  der  Methoden  der  descriptiven  Geometrie  und  Per- 
spective hält  aber  auch  er  für  «ehr  wünsch enswerfti  und  wird  Arbeiten 
die«er  Art  gern  iVs  Archiv  aufnehmen.  —  G.)  ..••}■? 
•*  :  j     »i       ..i.-   .     •'•;'.*        '  •  .«  i  ■       ,•    •'»    •  ■«  ut  :••»'*>»  ■  •»! 

Memoire«  de  Phvsiq ue  mecanique,  par  Guillaume 
Werthtim.   Paris.  1848.  8.   3  Thlr.  r7^" 

)-,;,  Inhalt:  Memoire  sur  lelasticite  et  sur  la  coh,esiondes  roetaux. 
-,:flemotre  aur  I  elaslicite  et  sur  la  cohesion  des   alliages. - 


Digitized  by  Google 


rit 

Memoire  sur  l'iufluencc  du  courant  gulvanlque  et  de  l'e"lectronia£- 
netiame  our  f^laatieite'  dea  metaux.  —  Memoire  sur  le»  sons  pro* 
dnits  par  fe  cwrrant  electriqae.  —  Note  sw  Telastirite  et  aar  la 
coheaion  dea  differentea  eepeces  de  veire;  par  M.  M.  E/Che- 
vandrier  et  G.  Wert  heim.  —  Memoire  sur  requilibre  des 
corpa  «qlfrlca,  homogenes.  —  Memoire  aar  la  vitesse  du  son  dans 
loa  liuuWUjs.  ~  Memoire  sur  les  propriete«  mecaiuque«  du  boi«; 
par  M.  M.  E.  Che  vandr.ier  et  G.  Wertheim.  —  Memoire 
nur  Teluaticite  et  sur  la  coheaion  des  principaux  tisau«  da,  corpa 
bumain.  ../.,;; 

.  >    -  >  * 

■  »  ■  *  ¥ 

Vermischte  Schriften. 

Bulletins  de  t'Acadlmie  Royale  des  «cicoces»  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Tome  XV.  IIiiiq 
Partie  1848.  Tome  XVI.  I«  Partie.  1849.  (Vergl.  Li- 
terar.  Ber.  Nr.  XL VII.  S.  000). 

Tome  XV.  Ilm«  Partie,  p.  10.  Des  nroportions  du  corps 
humain,  par  A.  Quetelet.  I>euxieme  articlc  (Voir  le  l«r  ar- 
ticel  T.  XV.  Ire  partie.  p.  580):  Proportion«  de  1'booime  che* 
les  Egyptiens.  Proportion«  chez  lea  Romains.  Proportioos  de» 
Indous.  —  p.  27.  De  l'eliuUition  des  liquides  et  de  leur  adhe- 
rence  aux  vases  qui  les  contieonent,  com  nie  cause  de  certain*  ph£- 
nomehes,  par  M.  Louyet.  — ,  «.  46.  Sixieme  et  aeptieme  me- 
moire sur  t'iuduction;  par  M.  Ehe  Wartinann.  —  p.  1(8.  Sur 
une  anomalfe  apparente  dann  les  r^actfoos  electriques,  par  M. 
J.  G.  Crahay.  —  p.  *J82.  Sur  une  methode  donnee  dans  lea 
Memoire«  de  l'Academie  Royale  de  Beluique,  pour  d4terminer  la 
collimation  d'tine  lunette  mendienne;  par  Ed.  Mailly.  —  p.  304, 
Proce'de'  dextraction  du  nickel  et  du  cobalt,  suivi  dans  une  fa- 
brique  de  Birmingham,  par  M.  Louyet.  —  p.  305.  Table  des 
forces  elastiques  de  la  vapeur  d'eau,  pour  lea  temneraiiires  croia- 
sant  par  centieme  de  degre,  depuia  93°  juaqu'a  101°  de  reehelle 
centesimnle;  par  M.  J.  G.  Crahay.  —  p.  3/8.  Note  sur  un  pbe^ 
nomene  dacouatlque,  par  M.  Ch.  Montigny.  —  p.  381.  be> 
tranaport  me'caniq^ue  de  la  mattere  ponoVrable  eat-il  toujoura  eV 
rige  du  pole  positif  au  poje  negatif?  Par  M.  Maua.  —  p.  471. 
Sur  lea  eorrections  de  la  lunette  meridienue,  notes  par  M.  M.  le 
capitaine  Liagre  et  Ed.  Mailly.  —  p,  470.  Sur  une  methode 
propre  a  faire , trouver  la  collimation  dune  lunette  meridienne  au 
moyen  des  o))«ervntions  aatronomiquea ;  par  M.  le  capitaine  Li a- 

§re.  —  p.  501.  Sur  la  reduetion  a  une  integrale  multiple;  par  M. 
chaar  (Die  bekannten  Integrale  von  Uiricblet)  -  p.  500.  Sur 
le  däveloppement  de  la  fonetion  (t  —  %xz  +  s*)-l,  suivant  les  puls- 
aances  de  par  M.  Schaar.,—  p.  5U&  Resolution  d'un  Pro- 
bleme du  calcüi  de«  prouabilites;  bar  W.  Meyer,  (One  urne  ren- 
ferme  w  boulea  compoaeee  de  «  Manches,  ß  noires,  etc.  k  bleues, 
de  v  ooureürs  diverses  i  quelle  et  la  probabilire  pour  qu'en  tlrant 
k  beute*  au  hasard,  on  paisse  arranger  ceNes-ci  en  a,  6,  c,  etc 
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A,  /  groupes  rospcctivcniont  de  n*p,  g,.,.t,  u  houles,  sous  In 
condition:  l°que  houles  d'un  n#me  grottpe  soient  d'une  meme 
co iil cur,  diflerente  neanmoins  d'un  groupe  ä  l  autre;  2°  que  les 
couleurs  des  houles  de  cbacune  de«  coiuplexions  a,  b,...l  aifferent 
de  <clle,s  des  complexions  <jui  les  preccdent.  On  donne  en  outre, 
;ondition  de  possibilitd,  les  relations 


ill    •>  ..    «'     )  MlifH» 


(    *mT^.+  «^t<*  + 

Tome  XVI.  Ire  Partie,  p.  8.  Sur  le«  variations  brusques 
de  temperature  et  qVpression  atmospberique ,  observes  du  10  au 
13  Janvier  (1849),  \i  Louvain  par  HL  Crahay,  et  a  Bruxelles 
par  M.  Quetelet.  —  p.9.  Recherche«  nouvelles  **ur  leveritablepoids 
atomiquedttjearbone;  par  M.  J.SiNtas.  —  p.  t67.  Examen  critiquedu 
Systeme  de  la  tluidite  electrique,  par  IM.  Maas.  — p.  313.  Sur  l'appli- 
cation  du  telegraphc  electfcjque  ä  1  a.strunonne  ,  par  M.  Ha  ehe, 
directeuV  de  "la  Irtangutation  '  des  cotes  des  Etats  *  Unis.  —  p. 
317.  Sur  les  variations  de  temperature  et  de  pression  atmosphe> 
rique  et  sur  quelques  phenqmenes  meteorologiques  observes 
peudant  les  mioi«  de  Jan  vi  er  et  dte  fevrier  1848;  par  A.  Quetelet. 
—  p>  329.  vbservations  geodejnques  et  magnetiques  faites  dans 
les  Etats  autriebieps,  pendaot  Ick  annees  J  847  et  1848;  par  M. 
Kreil,  rtStrnrfome  de  Prag.  »üi»  p.  334.  Note  sur  quelques  Inte- 
grales  definies,  par  M.  Meyer.  Herr  Meyer  hat  in  diesem  Auf- 
sätze die  folgenden  Formeln  bewiesen ,  in  denen  [ff,p]  die  Anzahl 
der  Combinntioneri  ftir  a  Elemente  der" 'fiten  Klasse  bezeichnet:  ' 

HMl    Til/'.      (    •    .;  •'•  '!     •     m    .  '   •   '   I  ""•  '  I 

t.tu         +  m*)«-1 =<i*»- »cos (Sit. aretang -J      k.nd»!  i  ms.'i 

;;:        fr 41^,^1  «.«^jfcj}; 

—  [  2«  - 1 . 2]  ff*—»  w*  cos  (  2« .  aretang 

l'IIIJ   ->,'  .11.  Ii  TT  u*  8*         •  •  *'» 

I  (  _  |)M-ims»-]  «inf  2it. aretang- J , 

^0.  +  ,««)l<«.-»=f  «,Vp„.((?»  +  l)„c»ang?)  ,, 

,i.!»n<:'.ln  •   ...    ,  ✓  }>  my 

.   '   1  vi  .  .i        !-|ii[2*.  1  Je*»-1«* sin  (  (2fi-f  1) aretang-  I  ; 

""'•'»       "  •>•  •  •  ^  ,:*  ' 

'      -l^t.2]a*-«m«cos  ((2n  +  l) aretang^) 


+  (  -  D»»*cos  ^(2n  ^  1) aretang  ™) , 
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;;;;;;  V'  -Iä»-l  l]«'-'»c«,(j».„ctan!!?) 

.Ii  «♦ » |  .•.'.iiil     u  ■  i  •  !      •  ■ .  • !  •  ^ 

—  [ 2»  —  1 . 2  ]  a*-* ,n*9tn  f  <2n .  arctang  ~J 

+  (  -  I  cos  (<>/i .  arctang  , 

,     -'Ulli  HMuiK    i  1  -  ■!        y    .  '  ,(|         1  j;  '1    vl  4  /  /  ?» tu  o  T 

m ( |  WKM  =  Aflttta  f       +  J  )arctangm) 

l»in»|-i!«li.liri7ol       -  »II   •  ✓  tn\ 

—  [  In  .  1  1         mcos  (  (*2n  f-  1)  arctang  -  j 

-[•>W.2]a^si„((.„,,)ar,un^') 
"f"  11.  s.  \v. 

+  (-l)"m*«sin(  (2m  f  l)a?ctän*"  J. 

V  <  u  J 

\f    1  <   u^a'  '  »    *!>}    •* '  i  •  m  •  'Ii     'I        f  •  I  I  •  •         »n  i 

—  p.  338.    Sur  Ich  fraction«  continucs  perioditpies,  par  M.  /.  «• 
Irancois.  —  p.  424.  Notesur  une  nouveile  application  curieusede 
la  p.  rsistancc  des  imprcssions  de  la  rätioe,  par  M,  J.  Plateau.  — 
p.  42N.    Note  sur  la  prcparation  de  l'oxvde  de  cobalt  pur  oft  sur 
laltiminatc  de  cobalt,  par  IM    I>.  Louvet.  —  p.  580.    Sur  /es 
propnetes  dont  jouissent  les  produits  inlinis  qui  expriment  les  raci- 
nes  des  nomhres  entiers,  par  M   Schaar.    -  p.  588.  Ueoxieme 
note  sur  de  nouvelles  applications  curieuses  de  la  persistance  d»- 
impress.ons  de   la  retine,  p.  M.  Plateau.  —  p.  c']3.  Experien- 
ces  comparatives  sur  la  Force  et  la  constance  du  courant  produit 
par  differentes  piles  voltaiques,  connues  sous  le  nom  de  Batterie* 
a  courant  con.stant,  par  P.  Lotiyet.  — 

Ausser  diesen  grosseren  Aufsätzen  enthalten  auch  diese  I»- 
den  Bande  wieder  viele  interessante  kleinere  astronomische  nixf 
meterorologischu  Notizen,  hauptsächlich  von  Herrn  (Juetelet. 

(  m      »II    1     »  -  '  * 

Preisaufgabe  der  Königl.  Soc.  der  Wissenschaften 
zu  Kopenhagen.  Eine  vollständigere  Untersuchung  als  bU 
jet/.t  vom  mathematischen  Standpunkte  aus  geschahen  ist,  der  Lehre 
von  deinv  Widerstande  einer  Flüssigkeit  gegen  einen  in  derselben 
sich  belegenden  festen  Körper.    Termin  Ende  August  1S51 


t 


\        *  »  •  • 
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literarischer  Bericht. 


Arithmetik. 

Cour«  d'Algebre  superieure,  profese*  ä  la  Faculte 
des  sciences  de  Paris;  par  M.  J,  — A,  Serret  Paris.  8° 
1849,  avec  Planche.  7.  Fr.  50  C. 

■  *  4  '      m  *  * 

Dieses  uns  leider  noch  nicht  zu  Gesicht  gekommene  Buch 
wird  aber  in  französischen  Zeitschriften  sehr  gerühmt,  und  ver- 
dient daher  den  Lesern  des  Archive  empfohlen  tu  werden. 
Die  meisten  Erscheinungen  auf  dem  Felde  der  mathematischen 
Literatur  in  Frankreich  beschränken  sich  gegenwartig  auf  neue 
Ausgaben  älterer  Werke  von  Monge,  Lagrange,  Laplace, 
Lacroix,  u-  s.  w.;  desto  erfreulicher  ist  es,  hier  wieder  ein- 
mal einem  grosseren,  der  allgemeinen  Beachtung  sehr  werthen 
Original»  erke  von  einem  auch  durch  andere  eigenthümliche  Ar- 
beiten schoo  längst  rühmlich  bekannten  Verfasser  zu  begegnen. 

Aufsuchung  der  reellen  und  imaginären  Wurzeln 
einer  Zahlengleichung  höheren  Grades  von  Simon 
Spitzer.  Mit  einem  Vorworte  von  Dr.  L«  C.  Schulz  v. 
Strassnitzki.  Aus  den  naturwissenschaftlichen  Ab- 
handlungen, gesammelt  und  durch  Subscription  heraus- 
gegeben von  W.  Haidinger.  III.  Band.  2.  Abth.  S.  109. 
Wieu  1849.  4".    1.  Tblr. 

Herr  Prof.  Schulz  von  Strassnitzki  hat  in  der  im  Lite- 
rarischen Ber.  Nr.  VI.  S.  90.  angezeigten  ausgezeichneten  Schrift 
Horner's  Methode  zur  Auflösung  der  numerischen  Gleichungen 
sehr  deutlich  erläutert,  damals  aber  sich  auf  die  reellen  Wurzeln 
der  Gleichungen  beschrankt.  In  der  vorliegenden  Abhandlung,  welche 
eigentlich  aos  zwei  T heilen  besteht,  wird  dagegen  die  ge- 
nannte Methode  auch  auf  die  imaginären  Wurzeln  der  Gleichun- 
gen erweitert   In  der  ersten  Abthetlung  giebt  Herr  Prof.  Schulz- 
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von  Strassnitzki  ein  Mittel  an,  um  den  Ort  der  imaginären 
Wurzeln  zu  finden,  oder  dieselben  zu  trennen,  weshalb  auch  der 
«rste  Abschnitt  Trennung  der  imaginären  Wurzeln  über» 
schrieben  ist.  Die  in  der  zweiten  Abtheilung  gelehrte  Aufsu- 
chung der  imaginären  Wurzeln  gehört  dagegen  ganz  Herrn 
Spitzer  au,  welcher  sich  bei  der  Division  der  imaginären  Coefficienten 
durch  einen  einfachenKunstgriff  half.  Wir  empfehlen  diese  Schrift, 
ebenso  wie  die  frühere  des  Herrn  Professor  Schulz  vonStrass- 
nitz  ki  der  Aufmerksamkeit  der  Kenner  recht  sehr,  und  sind  der 
Meinung,  dass  wir  jetzt  in  den  beiden  Schriften  der  Herren 
Schulz  von  Strassnitzki  und  Spitzer  zusammen  eine  sehr 
vollständige  und  genügende  Anleitung  zur  Auflosung  der  nume- 
rischen Gleichungen,  sowohl  rücknichtlich  der  reellen,  als  auch 
rücksichtlich  der  imaginären  Wurzeln  besitzen,  die  zugleich  einen 
sehr  grossen  Reic!  thum  vollständig  ausgerechneter  Beispiele  ent- 
hält, welche  natürlich  bei  dem  vorliegenden  Gegenstande  von 
besonderer  Wichtigkeit  and  am  96  vWieostficher  sind,  weU  die 
genaue  und  sorgfältige  Ausrechnung  derselben  nothwendig  einen 
grossen  Zeitaufwand  in  Anspruch  nehmen  musste. 

Sammlung  mathematischer  Tafeln.  Als  neue  völlig 
umgearbeitete  Auflage  von  Georgs  Freiherrn  von 
Vega  grösseren  I o garithmiseb  rletn^metrischen  Ta- 
feln, herausgegeben  von  Dr.  J.  A.  HüFsse.  Stereotyp- 
A us gäbe.  Z wei  ter  Abdruck.  Vermehrt  mit  den  Zech'scben 
Tafeln  für  Addition  «nd  Subtraction  der  Logarithmen. 
Leipzig.  1849.  8.  3  Thlr.  15  Sgr. 

Der  erste  Adruck  dieses  sowohl  seinem  Inhalte  als  seiner 
äusseren,  dem  deutschen  Buchhandel  und  der  deutschen  Topogra- 
phie wahrhaft  Ehre  machenden  Aasstatleng  nach  ausgezeichneten 
Werks  ist  im  Literar.  Ber.  Nr.  1.  S.  4  angezeigt  worden.  Die 
Einrichtung  der  Tafeln  1 — XI  ist  ganz  unverändert  geblieben  und 
aus  unserer  früheren  Anzeige  hinreichend  bekannt,  wobei  wir  je- 
dod»  auch  jetzt  nicht  den  Wunsch  nnterdrficken  kennen,  dass  es 
dem  Herausgeber  gefallen  haben  mächte,  in  der  trrgoriontetrischen 
Tafek  wie  bei  Ca  II  et  und*  rn  mehreren  englischen  Tafeln  die  Win- 
kel vwb  10  au  10  Seeunden  fortschreiten  zu  lassen,  was  bei  den 
meisten  Rechnungen  dach  eine  sehr  grosse  Erleichterung  gewährt, 
und  die  Sicherheit  der  Rechnung  wesentlich  fördert,  wenn  auch 
auf  der  andern  Seite  nicht  zu  leugnen  ist,  dass  man  namentlich 
hei  manchen  astronomischen  Rechnungen  in  neuerer  Zeit  den  Ge- 
brauch kleinerer,  selbst  nur  bis  auf  eine  geringere  Anzahl  van 
IVcimats  teilen  berechneter  Tafeln  mit  Recht  empfohlen  hat;  solche 
kleinere  Tafeln  besitzen  wir  aber  schon  eine  grosse  Anzahl,  in- 
dem im  Gegentheil  eine  grössere  von  Kl  zu  10  Seeunden  fort- 
schreitende Tafel,  deren  die  französische  und  englische  Literatur 
mehrer«  sehr  treffliche  besitzt,  in  einer  neuen,  auch  ausser! ich 
schön  ausgestatteten  Ausgabe  uns  wohl  noch  ganz  fehlt,  weshalb 
Herr  Hütsse  sich  gewiss  elu  besonderes  Verdienst  erworben  ha- 
ben würde,  wenn  er  seiner  Tafel  die  erwähnte  Ausdehnung  ge- 
geben hätte  oder  späterbin  noch  zu  geben  sich  gefallen  Hesse.  Dann 
würde  freilich  das  liueh  bis  auf  zwei  Bände  angewachsen  sein,  was 
wir  aber  für  ganz  zweckmassig  gehalten  haben  würden ,  wenn  die 
logarithmischen  und  trigonometrischen  Tafeln  in  den  ersten,  alle 
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übrigen  Tafeln  in  den  zweiten  Band  gebracht  worden  wären, 
welche  beide  Bände  dann  auch  hätten  einzeln  verkäuflich  sein 
müssen,  damit  eiu  Jeder  sich  nach  seinen  Bedürfnissen 
bloss  in  den  Besitz  de«  einen  oder  des  andern  Bandes  hätte 
setzen  können,  indem  jedenfalls  die  logarithmisch •  trigonometri- 
sche Tafel  auch  bei  Weitem  am  meisten  gebraucht  wirdf  die  übri- 
gen Tafeln  dagegen  nur  in  einzelnen  Fällen  Anwendung  finden, 
und  bloss  zum  Nachschlagen  mehr  vereinzelter  Resultate  dienen. 
Die  Tafel  XII.,  welche  die  sogenannten  Gaussischen  oder  Additions- 
uud  Subtractions  •  Logarithmen  enthält,  hat  in  dem  neuen  Abdruck 
eine  ganz  veränderte,  und  in  der  That  sehr  vervollkommnete  und 
erweiterte  Einrichtung  erhalten.  Dieselbe  ist  von  Herrn  Zech  in 
Tübingen  berechnet,  und  sehr  zweckmässig  ist  es,  dass  diese 
Tafel  auch  einzeln  unter  dem  besonderen  Titel: 

Tafeln  der  Additions-  und  Subtractions  Logarith- 
men für  sieben  Stellen  berechnet  von  J.Zecb.  Aus  der 
Vega  -  H  ü  Isse'schcn  Sammlung  besonders  abgedruckt. 
Leipzig.  1849.  8.  1.  Tblr.  15.  Sgr. 

abgedruckt  worden  und  abgesondert  von  den  übrigen  Tafeln  ver- 
käuflich ist.  Die  Einrichtung  dieser  Tafel  scheint  uns  zweckmäs- 
sig zu  sein,  und  sie  hat  jedenfalls  Vorzüge  vor  den  bisherigen 
Tafeln  dieser  Art,  namentlich  auch  vor  der  Matthiesen'chen  Ta- 
fel,  welche  bisher  die  vollständigste  war. 

Wir  wünschen  dem  verdienstlichen  Werkt  recht  weite  Verbrei- 
tung und  eifrigen  Gebrauch. 

.  '    .  *•.•...* 


Oeometrie. 

Lehrbuch  der  Geometrie  zum  Gebrauche  auf  öffent- 
lichen Sch  u I e  n  und  für  Individuen,  die  sich  dem  Forst- 
fache, der  Riesa-  und  Baukunst  widmen,  so  wie  zum 
Selbstunterricht  für  jeden  Liebhaber  dieser  Wissen- 
schaft.   Enthaltend  die  theoretische  Geometrie,  die 

3 eradlinige  Trigonometrie  und  Po  lygonometrie,  nebst 
en  Anfangsgründen  der  Di  ff  erenzial  -  und  Integral- 
Rechnung.  Verfasst  von  Georg  Winkler,  Edlen  v. 
Brückenbrand.  Vierte  Auflage.    Wien.  1849.  8.  2.  Thlr. 

Dieses  ganz  elementare ,  überall  besonders  für  den  praktischen 
Gebrauch  gerechnete  Lehrbuch  der  Geometrie  u.  s.  w.,  welches 
auch  Einiges  aus  der  Differential-  und  Integralrechnung,  beson- 
ders mit  Rücksicht  auf  die  allereinfachsten  Anwendungen  dieser 
Wissenschaften  enthält,  ist  aus  seinen  früheren  Auflagen  hinrei- 
chend bekannt,  kann  aber  Praktikern,  namentlich  Forstleuten,  die 
nur  das  für  ihren  praktischen  Beruf  Allernothwendigste  kennen 
lernen  wollen,  ohne  in  irgend  einer  Beziehung  eine  höhere  ma- 
thematische Ausbildung  zu  erstreben,  seiner  grossen  Deutlich- 
keit und  einfachen  Darstellung  wegen  allerdings  wohl  empfohlen 
werden. 
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Elemente  der  analytischen  Geometrie  im  Raum« 
am  schiefwinkligen  Coord inatensysteme  von  Dr.  G. 
S.  Ohm,  Rector  der  polytechnischen  Schule  in  Nürn- 
berg, Professor  der  Physik  und  Mathematik  an  der 
gleichen  Anstalt.   Nürnberg.  1849.  4°.  4.  Thlr. 

Das  voliegende  Werk  bildet  den  ersten  Band  eines  aus  meh- 
reren Händen  bestehenden  Werks,  welches  der  Herr  Vf.  unter 
folgendem  Titel  herauszugeben  beabsichtigt: 

Beiträge  zur  MolecuLar-Phvsik  von  Dr  G.  S.  Ohm. 
Nürnberg.  1849.  4». 

Der  bis  jetzt  erschienene  erste  Band  ist  aber  durchaus  rein 
raathematischen  Inhalts  und  bildet  ein  für  sich  bestehendes  Gan- 
zes. Um  es  kurz  zu  sagen,  so  enthält  dieser  Band  ein  sehr  voll- 
ständiges System  der  analytischen  Geometrie  für  das  allgemeine 
schielwinklige  Coordinatensystem.  Wie  wichtig  die  Ausführung 
der  analytischen  Geometrie  in  dieser  vollständigen  Allgemeinheit 
für  die  allgemeine  Molecular -Physik  ist,  siebt  Jeder  sogleich  ein, 
wer  mit  diesen  Gegenständen  nur  einigermassen  bekannt  ist,  und 
Niemand  mehr  kann  rucksichtlich  dieser  grossen  Wichtigkeit  mit 
dem  Herrn  Vf.  ganz  einerlei  Ansicht  sein  wie  der  Herausgeber 
des  Archivs,  der  selbst  früher  schon  einige  Versuche  von  ganz 
ähnlicher  Tendenz  gemacht  hat ,  wie  z.  ö.  in  der  Abhandlung : 
Zur  Kry  stallographi  e  und  analytischen  Geometrie.  Er- 
ster Beitrag  (Beiträge  zur  reinen  und  angewandten 
Mathematik.  Thl.  I.  Brandenburg.  t838.  4°.  S.  149.  Nr. 
Vi  II.)  und  in  seinen  Elementen  der  analytischen  Geome- 
trie. Thl.  I.  Leipzig,  wo  die  Theorie  der  geraden  Li- 
nie in  der  Ebene  und  im  Räume  und  die  Theorie  der  Ebene  sich 
auch  ganz  allgemein  für  jedes  beliebige  schiefwinklige  Coordina- 
tensystem durchgeführt  findet.  Er  hat  sich  daher  ungemein  ge- 
treu t  über  die  in  dem  vorliegenden  grossen,  wichtigen  und  scho- 
nen Werke  gewonnene  grosse  Menge   merkwürdiger  Resultate 

ad  die  in  demselben  durchgehends  sich  kund  gebende  grosse 
eganz  der  analytischen  Entwickelung  und  Darstellung.  Dieses 
Werk  ist  daher  die  erste  vollständige  analytische  Geometrie  in 
grüsster  Allgeraeinheit,  d.  h.  für  jedes  beliebige  schiefwinklige 
Coordinatensystem,  und  jedenfalls  eine  der  bedeutendsten  neuern 
Erscheinungen  auf  dem  Gebiete  der  mathematischen  Literatur, 
welche  von  allen  Mathematikern  und  Naturforschern  sorgfältigst 
beachtet  zu  werden  sehr  verdient,  und  auch  jüngeren  Mathemati- 
kern, die  bereits  einen  Cursus  über  analytische  Geometrie  gehurt 
haben,  Behufs  ihrer  weiteren  Ausbildung,  sehr  zum  sorgfältigen 
Studium  empfohlen  werden  rauss.  Die  Ceberschriften  der  einzelnen 
Abschnitte  sind  folgende:  I.  Darstellung  der  Punkte  und  Richtun- 
gen im  beliebigen  Coordinatensysteme.  (Projectionssysteme.  Coor- 
dinatensysteme.  Doppelsysteme.  Besondere  Lagen  der  Rich- 
tungen oder  Punkte.  Besondere  Coordinatensysteme.  Projectio- 
nen  durch  Coordinaten.  Verstellung  der  Coordinatensysteme. 
Centralcoordinaten.  Reduction  der  Projectionszahlen.)  II.  Von 
der  Ebene  und  Geraden  im  beliebigen  Coordinatensysteme.  III. 
Die  Curve  und  Fläche  im  beliebigen  Coordinatensysteme  (Ebene 
Curven.  Krumme  Flächen.  Doppelt  gekrümmte  Curven.).  IV.  Von 
den  verschiedenen  Gestalten  der  Gleichungen,  in  denen  die  kruni- 
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men  Linien  oder  Flächen  der  zweiten  Ordnung  an  verschiedenen 
Coordinatensystemen  steh  darstellen  lassen  (Ebene  Curven  der 
aweiten  Ordnung.  Krumme  Flächen  der  zweiten  Ordnung.  Ein- 
fachste Gleichungen  der  Flächen  zweiter  Ordnung.) 

Wir  wünschen  sehr,  dass  dem  von  uns  hochgeachteten  Herrn 
Vf.  recht  bald  die  nöthige  Müsse  zur  Herausgabe  des  zweiten 
Bandes  seines  ausgezeichneten  und  an  neuen  Resultaten  reichen 
Werkes  zu  Theil  werden  möge,  welcher  die  analytische  Mechanik 
einer  gleich  allgemeinen  Behandlung  wie  im  vorliegenden  Bande 
die  analytische  Geometrie  unterwerfen  wird.  Der  dritte  Band 
wird  den  eigentlichen  Untersuchungen  über  verschiedene  Gegen- 
stände der  Molecular-  Physik  gewidmet  sein. 

Es  gewährt  eine  grosse  Freude,  namentlich  in  jetziger  Zeit, 
ein  mit  so  grossem  Fleisse  und  so  grosser  Kraft  und  Mühe  aus- 
gearbeitetes Werk  wie  das  hier  besprochene  vor  sich  liegen  zu 
sehen,  zu  dessen  Vollendung  wenigstens  in  einem,  and  zwar  sehr 
wichtigen  Theile,  wir  dem  Herrn  Vf.  von  Herzen  Glück  wünschen. 

G. 

Quelques  Theoreraes  generaux  d'un  grand  usago 
dans  les  hantes  Mathematiques;  par  M.  Breton  (de 
Champ).  Paris  1849.  4°.  (Extrait  du  Journal  de  Ma- 
th* matique*.  T.  XIII.  1848.) 

Mehrere  Mathematiker  haben  sich  in  neuerer  Zeit  mit  den 
Theoremen  von  Stewart  beschäftigt,  die  sich,  64  an  der  Zahl, 
in  der  seltenen  Schrift:  Some  general  theorems  of  consi- 
derable  use  in  the  higher  parts  of  uiathematics 
by  Mattew  Stewart*).  Edinburgh.  1746.  beschäftigt, 
da  Stewart  nur  fiinf  dieser  Theoreme  bewiesen  hat,  und 
sich  unter  denselben  auch  einige  falsche  oder  einer  Einschrän- 
kung bedürfende  befinden.  Diesen  Theoremen  von  Stewart  ist 
auch  die  vorliegende,  aus  Liouville's  Journal  de  Mathäma- 
tique's.  T.  XI II.  besonders  abgedruckte  Abhandlung  gewidmet, 
und  es  ist  zu  wünschen,  dass  auch  deutsche  Mathematiker  diesen 
Sätzen  von  Stewart  ihre  Aufmerksamkeit  schenken,  und  diesel- 
ben einer  gründlichen  Untersuchung  unterwerfen  möchten.  Das 
Archiv  würde  dergleichen  Untersuchungen,  welche  die  mehr  er- 
wähnten Sätze  gewiss  sehr  verdienen,  gern  aufnehmen.  Die  Ab- 
handlung des  Herrn  Breton  de  Champ  hat  zunächst  nur  den 
Zweck,  die  Falschheit  der  drei  Fundamentalsätze  Stewarts  nach- 
zuweisen, und  zu  zeigen,  dass  dieselben  nur  in  den  in  ihren  Co- 
rollaren  ausgesprochenen  besonderen  Fällen  richtig  sind.  Uns 
scheint  eine  weitere  Untersuchung  auch  nach  der  vorliegenden 
Arbeit  noch  ganz  zeitgemäse  zu  sein. 


*>  Stewart  uar  III  7  zu  Rot  Im  ay  in  Schottland  geboren,  im* 
«tarb  zu  Rdinburg  den  23.  Januar 
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Trigonometrie. 


Elements  de  Trigonometrie  rectilique  et  snherique  par  M.  1>»' 
Ii  sie  et  M.  t»eron».    Seconde  edition.   Pari«  184K.  .*$  Fr.  50  << 


nnHftTi  "  •!  »•'j'.         •'»  M*/  v  ?t..l>i;r.r«9H  »'•*•  •i-.r,  o 

hhfcfl  -itlhl"    v»l>     Mfrif   ViOVVch^fub         .|.,t  ■  :•    •  '    Itf;  .iV  v*fi 

Praktische  Geometrie. 

i  «X  ni  «Im»!'  •   ist!  •  idti'ttJit 

Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie.  Verfasst 
toii  D  r.  Ignaz  Lein  och,  Prof.  zu  Lern  her«;.  KrsterUaod. 
Enthaltend:  Messung  der  Linien,  Theorie,  Ii  es ch  r fl  K  - 
bung,  Rectilication  und  <>ehrauch  der  W  i  n  k  t  I  i  ri  s  t  ru  - 
mente.  Mit  5  Kupfer ta  fein.  —  Ztveiter  Band.  Enthal- 
tend: Die  Landesvermessung.  Theorie  des  1 1  •"•  I  i  e  n  - 
messens.  Nivelliren.  Mi  t  5  Kupf'ertafeln.  Wien.  ]  f?40.  X. 
-  2  Tblr.  20.  Sgr. 

Ein  recht  deutlich  vcrfasstes  Lehrbuch,  in  dem  sich  nament- 
lich auch  die  Beschreibung  mancher  weniger  bekannter  kleinerer 
Instrumente  befindet,  von  denen  mau  öfters  zweckmässige  Anvrm- 
dungen  machen  können  wird. 


.  laflBSS»  >  d   > —  ■■•]<: 
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N  e  ch  a  n  i  k. 

Lehrbuch  der  Mechanik.  Von  Dr.  J.  P.  Broch.  Erste 
Abtheilung.  Mechanik  der  festen  Körper.  Berlin  und 
Christiania.  1849.  &    1  Thlr.  -J0  Nur. 

Dieses  neue  Lehrbuch  der  analytischen  Mechanik  enthält  in 
seiner  bis  jetzt  vorliegenden  ersten  Abtheilung  auf  einem  verhält- 
nissmässig  nur  kleinen  liatime  eine  sich  durch  Eigentümlich» 
keit  auszeichnende  Darstellung  der  Hauptlehren  der  Mechanik 
fester  Körper,  und  verdient  zur  Beachtung  recht  sehr  empfohlen 
zu  werden ,  da  es  auch  viele  mit  besonderer  analytischer  Eleganz 
durchgeführte  Beispiele  für  die  allgemeinen  Lehren  und  Anwen- 
dungen derselben,  namentlich  bei'm  Schwerpunkte,  den  Trägheits- 
momenten ,  u.  s.  w.  enthält.  Leider  müssen  wir  uns  ausser  dieser 
allgemeinen  Empfehlung  des  verdienstlichen  Werkes,  bei  dem 
noch  besonders  hervorzuheben  ist,  dass  es  von  einem  jüngeren 
sehr  ausgezeichneten  norwegischen  Mathematiker  in  sehr  messen - 
der  deutscher  Sprache  verfasst  worden  ist,  und  das  um  so  ver- 
dienstlicher ist,  weil  die  deutsche  mathematische  Literatur  nur 
sehr  wenige  Werke  über  analytische  Mechanik  besitzt,  begnügen, 
den  Inhalt  desselben  im  Nachstehenden   vollständig  anzugeben  s 
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Enter  Abschnitt  Gesetze  de«  Gleichgewicht.«  und  der 
Bewegung.  Cap.  1.  Wirkungsweise  und  Maass  der  Kräfte.  Cap. 
II.  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  auf  einen  Punkt  wir- 
kenden Kräfte.  Cap.  III.  Statik.  Bedingungen  des  Gleichgewichts 
eines  Systems  mit  einander  verbundener  Punkte,  deren  Verbin- 
dungen durch  von  der  Zeit  unabhängige  Gleichungen  zwischen 
ihren  Coordinaten  ausgedrückt  werden  können.  Cap.  IV.  Anwen- 
dungen, a)  Gleichgewicht  eines  Punktes,  h)  Gleichgewicht  eines 
festen  Korpers.  c)  Gleichgewicht  biegsamer  Systeme.  (Hier  auch 
von  den  Kettenbrücken).  Cap.  V.  Reduction  der  Kräfte.  Cap.  VI. 
Centraipunkt,  Centrallinie  und  Centraiebene  der  Kräfte.  Cap.  VII 
Anwendung  der  Theorie  des  .Mittelpunktes  paralleler  Kräfte  auf 
schwere  Körper.  Cap.  VIII.  Anwendung  der  Theorie  der  Cen-. 
trallinie  awf  schwere  magnetische  Körper.  Cap.  IX.  Dynamik. 
Gesetze  der  Bewegung  eines  Systems  mit  einander  verbunde- 
ner Funkte,  deren  Verbindungen  "durch  von  der  Zeit  unabhängige 
Gleichungen  ausgedrückt  werden  können.  Cap.  X.  Gesetze  der 
Bewegung  eines  festen  Körpers,  a)  Bewegung  des  Schwerpunkts 
eiues  freien  festen  Körpers  oder  eines  materiellen  Punktes,  b) 
Trägheitsmomente  und  Hauptaxen  der  Körper,  c)  Gesetze  der 
relativen  Bewegung  eines  testen  Körpers  in  Bezug  auf  seinen 
Schwerpunkt. —  Man  sieht  hieraus,  wie  viel  Lehrreiches  in  diesem 
besonders  auch,  wie  schon  erinnert  worden,  durch  Originalität  der 
Darstellung  sich  auszeichnenden  Buche,  dessen  Fortsetzung  wir 
mit  Verlangen  entgegen  sehen,  enthalten  ist.  Besonders  auch 
für  die  Anwendung  in  der  mathematischen  Physik  ist  dieses  Buch 
von  Wichtigkeit;  weniger  scheint  auf  die  Anwendung  in  der  phy- 
sischen Astronomie  oder  Mechanik  des  Himmels  bei  Abfassung 
desselben  Rücksicht  genommen  zu  sein. 

'•'  ».*  • 
•1  -•  • 

i  

•  '    .  • 


Praktische  Mchanik. 

Theorie  der  Dampfmaschinen  vom  Grafen  F.  M. 
G.  von  Pambour.  Aus  dem  Französischen  übersetzt 
und  mit  Anmerkungen  und  einem  Anhange  begleitet 
von  Dr.  A.  L.  Creile.   Berlin.  1849.  4.   6  Thlr. 

Durch  Uebersetzung  dieses  wichtigen  Werkes,  welches  im 
Original  50  Francs,  also  in  Deutschland  16  big  17  Thaler  kostet, 
bat  sieb  der  Herr  Uebersetzer  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst, 
namentlich  um  die  Besitzer  seines  BaujouruaU,  in  dem  die  hier 
als  besonderes  Werk  vorliegende  Uebersetzung  zuerst  erschienen 
ist,  erworben.  Aber  auch  wer  das  Baujournal  nicht  besitzt,  er- 
hält die  Uebersetzung  nun  zu  dem  höchst  mässigen  Preise  von 
6  Thlr.  Die  Berichtigungen,  Anmerkungen  und  Zusätze,  welche 
der  Uebersetzung  der  Herr  Uebersetzer)  beigefügt  hat,  verlei- 
hen derselben  noch  einen  besondern  Vorzug  vor  dem  Originale, 
nnd  empfehlen  wir  daher  diese  Uebersetzung  allen  denen,  welche 
sich  lÜr  das  Dampfmaschinen wesen  interessiren .  angelegentlichst. 
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Rapport  et  Memoire  sur  le  nouveau  Systeme  d'ecluse  a  flot- 
teur  de  M.  D.  Girard?  |>ar  31.  Poocefet.  Paris.  1845.  4«\ 
6  Fr. 

... 


Astronomie. 

i  • 

Das  so  eben  erschienene 
Ergänzung» he i  t  zu  den  astro  nomischenNacbrichten. 
VomHerausgeber  der  astronomischen  Nachrichten.  Al- 
tona. 1849.  4.    3  Tblr  10  Sgr. 

enthält  unter  vielen  anderen  werthvollen  Aufsätzen  einen  Aufsatz, 
auf  den  wir  der  grossen  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  und  des 
allgemeinen  Interesses  wegen,  welches  derselbe  uothwendig  in 
Anspruch  nehmen  muss ,  die  Leser  des  Archivs  besonders  auf- 
merksam machen  müssen.   Dies  ist  der  Aufsatz: 

Beitrag  zur  Gescbi  chte  der  Neptuns-Entdeckung 
von  Bernhard  von  Lindenau.    S.  1— «31. 

(n  diesem  Aufsätze  wird  mit  ungemeiner  Klarheit  und  der 
grüssten  Sachkenntnis  die  Geschichte  der  Neptuns- Entdeckung 
von  ihren  ersten  Anfängen  an  erzählt,  und  mit  grosser  Deutlich- 
keit der  Weg  vollständig  nachgewiesen ,  welcher  zu  derselben- 
führte  und  consequenter  Weise  nothwendig  führen  musste,  insbe- 
sondere auch  u.  A.  erwähnt,  dass  ßessel  während  seiner  An- 
wesenheit in  England,  bei  einer  Unterredung  mit  Uerschel  (12. 
Juli.  184*2.)  auf  den  Grund  eigner  Untersuchungen  versicherte, 
dass  die  Gesammtheit  der  Uranusbeobachtungen  durch  die  Stö- 
rungen der  ältern  Planeten  allein  nicht  dargestellt  werden  konnten 
und  Herscher s  vermuthete  Einwirkung  eines  annoch  unbekann- 
ten Planeten  bejahend  mit  dem  Hinzufügen  erwiderte:  „dass  er 
diese  Untersuchung  noch  nicht  vorgenommen  habe,  allein  vorzu- 
nehmen gedenke**  auch  unterm  12.  November  1842.  an  Herschel 
schrieb:  „en  souvenir  de  notre  conversation  de  Collingwood 
je  vous  annonce,  que  je  n'oublie  pas  Uranus.***)  Ausser  aer  all- 
gemeinen Erzählung  der  Entdeckung  des  Neptun  sind  alj>er  auch 
in  diesem  buchst  lehrreichen  Aufsatze  die  Ansprüche,  welche 
Frankreich  (Leverrier**)),  England  (Adams)  und  Deutschland 
(Galle)  an  dieser  Entdeckung  zu  machen  haben,  mit  der  grüss- 
ten Umsicht  und  tiefsten  Sachkenntniss  gewürdigt,  so  dass  wh* 
den  hochverehrten  Vf.  dieses  Aufsatzes  nur  bewundern  können, 
wie  es  ihm  möglich  gewesen  ist,  in  seinem  hoben  Alter,  und 
nachdem  er  eine  lange  Reihe  von  Jahren  durch  die  wichtigsten 


♦)  Bf.  vergt.  Archiv.  Tbl.  XIII.  Heft  2.  S.  146. 
**)  Haas  in  mathematischer  Rück  «ich  t  hauptsächlich  die  Utti- 
fcehrung  des  Störungsproblems,  die  wohl  Leverrier  allein  ge-i 
huren  dürfte,  oder  wenigstens  von  ihm  zuerst  versucht  worden  rat«  van 
Wichtigkeit  Ut.  wird  mit  Hecht  besondera  hervorgehoben. 
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Staate ärator  dem  Studium  der  Astronomie  wohl  grösstenteils  ent- 
fremdet gewesen  ist»  uod  zu  demselben  nur  erst  seit  wenigen 
Jahren  wieder  die  nothige  Ruhe  gefunden  hat,  alle  neueren  Ar- 
beiten auf  dem  Felde  dieser  Wissenschaft  in  einer  solchen  Aus- 
dehnung und  mit  einer  so  tiefen  Erfassung  zu  verfolgen.  Wir 
machen  deshalb  nochmals  die  Leser  des  Archivs,  die  sich  für 
die  genannte  wichtige  Entdeckung  interessiren  —  und  wer  sollte 
dies  nicht!  —  auf  die,  vorliegende  Abhandlung  dringend  aufmerk- 
sam; denn  nirgends  werden  sie  sich  eine  so  gründliche  Kenntnis* 
uod  so  richtige  Einsieht  in  die  Lage  der  Sache  verschaffen  kön- 
»e»  wie  hier.  "  ■ 

•  •••••  «i      i  -  ■  *  ' 


..Physik.. 

Repertorium  der  Physik,  Eine  Zusammenstellung  der  neu- 
eren Fortschritte  dieser  Wissenschaft.  Band  VI  II.  Enthält:  Gal- 
vanismus,  von  W.  Beetz.  —  Akustik;  von  A.  Seebeck.  — 
Mit  zwei  Figurentafeln.    Berlin.  1849.  8.   3  Thlr. 

A  Treatise  on  Heat  Part  I.  The  Thermometer;  Dilatation: 
Change  of  State;  and  Laws  of  Vapours.  By  tbe  Rev.  Robert 
V.  Dixon,  A.  M.,  Feltow  and  Tutor  of  Trinity  College,  Dublin, 
and  Erasmus  Sraith's  Professor  of  Natural  and  Experimental  Phi- 
losophy.  (So  eben  erst  erschienen.  Price  12s.  6d.) 

Stüdes  sur  l'Ae>ostation ,  par  M.  Edmond  Marey- Monge. 
Paris.  1847.  8°.    10  Fr. 


Vermischte  Schriften. 


. .  ♦ 

Aus  den  Abhandlungen  der  mathematisch -physischen  Klasse 
der  Königlich  Sächsischen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Leipzig  liegen  uns  besonders  abgedruckt  vor: 

A.  Seebeck:  Ueber  die  Querschwingungen  gespann- 
ter und  nicht  gespannter  elastischer  Stäbe.  Leipzig. 
1849.  10  Sgr. 

C.F.Naumann:  Ueber  die  cyclocentriscbe  Con- 
cbospirale  und  über  das  Windungsgesetz  von  Planor- 
bis corneus.   Leipzig.  1849.    10  Sgr. 

P.A.  Hansen:  1.  Allgemeine  Auflösung  eines  beliebi- 
gen Systems  von  linearischen  Gleichungen.  II.  Ueber 
die  Entwickelung  der  Grosse 

(l~-2c# + 

nach  den  Potenzen  von  er.   Leipzig.  1849.    12  Sgr. 


Digitized  by  Google 


t 


726 


A.  F.  Möbin«:  Ueber  die  Grundformen  der  Linien 
der  drit  ten  Ordnung,  Leipzig.  1849.   '24  Sgr. 

*  i  *  *  » 

Das  erste  Heft  der  Sitzungsberichte  von  1849  enthält: 

\V.  Weber:  Bemerkungen  zu  Neumanns  Theorie  in- 
ducirter  Ströme. 

Lehmann:  Ueber  einige  quantitative  Verhältnisse  , 
die  den  Verdauungsprocess  betreffen. 

Fechner:  Ueber  die  mathematische  Behandlung 
organischer  Gestalten  und  Processe.  (Ein  sehr  lehrrei- 
cher und  lesenswerther  Aufsatz,  den  wir  solchen,  welche  io  der 
angegebenen  Richtung  die  Mathematik  anwenden  wollen,  sehr  zur  Be- 
achtung empfehlen.  Der  Herr  Vf.  redet,  wie  sich  von  einem  solchen 
Manne  erwarten  Hess,  im  Allgemeinen  der  Mathematik  sehr  das) 
Wort.  Auf  »S.  57.  findet  sieb  in  einer  Note  die  folgende  interes- 
sante Bemerkung,  die  wir  den  Lesern  des  Archivs  vollständig 
mittheilen : 

„Da  vielleicht  Jemand  Veranlassung  nehmen  könnte,  die  Eier 
ausführlicheren  Untersuchungen  in  Beziehung  auf  ihre  Gestalt  zu 
unterwerfen,  so  theile  ich  die  von  Steiner  aufgefundene  Formel 
nach  seinen  mir  mündlich  gegebenen  Notizen  gelegentlich  mit 
Seien  «  und  r  die  Radii  vectoVes  einer  Ellipse,  c  eine  coustante 
Grösse,  so  ist  die  Gleichung  der  Ellipse  bekanntlich  u  +  D=e; 
die  der  Eicurve  aber  ist  u  ^  mr  —  c ,  wo  m  auch  eine  Constante 
ist.  Die  Eicurve  unterscheidet  sich  also  hloss  darin  von  der 
Ellipse,  das»  statt  der  Stimme  der  beiden  Radii  vectores  die 
Summe  des  einen  und  eines  bestimmten  Verhältnisstheiles  vom 
andern  eine  constante  Grösse  ist.  Jenachdcm  m  und  c  und  der 
Abstand  der  Brennpunkte  verschieden  gewählt  werden,  entstehen 
verschiedene  Eicurven,  und  nach  diesen  verschiedenen  constanteo 
Werthen  würden  sich  dann  möglicherweise  die  Vogeleier  unter  ver- 
schiedene Klassen  stellen.  Steiner  sagte  mir,  dass  er  durch 
Tatonneraent  die  Coiucidenz  eines  Eies  (wenn  ich  nicht  irre, 
Truthahneies)  mit  einer  unter  diese  Formel  gehörigen  Curve  (wie 
ich  mich  zu  erinnern  glaube,  für  den  Werth  m  =  2)  bewährt  habe. 
Umfassendere  und  methodisch  angestellte  Versuche  würden  aber 
sehr  erwünscht  sein.  Transforrairt  man  die  obige  Gleichung  für 
rechtwinklige  Coordinaten,  so  stellt  sich  der  vierte  Grad  der  Glei* 
chung  leiefit  heraus." 

The  Cambridge  and  Dublin  mnthematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F.  R.  S.  E.  Vergl.  Lite- 
rar.  Bericht.  Kr.  XLIX.  S.  688. 

No.  XXI.  On  Attractione,  and  on  Clairaut's  Theorem.  By 
G.  G.  Stokes.  Contiirued.  —  Notes  on  Hydrodynamics.  VI. 
—  On  Waves.  By  G.  G.  Stokes.  —  On  the  Problem  to  Determine 
in  Magnitude,  Position,  and  Figur e,  the  Snrface  of  the  Second 
Order  with  passes  trough^ine  given  Points.  By  Richard  Town- 
s  e  n  d.  —  On  the  Triple  Tangent  Planes  to  aSurface  of  the  Third  Order. 
By  tbeRev.  George  Salrqon. —  Oo  the  Symbolical  Value  of  the 
Integral  f x~lBx.  By  tbe  Rev.  William  Center.  —  Singular 
Application  of  Geometry  of  Thtee  Dimensions  to  a  Plane  Pro* 
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bleu  By  (1.  W.  Hcarn.  —  Note  on  the  Motion  of  Rotation  oi 
a  Solid  ol  Revolution.  liy  Arthur  Cavlev.  -  On  a  Systeme 
of  Kijuations  connected  with  Malfatti's  Problem,  and  on  another 
Algebraical  System.  By  Arthur  Cayley.  (Diese  Abhandlung 
berücksichtigt  Herrn  C.  Adams  Schrift:  Das  Malfatti'sche 
Problem  neu  gelost  von  C.  Adams.  Winterthur.  1846. 
4.  M.  s.  Literar.  Ber.  Nr.  XXX.  S.  451.).  —  On  the  Mathemati- 
cal  Theory  of  Elcctricity  in  EquHibrium.  V.  Effects  of  Electrical 
Infloence  on  Internal  Spherical,  and  on  Plane,  Conducting  Surfa- 
ces.  By  William  Thomson.  —  Mathematkal  Notes:  On  the 
different  Published  Demonstration«  of  Pascal's  Hexagramme.  By 
Thomas  Weddle.  —  Comnarison  of  Expressions  for  Circnlar 
and  Elliptic  Functions  in  Continued  Fractions.  By  €.  J.  Malm* 
sten.  —  Sur  l'Intagration  des  Equations  Diffe>entielles  LineYires. 
Par  €.  J.  Malmstdn. 

(No.  XXII.  will  be  published  on  the  Ist  of  February,  1860.) 

Sitzungsberichte  der  kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  iN.  Literar.  Ber.  Nr.  ALI  \ 

8.  687.). 

*  i 

Jahrgang  1849.  Februar-Heft.  S.  57.  Hauer,  Bericht 
über  die  von  den  Regierungen  verschiedener  Staaten  unternomme- 
nen Arbeiten  zur  geologischen  Durchforschung  des  Landes  (Eng- 
land). —  S.  98.  Fortsetzung  des  vorhergehenden  Berichts,  Kuss- 
land und  Frankreich  betreffend.  Wenn  auch  weniger  in  den 
Kreis  unserer  Zeitschrillt  gehörend,  fiihren  wir  die  beiden 
vorhergehenden  Berichte  ihres  allgemein  interessanten  Inhalts 
wegen  hier  doch  an.  —  S.  155.  Ettingshausen,  Beitrag  zum 
Beweise  des  Lehrsatzes  vom  Parallelogramme  der  Kräfte.  —  Wir 
halten  diesen  Beitrag  zu  den  Beweisen  des  Satzes  vom  Parallelo- 
gramme der  Kräfte  für  so  bemerkenswerte ,  dass  wir  das  Wesent- 
liche daraus  den  Lesern  des  Archivs  im  Folgenden  mittheilen  wollen. 

Professor  v. Ettingshausen  überreicht  nachstehenden  B e i • 
trag  zum  Beweise  des  Lehrsatzes  vom  Parallelogramme 
der  Kräfte: 

Die  Zusammenstellung  der  Materialien  zu  einem  Lehrvorrragc 
der  analytischen  Mechanik  lenkte  meine  Aufmerksamkeit  kürzlich 
wieder  auf  die  Beweisführung  für  den  Lehrsatz  vom  Parallelo- 
gramme der  Kräfte.  Offenbar  verdienen  strenge  und  directe  Beweise 
vor  solchen  den  Vorzug,  worin  willkührliehe  Voraussetzungen  oder 
fremdartige  Hilfsmittel  angewendet  werden.  Darum  halte  ich  es, 
wenigstens  in  einem  strengwi$senschaftlichen  Lehrgebäude,  nicht 
h'ir  angemessen,  die  Zusammensetzung  der  Kräfte  auf  die  Zusam- 
mensetzung der  Bewegungen  zu  gründen,  denn  dieser  Vorgang 
nöthiget  zu  einer  Annahme,  deren  man  auf  dem  rein  statischen 
Felde  nicht  bedarf.  Ehen  so  haben  in  meinen  Augen  die  Be- 
weise einen  geringeren  Werth,  in  welchen  die  Zusammensetzung 
der  an  einem  gemeinschaftlichen  Angriffspunkte  angebrachten 
Kräfte  aus  ihrer  Wirkungsweise  an  einem  Hebel  oder  an  einem 
Systeme  unveränderlich  mit  einander  verbundener  Punkte,  auf  die 
man  die  ursprünglich  gegebenen  Kräfte  versetzen  kann,  erschlos« 
sen  wird ,  weil  die  Kesultirende  zweier  auf  einen  Punct  wirkender 
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Kräfte  schon  gegeben  ist,  wenn  auch  nur  dieser  einzige  Punkt 
exietirt;  daher  die  Vorstellung  anderer  mit  ihm  verknüpfter  Punkte 
durchaus  nicht  von  der  Natur  der  Sache  geboten  erscheint. 

Wir  besitzen  mehrere  durch  die  scharfsinnigsten  Wendungen 
sich  auszeichnende  Beweise  für  den  Satz  vem  Kräftenparallelo- 
gramm ,  gegen  welche  die  so  eben  ausgesprochenen  Vorwürfe 
nicht  geltend  gemacht  werden  können,  welche  Beweise  daher  als 
genügend  scharf  betrachtet  werden  müssen.  Meines  Erachten« 
führen  diejenigen  am  kürzesten  zum  Ziele,  welche  mit  der 
Zusammensetzung  zweier  unter  einem  rechten  AVinkel  auf 
einen  Funkt  wirkender  Kräfte  beginnen.  Die  Grösse  der  Resut- 
tirenden  ergibt  sich  sogleich  durch  eine  höchst  einfache  schon 
vor  langer  Zeit  von  Lambert  erdachte  Betrachtung,  deren  sich 
auch  La  place  in  der  Mecanique  Celeste  bedient.  Zur  Nachwei- 
sung der  Richtung  der  Hesultirenden  aber  betreten  die  zwei  ge- 


dabei  nimmt  der  Erstgenannte  bloss  die  Elemente  der  Mathema- 
tik in  .Anspruch,  während  der  Andere  den  höheren  Calcul  ge- 
braucht. Ich  habe  in  meinen  Anfangsgründen  der  Physik  versucht 
dem  Lam bert'schen  Beweise  durch  eine  eigentümliche  Ein- 
kleidung eine  noch  grössere  Einfachheit  zu  geben;  mittelst  der 
von  mir  gewählten  Construction  lässt  sich  aber,  wenn  die  Zuhilfe- 
nahme des  höhern  Calculs  gestattet  ist,  eine  Deduction  zu  Stande 
bringen,  die  mir  besonders  geeignet  scheint  in  einen  Lehrcurs 
der  Mechanik  aufgenommen  zu  werden,  dem  der  Vortrag  der  Dif- 
ferenzial-  und  Integralrechnung  vorangeht.  Diese  Deduction  will 
ich  nun  auseinander  setzen. 

Es  bandelt  sich  hier,  wie  gesagt,  bloss  um  die  Angabe  der 
Richtung  der  Resultirenden  zweier  unter  einem  rechten  Winkel 
auf  einen  Punkt  wirkender  Kräfte. 

i 

Da  bei  gleichmassiger  Vervielfältigung  der  Kräfte  die  Re- 
aulttrcnde  sich  ohne  Aenderung  ihrer  Richtung  in  demselben  Masse 
vervielfältigt,  so  wird  die  Lage  der  Geraden,  längs  welcher  die 
Resultirende  wirkt,  lediglich  durch  das  Verhältniss  der  Kräfte  be- 
stimmt. Sind  also  Pf  Q  die  Grössen  der  beiden  Kräfte  und  be- 
zeichnet er  den  Winkel,  den  die  Richtung  ihrer  Resultireuden  R 
mit  der  Richtung  vou  P  bildet,  so  ist  c  eine  gewisse  Function 

des  Quotienten  ^  und  man  kann  daher 


Man  denke  sich  an  dem  gegebenen  Angriffspunkte,  senkrecht 
gegen  die  Richtung  von  R  und  nach  der  Seite  hin,  auf  welcher 
die  Richtung  von  Q  liect,  irgend  eine  neue  Kraft  <S  angebracht 
und  bezeichne  den  Winkel  zwischen  der  Richtung  der  Resultiren- 
den U  der  zwei  Kräfte  Ii  und  £  und  der  Richtung  von  R  mit  ß, 
so  ist  auch  ,  , . 


und 


setzen 
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Die  Kraft  5  kann  als  die  Resultirende  zweier  Kräfte  betrach- 
tet werden,  wovon  die  eine  Q*  nach  der  Richtung  von  Q  und  die 
zweite  P  der  Richtung  von  P  gerade  entgegengesetzt  wirkt  Nach 
Obigem  erscheint  U  als  die  Resultirende  von  P,  Q  und  S,  mit- 
bin auch  als  die  Resultirende  der  auf  den  vorhandenen  Angriffs- 
punkt unter  einem  rechten  Winkel  wirkenden  Kräfte  P — P  und 
Q  +  und  es  macht  die  Richtung  dieser  Resultirenden  mit  der 
Richtung  der  ersten  Kraft  den  Winkel  a  +  demnach  besteht 
die  Gleichung 


Die  Richtungen  der  Kräfte  S,  Q*,  P  bilden  genau  dieselben 
Winkel  wie  die  Richtungen  von  R,  P,  Q,  mithin  stehen  erstere 
Kräfte  in  denselben  Verhältnissen  wie  letztere,  d.  h.  es  ist 

P:Q=Q".P=sS:R 


P=  ^  und  Q'= 

folgt.    Dies,  gibt 

a.PS  Q  $ 
Q+Q*  *  +  R  P*  K 
P^P-  D  QS~~      Q  S' 

Q  S 

Es  sei  nun  zur  Abkürzung  ~p  —  x  und  ß  —  y*  *°  wird  nach 
obigen  Gleichungen 

«=/(*).  ß  =  r(y)  und  )  , 

mithin 

Diese  Gleichung  fährt  zur  Kenntniss  der  Form  der  Function 
f.  Zu  diesem  Zwecke  differenzire  man  die  Gleichung,  indem  man 
einmal  die  eine,  das  zweite  Mal  die  andere  der  beiden  von  ein- 
ander unabhängigen  Grössen  x,y  als  veränderlich  bebandelt;  man 

erhält,  gesetzt, 


p  ■ 

i  ■ 
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Hiernach  ist 

(1  +^)/''(.r)^(l+ya)/v(y). 


■  Iii 


i       •  J        l-  Inr,     .  4%A  j 

Da  zwischen  x  und  y  kein  Zusammenhang  obwaltet,  so  kann 
diese  Gleichung  nicht  bestehen,  wofern  nicht  jede  Seite  dersel- 
ben sich  auf  eine  und  dieselbe  beständige  Grösse  reducirt. 
sei  A  diese  konstante,  so  ist 


( 1  -f-  x^)  f'  (x)  =  A 

odsr 

* 


mithin 

/•  (x)  =  ^  •  Mt  tang.  a:  +  Const. 

Denkt  man  sich  die  Kraft  Q  hinweggenommen,  so  fällt  R 
mit  P  zusammen  und  a  geht  in  0  über.  Für  x  —  0  hat  man  aiso 
f(x)=zQ,  daher  verschwindet  die  durch  die  Integration  eingeführt« 
Constaute  und  es  bleibt 

f{x)  =  A.  arc.  tang.  x. 

Lässt  man  aber  P=0  sein,  wodurch  R  mit  Q  zusammenfallt, 

n 

so  wird  «=  -  »  mithin  geht  bei  der  hier   gemachten  Annahme 

n 

a=oo  die  Function  f(x)  in  ^  über.   Diess  gibt 


»2"  =  ^.  arc.  tang.  co  =A.j 


woraus  ^  =  1  folgt.   Hiedurch  erhält  man  endlich 

/»^aratang.*, 
*. »  d.  i.  or=arc.  tang.  ^ oder  tang.  et  =^ , 


welches  Resultat  auf  die  mit  der  Darstellung  des  Kräften paraJIelo- 
gramines  verknüpfte  Construction  der  Richtung  der  Resultirenden 
der  vorhandenen  Kräfte  führt. 
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Hei  dieser  Ueduction  ist;  wf»  Ina»  nicht,  cur  Bestimnmng 
der  Richtung  der  fiesultirendeu  dt>r  gegebene«  Kräfte  «He  Keimt 
eise  der  Grosse  dieser  Uesultirenden  nknt  erforderlich.    Es  Ist 
also  gleichgiltig,  ob  Her  Vortrag  mit  der  Bestimmung  der,  Grus»« 
oder  der  Richtung  der  Resuitirenden  beginnt. 

•  •  • 

Jahrgang  1849.  März-Heft.  S.  159.  Stampfer:  Ueber 
den  Gebraoch  der  Nivellir- Instrumente  aus  der  Werkstätte  des 
k.  k.  polytechnischen  Instituts  auf  wissenschaftlichen  Reisen.  — 
S.  179.  IS ch rotter:  Commissionsbericht  (d.  H.  Baumgartner,  Et- 
tingshausen, Konzek,  Stampfer  und  Schrofter)  über  die  In  der 
Gsterr.  Monarchie  von  Seite  der  k.  Akademie  zu  veranlassenden 
meteorologischen  Beobachtungen.  —  S.  208.  Stampfe r's  Me- 
thode der  Visirung  der  Fässer  vom  k.  k.  Ministerium  für  Handel 
etc.  der  Akademie  zur  Begutachtung  zugewiesen.  —  8.221.  Stamp- 
fer: Vorschlag  eines  Barometers,  welches  den  mittlere  Barome- 
terstand für  beliebige  Zeitperioden  angibt. 

Jahrgang  1849.  April-Heft.  S.  227.  Stampfer:  Dar- 
stellung  einer  möglichst  brauchbaren  geometrischen  Visirmethode 
für  Fässer.  —  S.  247.  Boguslawslti:  Schreiben  an  die  Akade- 
mie (die  vorläufige  angenäherte  Paralfaxenbestimmung  der  Sonne 
betreffend).  —  S.  249.  Doppler:  Ueber  eine  bisher  noch  unbe- 
nutzte Quelle  magnetischer  Declinationsbeobachtungen.  —  S.  261. 
Columbus:  Magnetisches  Observatorium  zu  Linz  und  Kirch- 
schlag. —  S.  267.  Pierre:  Ueber  das  Spannkraft- Maxiraum  der 
Dämpfe  in  der  Luft.  —  S.  273.  Prechtl:  Ueber  sein  Werk: 
„Untersuchung  über  den  Flug  der  Vögel."  —  S.  276.  Prettner: 
Meteorologische  Beobachtungen  zu  Klagenfurt.  —  S.  276.  Stein- 
heil: Ueber  seine  neueren  Arbeiten  zur  Erzielung  genauer  Nor- 
malgewichte.   Ueber  das  Centrifugal- Wurfgeschoss. 

Jahrgang  1849.  Mai-Heft.  S.  291.  Stampfer:  Ueber 
die  in  Preussen  übliche  Visir-  Methode  für  Fässer.  —  S.  295. 
Baumgartner:  Ueber  die  Leitkraft  der  Erde  für  Electridtit  — 
S.  312.  v.  Ettingshausen:  Bericht  über  Peches  Abhandlung 
über  Integration  irrationaler  Differentialformeln.  —  S.  322.  Dopp- 
ler: Ueber  ein  Mittel  die  Brechung  der  Schallstrahlen  experimen- 
tell nachzuweisen  und  numerisch  zu  bestimmen.  —  S.  347.  Kreil: 
Abhandlung  über  den  Einfluss  der  AJpen  auf  die  Aeusserungen 
der  magnetischen  Erdkraft. 

Auszug  aus  den  Sitzungs  -  Protokollen  des  Natur- 
wissenschaftlichen Vereins  In  Halle.  (Erstes  Jahr  vom 
Juni  1848  ~-  Juni  1849.)  Mit  einer  lithogr.  Tafel.  Halle. 

Diese  Sitzungsberichte  einer  naturwissenschaftlichen  Privat- 
gesellschaft, welche  neben  der  älteren  naturforschenden  Gesell- 
schaft in  Halle  sich  gebildet  hat,  geben  ein  sehr  erfreuliches  Bild 
von  dem  Wirken  dieser  Gesellschaft  und  verdienen  allgemein  beachtet 
zu  werden.  Es  ist  in  diesen  Berichten  ausser  vielen  interessanten  klei- 
neren Notizen  auf  S.  1  —  S.  14.  und  S.  15 — S.  21.  auch  eine  grossere  Ab- 
handlung des  Lehrers  Herrn  Hedwig  über  die  Gesetze  der 
Biattstellung  abdruckt,  welche  auch  in  mathematischer  Rück- 
sicht vieles  Interessante  darbietet,  und  Jedem  empfohlen  werden 
kann,  wer  sich  in  möglichster  Kürze  eine  genügende  Kenntnis« 
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der  in  dieser  Abhandlung  besprochenen  mathematischen  Gesetze 
der  Blattstell unir,  eine  Lehre,  zu  der  bekanntlich  C.  Schi mp  er, 
A.  Braun.  C.  F.  Naumann  u.  A.  den  Grund  gelegt  haben,  ver- 
schaffen will. 

■ 

The  American  Journal  of  Science  and  Arts.  C  o n - 
ducted  by  Professors  B.  Silliman  and  B.  Silliman»  Ir.. 
and  James  D.  Dana.  Second  Neri  es.  Vol.  VI.  November. 
1S48.  Neu  Heaven.  8. 

III.  On  the  Orbits  of  the  Asteroids;  by  B.  A.  Gould.  —  V 
öbjections  to  the  Theories  severally  of  Franklin.  Dufay  and  Am- 
pere, with  an  Effect  to  Explain  Electrical  Phenomena  by  Stati- 
cal  or  1 " ri« i ulatory  Polarisation ;  by  Prof.  Robert  Hare.  —  XIX. 
On  u  New  empiriral  Formula  for  ascertaining  the  Tension  of  Va- 
nor  of  Water  at  any  Temperature;  by  J.  H.  Alexander.  — 
aXII.  Kesults  of  Analytical  Researches  in  the  Neptunian  Theory 
of  Uranus:  by  Enoch  F.  Burr.  —  XXIX.  (Fortsetzung  von  Nr. 
XIX.).  —  XXX.  Considerations  on  the  Divisihility  of  Magnitude: 
by  J.  H.  A I  ex  an  der. 

Die  ülirigen  Abhandlungen  sind  grösstenteils  chemischen 
und  geologischen  Inhalts  und  gehören  daher  nicht  in  den  Kreis 
de»  Archivs. 

•  1 1  •  1 1 1  \  >  ■ 

- 

Institut  national  de  France. 
Grand  prix  de  Maihcmatit/ues  u  decerner  en  1850. 

Les  travaux  recents  de  plusieurs  geometres  ayant  rameni 
V  attention  snr  le  dernier  thöorenie  de  Fermat,  et  avaoee  notable* 
ment  la  question,  meme  pour  le  cas  general,  l'Aeademie  propose 
de  lever  les  dernieres  diflicultes  qui  restent  sur  ce  sujet  Elle 
met  donc  au  concours  pour  le  grand  prix  de  Mathematiques  p  a 
decerner  en  1850,  le  probleme  suivont: 

Trouver  pour  un  exposant  entier  quelconque  n  les 
Solutions  en  nombres  entiers  et  inegaux  de  l'äquation 
a^-f  ynz=zzm,  ou  prouver  qu'elle  n'en  a  pas. 

Le  prix  consistera  en  une  medaille  d'or  de  la  valeur  de  trois 
mille  francs.  Lea  IVIemoires  devront  etre  arrives  au  Secretariat 
de  l'Aeademie  avaut  le  !■  >  octobre  1850.  Ce  terme  est  de  ri- 
gueur.  Les  uoius  des  auteurs  seront  enntenus  dans  un  biiiet 
cachete,  qui  ne  sera  ouvert  que  si  la  piece  est  couronoee. 

I»lui  r'H\'i  luiilvi  in*     i  i  '  •••'U- i  ii  iMfindvi)  Hm*  «iiiitri  t\\  fuMb« 
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